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Vorwort 

Der 1. B a n d dieser Verhandlungen e n t h ä l t den Kongressber icht und die allge­

m e i n e n Vorträge , der 2 . B a n d die A u s z ü g e der Sekt ionsvorträge . Auf W u n s c h eines 

Re ferenten unterbl ieb die Druck legung se ines a l lgemeinen Vortrages; i m 2. B a n d feh­

len a u s verschiedenen Gründen die Vortragsauszüge v o n acht Sekt ions-Mit te i lungen . 

D i e A n o r d n u n g der Vorträge entspr icht in beiden B ä n d e n i m wesent l i chen der 

chronologischen Reihenfolge , in welcher sie geha l t en wurden. I m 1. B a n d k o n n t e n 

sämt l i che erste Korrekturen von den Vortragenden se lbst besorgt werden, m i t A u s ­

n a h m e derjenigen d e s Vortrages Alexander , die v o n Herrn Prof. H. Hopf in Zürich 

gelesen wurden . E b e n s o waren die Korrekturen des 2 . B a n d e s fast alle den ent­

sprechenden Sekt ions -Referenten vorge legt worden . 

F ü r rasche Er led igung der Korrekturen b in ich al len Vortragenden zu grossem 

D a n k verpfl ichtet . D e r Präs ident des Kongresses , Herr Prof. Fueter, sowie der 

Sekretär, Herr Prof. Speiser, s ind mir bei der R e d a k t i o n u n d Druck legung des 

Kongressber ichtes in verschiedener H i n s i c h t behilfl ich gewesen . E b e n s o m u s s ich 

die Mitarbei t meiner Ass i s t enten der Herren A. Hess, A. Pfluger und E. Stiefel 

bei den Korrekturen erwähnen . Schliessl ich sei auch der bes te D a n k a n den Or eil 

Füssli Verlag in Zürich ausgesprochen, der diese Verhandlungen innert kürzester 

Fr is t in mustergül t iger F o r m herausbrachte . 

Zürich, E n d e D e z e m b e r 1932. 

Walter Saxer 
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Vorbereitungen des Kongresses 

D e r internat ionale Mathemat iker -Kongres s zu B o l o g n a 1928 beschloss in der 
Schluss i tzung , die a m 10. September i m Pa lazzo Vecch io zu Florenz abgeha l t en 
wurde , d a s s der n ä c h s t e internat ionale Mathemat iker -Kongress in Zürich s ta t t ­
f inden sol le . I m N a m e n der schweizerischen D e l e g a t i o n erklärte Herr Professor 
F u e t e r die A n n a h m e dieses Beschlusses u n d lud die Mathemat iker für das J a h r 1932 
nach Zürich ein. 

D i e Vorbere i tungen des Kongresses w u r d e n rechtze i t ig an d ie H a n d g e n o m m e n . 
D i e konst i tu ierende S i tzung des Zürcher K o m i t e e s für d e n internat ionalen 

Mathemat iker -Kongress fand a m 11. Februar 1930 s ta t t . A n w e s e n d waren bei 
dieser S i t zung die Zürcher Mathemat iker . 

E s wurde e in provisorisches E x e k u t i v - K o m i t e e m i t Herrn Prof. F u e t e r als 
Präs ident gewähl t . D iese W a h l wurde v o n der Schweizer ischen Mathemat i schen 
Gesel lschaft bes tä t ig t . I m Einvers tändni s m i t letzterer wurde hierauf das Orga­
n i sa t ionskomitee durch Heranz iehung v o n Mathemat ikern aus der ganzen Schweiz 
ergänzt . D a s Organisat ionskomitee konst i tu ierte s ich a m 24. Mai 1930 u n d traf 
die ersten Di spos i t i onen zur Durchführung des Kongresses . Insbesondere wurde 
der U m f a n g der K o n g r e s s a k t e n b e s t i m m t . 

I n einer zwe i t en S i t zung v o m 4. Jul i 1931 wurde die Finanz ierung u n d Organi­
sa t ion des Kongresses festgelegt . Herr Dr. Jöhr , Generaldirektor der Schweizerischen 
Kredi tans ta l t , h a t t e die grosse Freundl ichke i t , die Ge ldsammlung zuguns ten des 
Kongresses durchzuführen. D i e Donatoren l i s t e ist die fo lgende: 

Fr. 
Eidgenöss i sches D e p a r t e m e n t des Innern, Bern 10 ,000 .— 
K a n t o n Zürich 10 ,000 .— 
S t a d t Zürich 10 ,000 .— 
Al lgemeine Maggi-Gesel lschaft , K e m p t t a l 5 ,000 .— 
Schweizer ische Kredi tans ta l t , Zürich 5 , 0 0 0 . — 
Schweizerischer Bankvere in , Zürich 5 , 0 0 0 . — 
Verein Schweizerischer Maschinenindustrie l ler , Zürich 5 ,000 .— 
Eidgenöss i sche B a n k A. -G. , Zürich 2 , 0 0 0 . — 
Schweizerische Lebensvers icherungs- und R e n t e n a n s t a l t , Zürich . . . 2 , 000 .— 
Schweizerische Rückvers icherungs-Gese l l schaf t , Zürich 2 , 0 0 0 . — 
Schweizerische Unfa l l Versicherungsgesellschaft in Winter thur . . . . 2 , 000 .— 
„ V i t a " Lebensvers icherungs-A. -G. , Zürich 2 , 0 0 0 . — 
„Zürich" Al lgemeine Unfa l l - u n d Haftpf l icht-Vers icherungs-A.-G. , Zürich 2 ,000 .— 
Schweizerische Bankgese l l schaf t , Zürich 1,000.— 

3 



Vorbereitungen des Kongresses 

6 8 , 0 0 0 . — 

Geschenke v o n versch iedenen Zürcher Musikfreunden z u g u n s t e n des K o n z e r t e s 

F r . 1898 .50 . 

I n der g le ichen S i t zung wurde d a s wissenschaft l i che u n d gesel lschaft l iche P r o ­
g r a m m fes tge legt . Gle ichze i t ig w u r d e der W o r t l a u t u n d die Versendung des ersten 
Einladungs-Zirkulars beschlossen . D a s s e l b e ge lang te i m N o v e m b e r 1931 zur Ver­
sendung , u n d z w a r a n alle A k a d e m i e n , H o c h s c h u l e n , m a t h e m a t i s c h e Gesel lschaften 
u n d M a t h e m a t i k e r der W e l t . 

D a s def ini t ive P r o g r a m m des K o n g r e s s e s w u r d e i m März 1932 versch ickt und 
e n t h i e l t die e n d g ü l t i g e n A n g a b e n über d ie getrof fenen W a h l e n u n d die vorge­
s e h e n e n R e d n e r . D a s w ä h r e n d des Kongres se s durchgeführte P r o g r a m m s t i m m t e 
m i t d e m s e l b e n überein , a b g e s e h e n v o n d e m U m s t ä n d e , dass Herr Prof. Hardy 
(Cambridge) d e n a n g e z e i g t e n Vortrag : , , R e c e n t work in a d d i t i v e theory of n u m b e r s " 
n i c h t h a l t e n k o n n t e . 

Ehren-Präsident: 

Dr. G. Motta, B u n d e s p r ä s i d e n t der Schweizer i schen Eidgenossenschaf t . 

Ehren-Komitee: 

B u n d e s r a t Dr . A. Meyer, Vorsteher des E idgenöss i s chen D e p a r t e m e n t s des Innern . 
Reg ierungsrat D r . A. Streuli, Präs ident des Reg ierungsrates des K a n t o n s Zürich. 
Regierungsrat D r . 0. Wettstein, Erz iehungsdirektor des K a n t o n s Zürich. 
Dr . E. Klöti, S t a d t p r ä s i d e n t v o n Zürich. 
Dr . R. Haab, A l t - B u n d e s r a t . 
Prof. Dr . A. Röhn, Präs ident des Schweizer i schen Schulrates . 
Prof. D r . E. Rubel, Präs ident des Zentra lvors tandes der Schweizer i schen N a t u r ­

forschenden Gesel lschaft . 
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Fr. 
Zürcher K a n t o n a l b a n k , Zürich 1,000.— 
A . - G . L e u & Co. , Zürich 5 0 0 . — 
B a n k für e lektr i sche U n t e r n e h m u n g e n , Z ü r i c h . . . 5 0 0 . — 
Brauere i A . H ü r l i m a n n A . - G . , Zürich 5 0 0 . — 
Bas l er H a n d e l s b a n k , Zürich 5 0 0 . — 
Chemische F a b r i k v o r m a l s S a n d o z , B a s e l 5 0 0 . — 
„ L a G e n e v o i s e " C o m p a g n i e d'assurance sur la v i e , Genf 5 0 0 . — 
„ L a Sui s se" Soc i é t é d'assurance sur la v i e e t contre les acc ident s , L a u s a n n e 5 0 0 . — 
Schweizer ische Vo lksbank , Zürich 5 0 0 . — 
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Vorbereitungen des Kongresses 

Organisations-Komitee: 

Prof. D r . R . Fueter , Zürich, Präs ident ; Prof. Dr . H . Fehr, Genf, Vizepräsident; 
Prof. Dr . M. Plancherel , Zürich, Vizepräs ident; Prof. Dr . F . Gonse th , Zürich, Se­
kretär; Prof. Dr . A . Speiser, Zürich, Sekretär; Prof. Dr . S. B a y s , Freiburg; Prof. Dr . 
F . Baesch l in , Zürich; R e k t o r Dr . P . Buchner , Base l ; Prof. Dr . L . Crelier, Bern; Prof. 
Dr . G. D u m a s , Lausanne; Prof. Dr . S. D u m a s , Bern; Prof. Dr . L. G. D u Pasquier , 
N e u e n b u r g ; Prof. Dr . P . Finsler, Zürich; Prof. Dr . J . Franel , Zürich; P . - D . Dr . M. 
Gut , Zürich; Prof. Dr . A. Hirsch , Zürich; Prof. Dr . H . Hopf, Zürich; Prof. Dr . 
G. J u v e t , Lausanne; Prof. Dr . A . Kienas t , K ü s n a c h t ; Prof. Dr . L. Kol lros , Zürich; 
Prof. Dr . E . Marchand, Zürich; Prof. Dr . E . Meissner, Zürich; Prof. Dr . C. Moser, 
Bern; Prof. Dr . A. Ostrowski , Base l ; Prof. D r . G. P ó l y a , Zürich; Prof. Dr . W . Saxer, 
Zürich; Prof. Dr. R. W a v r e , Genf. 

Exekutiv-Komitee: 

Vorstand : 

Prof. D r . R. Fueter , Präs ident ; 
Prof. D r . M. Plancherei , Vizepräsident; 
Prof. Dr . F . Gonseth , Sekretär; 
Prof. D r . A . Speiser, Sekretär; 
Prof. Dr . H . Hopf. 

Komitee für die Hauptvorträge : 

Prof. D r . M. Plancherel ; Prof. D r . A . Speiser. 

Prof. D r . M. Plancherel, R e k t o r der Eidgenöss i schen Technischen Hochschu le . 
Prof. Dr . F. Fleiner, R e k t o r der Univers i tä t Zürich. 
Dr . H. Stoll, Präs ident des Verwal tungsrates der Schweizerischen Kred i tans ta l t . 
John Syz, Präs ident des Vorortes des Schweizerischen H a n d e l s - u n d Industr ievere ins . 
Aug. L. Tobler, Vizepräs ident der Zürcher H a n d e l s k a m m e r . 
Nat iona lra t Dr . C. Sulzer, Präs ident des Vereins Schweizerischer Maschinenindu­

strieller. 
Dr . 0. Schaertlin, Präs ident des Verbandes konzess ionierter Schweizerischer Ver­

s icherungsgesel lschaften. 
Dr . H. Mousson, Al t -Regierungsrat . 
Prof. D r . C. F. Geiser, Präs ident des I . In ternat iona len Mathemat ikerkongresses in 

Zürich. 
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Komitee für die Sektionsvorträge : 

Prof. D r . F . G o n s e t h ; Prof. D r . H . Hopf . 

Informations- und Presse-Komitee : 

P r i v . - D o z . D r , M. Gut ; Prof. D r . E . Marchand; 
A . W . Glogg , R e d a k t o r a n der N e u e n Zürcher Ze i tung . 

Finanz-Komitee : 

D r . A . J ö h r , Generaldirektor der Schweizer i schen K r e d i t a n s t a l t , P r ä s i d e n t ; 
K . Türler, D irektor d e s Schweizer i schen B a n k v e r e i n s ; 
I n g . Cattani , Sekretär des Vere ins Schweizer ischer Maschinenindustr ie l ler . 

Wohnungs-Komitee : 

H . B e s i m o , Sekretär des Zürcher Hote l i ervere ins ; Prof. D r . L . Kol lros . 
Mitarbeiter d e s W o h n u n g s - K o m i t e e s : D r . H . Grossmann; Dr . E . V ö l l m . 

Vergnügungs-Komitee : 

Direktor He inr i ch H ü r l i m a n n ; Prof. D r . A . K i e n a s t . 

Drucklegungs-Komitee : 

Prof. Dr . W . Saxer . 

Ausstellung mathematischer Bücher und Instrumente: 

Dr. J . J . B u r c k h a r d t . 

Damen-Komitee : 

F r a u E . Speiser, Präs ident in ; F r a u Bäsch l in , F r a u Fa lke i sen-Escher , F r a u Fueter , 
F r a u Gonse th , F r a u Hopf , F r a u Jöhr , F r a u Kol lros , F r a u K i e n a s t , F r a u Marchand, 
Frau Planchere l , F r a u P ó l y a , Fräule in Dr . M. L . Saras in , F r a u Saxer , F r a u v . W y s s . 
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Programm 

D e r Ablauf des Kongresses erfolgte g e m ä s s fo lgendem P r o g r a m m : 

Sonntag, den 4. September 

20 U h r : E m p f a n g der Kongress te i lnehmer i m S t u d e n t e n h e i m , Clausiusstr. 21 . 

Montag, den 5. September 

9 U h r : Eröffnungss i tzung i m Audi tor ium m a x i m u m der E i d g . Technischen 
Hochschu le . 
Begrüssung des Kongresses durch das Organisat ionskomitee u n d die 
B e h ö r d e n des K a n t o n s Zürich. 
Kons t i tu i erung des Kongres se s 1 ) . 

11—12 U h r : Vortrag, R.Fueter, Ideal theor ie und Funkt ionentheor ie . 
15—18 U h r : Sekt ionsvor träge 2 ). 
20 U h r : Fes tkonzer t zu E h r e n des Internat iona len Mathemat ikerkongresses in 

der Tonhal le Zürich. 
L e i t u n g : Dr. Volkmar Andreae. So l i s ten: Clara Wirz-Wyss (Sopran) , 
Ernest Bauer (Tenor) , Felix Loeffel (Bass) . Orchester: D a s Konzer t ­
orchester der Tonhal legese l l schaft . 

K o n z e r t p r o g r a m m : 
1. Othmar Schoeck: „ V o m Fischer un syner Fru" , Oper in e inem Auf­

zuge (Konzertaufführung) . 
2. Arthur Honegger: a) „Pastora le d'été" für Orchester allein; 

b) „Paci f ic", für Orchester allein. 
3. Ludwig van Beethoven: Sinfonie Nr . 3 in E s - D u r (Eroica) . Allegro 

con brio — Marcia funebre — Scherzo - F inale . 

Dienstag, den 6. September 

9 — 1 0 U h r : Vortrag , C. Carathéodory, Ü b e r die analyt i schen Abbi ldungen durch 
F u n k t i o n e n mehrerer Veränderlicher. 

10—11 U h r : Vorträge , G. Julia, Essai sur le d é v e l o p p e m e n t de la théorie des fonc­
t ions de variables complexes . 
W. Pauli?), M a t h e m a t i s c h e Methoden der Quantenmechanik . 

J ) Siehe Protokoll dieser Sitzung S. 38—43. 
2 ) Sämtliche allgemeinen Vorträge fanden in Auditorien der Eidg. Technischen Hochschule, alle Sek-

tionssitzungen in Auditorien der Universität statt. 
3 ) Auf Wunsch des Referenten unterblieb eine Veröffentlichung seines Vortrages in diesen Verhandlungen. 
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1 1 — 1 2 U h r : Vorträge , iV. Tschebotaröw, D i e A u f g a b e n der m o d e r n e n Galo i ssehen 

Theor ie . 

T. Carleman, Sur l a théor ie des é q u a t i o n s intégrales l inéaires e t ses 

appl i ca t ions . 

14 U h r : Seefahrt n a c h U f e n a u u n d A u bei p r a c h t v o l l e m W e t t e r , R ü c k k e h r 

20 U h r . 

247 offizielle De leg ier te u n d ihre D a m e n w u r d e n v o n H e r r n u n d F r a u 

v . S c h u l t h e s s - B o d m e r auf d e m Schlossgut A u e m p f a n g e n ; s ie erhie l ten 

hierzu e ine persönl iche E i n l a d u n g . 

D e n übrigen 4 2 0 Te i lnehmern w u r d e e in T e e in Rapperswi l serviert . 

Mittwoch, den 7. September 

9 — 1 0 U h r : Vortrag , E. Cartari, Sur les espaces r i emanniens s y m é t r i q u e s . 

10—11 U h r : Vorträge , L. Bieberbach, Operat ionsbere iche v o n F u n k t i o n e n . 

M. Morse, T h e calculus of var ia t ions in the large. 

1 1 — 1 2 U h r : Vorträge , E.Noether, H y p e r k o m p l e x e S y s t e m e in ihren B e z i e h u n g e n 

zur k o m m u t a t i v e n Algebra u n d zur Zahlentheor ie . 

H. Bohr, Fas tper iod i sche F u n k t i o n e n e iner k o m p l e x e n Veränderl ichen. 

14 U h r 30 : E s w u r d e e ine p h o t o g r a p h i s c h e G e s a m t - A u f n a h m e der Kongres s -

Te i lnehmer b e i m E i n g a n g der U n i v e r s i t ä t g e m a c h t . 

1 5 — 1 8 U h r : Sekt ions vor träge . 

Donnerstag, den 8. September 

E s fanden 4 Exkursionen s t a t t , die alle e inen prachtvo l l en Verlauf n a h m e n . 

1. K l a u s e n p a s s : Zürich ab in Gese l l schaf tswagen : 8 U h r , R ü c k k e h r 19.30 Uhr . 

152 Te i lnehmer . 

2. R i g i : Zürich ab 7 U h r , R ü c k k e h r 19.50 U h r . 89 Te i lnehmer . 

3 . P i l a t u s : Zürich ab 7 U h r , R ü c k k e h r 19.50 U h r . 59 Te i lnehmer . 

4. V ierwalds tä t tersee : Zürich ab 10 U h r , R ü c k k e h r 19.50 U h r . 82 Te i lnehmer . 

Freitag, den 9. September 

9 — 1 0 U h r : Vortrag , F. Severi, L a théorie generale des fonct ions a n a l y t i q u e s de 

plus ieurs var iables e t la géométr i e a lgébr ique . 

10—11 U h r : Vorträge , R. Nevanlinna, Ü b e r die R i e m a n n s c h e F l ä c h e e iner ana ly ­

t i s chen F u n k t i o n . 

R. Warne, L 'aspec t a n a l y t i q u e d u p r o b l è m e d e s f igures p lanéta ires . 



Programm 

11—12 U h r : Vorträge , J. W. Alexander, S o m e problems in topo logy . 

F. Eiesz, Sur l 'existence de la dérivée des fonct ions d'une variable 

reelle e t des fonct ions d'intervalle . 

1 5 — 18 U h r : Sekt ionsvorträge . 

Samstag, den 10. September 

10—11 U h r : Vorträge , G. Valiron, Le théorème de Bore i -Jul ia dans la théorie des 

fonct ions méromorphes . 

W. Sierpiñski, Sur les ensembles de po ints qu 'on sai t définir ef fect ive­

m e n t . 

11—12 U h r : Vorträge, S. Bernstein, Sur les l iaisons entre quant i t é s a léato ires 4 ) . 

K. Menger, Neuere Methoden u n d Probleme der Geometr ie . 

1 5 — 18 U h r : Sekt ionsvorträge . 

19 U h r : Offizieller F e s t a k t i m Stadt thea ter Zürich. 

Begrüssung des Kongresses durch den Bundesrat der Schweizerischen 

Eidgenossenschaf t 5 ). 

N a c h h e r Buffet m i t Unterha l tungsprogramm. Tanz . 

Sonntag, den 11. September 

16 U h r : Tee i m Grand H ô t e l Dolder . 

Offizielle Begrüssung des Kongresses durch die Behörden der S tadt 

Zürich 6 ) . 

Montag, den 12. September 

10—11 U h r : Vortrag, J. Stemel, A n s c h a u u n g und D e n k e n in der klass ischen Theorie 

der griechischen Mathemat ik . 

11—12 U h r : Schluss i tzung des Kongresses 7 ) . 

N a c h d e m Kongress wurde v o n 57 Tei lnehmern eine Exkurs ion zur Bes icht igung 

der e inzigart ig ge legenen wissenschaft l ichen S ta t ion auf d e m Jungfraujoch durch­

geführt . Abfahrt Zürich, Montag , den 12. September , 13 Uhr . Ü b e r n a c h t e n auf 

der Scheidegg . D iens tag , den 13. September , F a h r t auf das Jungfraujoch . B e ­

s icht igung der hocha lp inen Forschungss ta t ion . Vorträge der Herren Dr. Chorus 

u n d Dr. Wyss über deren B e d e u t u n g . Abfahrt 13 U h r 35, A n k u n f t in Zürich 

24 Uhr . D i e E x k u r s i o n erfreute sich herrl ichsten Wet ter s . 

4 ) Da Herr Prof. Bernstein am Kongress nicht teilnehmen konnte, wurde sein Vortrag von Herrn Prof. 
Hostinsky, Brno verlesen. 

5 ) Vergi. Reden S. 62—75. 
•) Vergi. Reden S. 76—7!). 
7) Vergi. Protokoll dieser Sitzung, S. 58—61. 

11 
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8 ) Siehe die speziellen Sitzungsprotokolle, S. 44—57. 

12 

Sektionsvorträge8). 

E s w u r d e n fo lgende S e k t i o n e n geb i lde t : 
I . A l g e b r a u n d Zahlentheor ie . I I . A n a l y s i s (3 U n t e r s e k t i o n e n : I I a , I I b , I l e ) . 

I I I . Geometr ie (2 U n t e r s e k t i o n e n : l i l a , H l b ) . I V . Wahrsche in l i chke i t srechnung , 
V e r s i c h e r u n g s m a t h e m a t i k u n d Sta t i s t ik . V . M a t h e m a t i s c h - t e c h n i s c h e Wi s s en ­
schaf ten u n d A s t r o n o m i e . V I . Mechanik u n d m a t h e m a t i s c h e P h y s i k (2 U n t e r ­
s e k t i o n e n : V i a , V I b ) . V I I . Ph i losophie u n d Geschichte . V I I I . Pädagog ik . 

D i e D a u e r e ines Sekt ionsvortrages w u r d e i m a l lgemeinen auf 15 M i n u t e n be ­
schränkt . 

D i e Internationale Mathematische Unterrichtskommission h a t w ä h r e n d des K o n ­
gresses in Zürich g e t a g t . Ihre V e r h a n d l u n g e n f a n d e n in der S e k t i o n V I I I s t a t t . 

F ü r die Damen w u r d e d a s fo lgende speziel le P r o g r a m m abgewicke l t : 

M o n t a g , 5. S e p t e m b e r , 16 U h r : T e e i m L y c e u m k l u b , Rämis t ras se 26 . 
D i e n s t a g , 6. S e p t e m b e r , 1 0 — 1 2 U h r : B e s u c h des Schweizer i schen L a n d e s m u s e u m s , 

m i t F ü h r u n g . 
M i t t w o c h , 7. S e p t e m b e r , 1 0 — 1 2 U h r : Versch iedene F ü h r u n g e n in der S t a d t Zürich. 

15 U h r : F a h r t m i t der F o r c h b a h n (von Stadelhofer-
bahnhof ) n a c h Z u m i k o n , Tee i m Gol fk lubhaus . 

Fre i tag , 9. S e p t e m b e r , 14 U h r : Ausf lug i m A u t o c a r n a c h Schloss Wi l deg g . 
S a m s t a g , 10. S e p t e m b e r , 1 0 — 1 2 U h r : B e s u c h des K u n s t h a u s e s , H e i m p l a t z , m i t 

F ü h r u n g . 
D e r Lyceumklub s t a n d w ä h r e n d der D a u e r des K o n g r e s s e s den D a m e n des K o n ­

gresses d e n g a n z e n T a g zur Verfügung . 

Ausstellung mathematischer Bücher und Instrumente. 
I n der E i d g . T e c h n i s c h e n H o c h s c h u l e f a n d w ä h r e n d der g a n z e n D a u e r des K o n ­

gresses e ine A u s s t e l l u n g m a t h e m a t i s c h e r B ü c h e r s t a t t , organisiert v o n Herrn 
Dr. J. J. Burckhardt. D i e se lbe g a b e inen Überb l i ck über die g e s a m t e heut ige 
m a t h e m a t i s c h e Wel t l i t eratur . E s w u r d e n dort auch B ü c h e r verkauf t oder Bes te l ­
l u n g e n v o n B ü c h e r n a n g e n o m m e n . 

A u s s e r d e m w u r d e g le ichze i t ig e ine A u s s t e l l u n g schweizerischer m a t h e m a t i s c h e r 
I n s t r u m e n t e durchgeführt . 



Delegiertenliste 

Ägypten. 

Ägyptische Regierung: 
Prof. A. M. Mosharrafa, Universität, 

Guizeh. 
Prof. Moustafa Ahmed Abu Zahra, 

Technische Hochschule, Guizeh. 

Ägyptische technische Hochschule : 
Prof. Moustafa Ahmed Abu Zahra, 

Guizeh. 

Ägyptische Universität : 
Prof. A. M. Mosharrafa, Guizeh. 
M. Winn, Maître de Conférences de 

Math. Pures, Guizeh. 

Institut d'Egypte: 
M. Farid Boulad bey, Membre de l'Insti­

tut d'Egypte, Kairo. 

Süd-Afrika. 

Rhodes University College, Grahamstown: 
Mr. G. G. Wiles, Balliol College, Oxford, 

England. 

University of Cape Town: 
Mr. Stanley Skewes, Kings College, 

Cambridge. 

Vereinigte Staaten von Amerika (U. S. A . ) . 

Government of the United States : 
Prof. Oswald Vehlen, Princeton Univer­

sity, Princeton, Chairman of Delegation. 
Prof. James W. Alexander, Princeton 

University, Princeton. 
Prof. H. F . Blichfeldt, Harvard Univer­

sity, Cambridge. 
Prof. Oliver Dimon Kellogg, Harvard 

University, Cambridge. 
Prof. Harold Marston Morse, Harvard 

University, Cambridge. 

Prof. Marshall Harvey Stone, Yale Uni­
versity, New Haven. 

American Academy of Arts and Sciences : 
Prof. Harry W. Tyler (Chairman of Dele­

gation), Washington-University. 
Prof. G. D. Birkhoff, Harvard-University, 

Cambridge. 
Prof. Marston Morse, Harvard-University, 

Cambridge. 

American Association of University Women : 
Dr. Marguerite Lehr, c/o Brown, Shipley & 

Co., London. 

American Astronomical Society : 
Prof. Max Wolf, Königstuhl-Sternwarte, 

Heidelberg. 

American Mathematical Society: 
Prof. E. Kasner, Columbia University, 

New York. 
Prof. C. N. Moore, University of Cincinnati, 

Cincinnati, Ohio. 
Prof. R. G. D. Richardson, Brown Uni­

versity, Providence, Rhode Island. 
Prof. E. B. Stouffer, University of Kansas, 

Lawrence, Kansas. 
Prof. J. D . Tamarkin, Brown University, 

Providence. 

American Society of Civil Engineers, New 
York: 

Prof. Karl E. Hilgard, Zürich. 

Brown University, Providence, Rhode Is­
land : 

Dean R. G. D. Richardson. 
Prof. R. C. Archibald. 
Prof. J. D . Tamarkin. 
Assoc. Prof. C. R. Adams. 

Clark University, Worcester, Mass.: 
Prof. Frank Blair Williams. 

Columbia University, New York: 
Prof. Edward Kasner. 

13 



Verlauf des Kongresses 

Asst. Prof. O. Koopman. 
Prof. Dav id Eugene Smith. 

Cornell University, Ithaca, N.Y.: 
Prof. Wallie Abraham Hurwitz. 
Prof. Virgil Snyder. 

Dartmouth College, Hanover N. H. : 
Prof. Louis L. Silverman, The Graduate 

Club, Hanover, New Hampsh. N . Y . 

The Engineering Foundation: 
Prof. Stephen Timoshenko, University of 

Michigan, Ann Arbor, Mich. 
Mr. T. von Karman, Director of Daniel 

Guggenheim Graduate School of Aero­
nautics, California Inst, of Technology, 
Pasadena, Calif. 

Dr. Ing. A. Nadai, Mechanics Div. , 
Research Laboratories, Westinghouse 
Electric and Manufacturing Comp., East 
Pittsburgh, Penns. 

Harvard University, Cambridge, Mass. : 
Prof. G. David Birkhoff. 
Prof. Marston Morse. 

Hunter College of the City of New-York, 
Park Avenue and 68th . Street, New-
York: 

Prof. Lao G. Simons, Head of the Depart­
ment of Mathematics, New-York. 

Miss Carolyn Eisele, New-York. 
Dr. Laura Guggenbuhl, Instructor, New-

York. 

Indiana University: 
Asst. Prof. Thomas W. Moore. 

Iowa Academy of Science : 
Professor J. S. Turner. 

Massachusetts Institute of Technology, 
Cambridge, Mass. : 

Prof. Norbert Wiener. 

The Mathematical Association of America, 
Oberlin, Ohio: 

Prof. R. C. Archibald, Brown University, 
Providence. 

Prof. W. D. Cairns, Oberlin College, Ohio. 

Prof. Arnold Dresden, Swarhmore Coll., 
Swarthmore, Penns. 

Prof. David Eugene Smith, Columbia 
University, New-York. 

Prof. Warren Weaver, University of Wis­
consin, Madison, Wise. 

The Michigan College of Mining <Sc Tech­
nology, Houghton: 

Prof. James Fisher. 

The National Council of Teachers of 
Mathematics : 

Prof. David Eugene Smith, Teachers Coll., 
Columbia University, New-Fork. 

Oberlin College, Oberlin, Ohio : 
Prof. William de Weese Cairns. 

Oklahoma Academy of Science : 
Dr. Carl Gunderson. 
M. College, Stillwater. 
Dr. N . A. Court. 

Purdue University, La Fayette, Indiana : 
Prof. Thomas E . Mason. 

Union College, Schenectady, New-York : 
Prof. David S. Morse, New-York. 

University of Chicago : 
Prof. Lloyd Lyne Dines, University of 

Saskatchewan, Saskatoon, Canada. 

University of Cincinnati : 
Prof. C. N . Moore. 
Prof. I . A. B a m e t t . 
Prof. Gaylord Merriman. 

University of Kansas, Lawrence, Kansas : 
Dean Ellis Bagley Stouffer. 
Prof. Ulysses Grant Mitchell. 

University of Michigan, Ann Arbor, Mich. : 
Prof. Rajnich. 
Prof. Rouse. 

University of Minnesota : 
Prof. Raymond W. Brink. 

University of Missouri : 
Prof. Wallie Abraham Hurwitz, Cornell 

University, Ithaca. 
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University of New-Hampshire, Durham 
N. H. : 

Dean Hermon L. Slobin. 

University of Wisconsin, Madison: 
Prof. Warren Weaver, The Rockfeller 

Foundation, New-York. 

Vassar College, Poughkeepsie, N. I. : 
Prof. Louise Duffield Cummings. 

Washington University, St. Louis, Mo. : 
Prof. W. Henry Roever. 

Wellesley College, Wellesley, Mass. : 
Miss Marion E . Stark, Ph . D. 

Wells College, Aurora-on-Cayuga, New' 
York: 

Prof. Temple R. Hollcroft. 

Western Reserve University, Cleveland, 
Ohio : 

Prof. Webster G. Simon, London. 

Williams College, Mass., Williamstown : 
Harold Laird Dorwart. 

Yale University, New Haven Connect. : 
Prof. Oystein Ore. 

Belgien. 

Gouvernement Belge : 
Prof. de Donder, Bruxelles, Membre de 

l'Académie Royale de Belgique. 
Prof. A. Errera, Bruxelles, Membre de 

l'Académie Royale de Belgique. 
Prof. Godeau, Liège, Membre de l'Aca­

démie Royale de Belgique. 
Prof. Mineur, Bruxelles, Membre de 

l'Académie Royale de Belgique. 
Prof. Simonart, Louvain, Membre de 

l'Académie Royale de Belgique. 
Baron C. de la Vallée Poussin, Prof, à 

Louvain, Membre de l'Académie Royale 
de Belgique. 

Académie Royale de Belgique, Bruxelles: 
Prof, de Donder, Bruxelles. 
Prof. Godeaux, Liège. 

Prof. Mineur, Bruxelles. 
Baron de la Vallée Poussin, Prof, à Louvin. 

Institut des Hautes Etudes de Belgique, 
Bruxelles : 

Prof. A. Errera, Uccle-Bruxelles. 
Prof. M. Kraïtchik, Bruxelles. 

Université Libre de Bruxelles : 
Prof. Th. de Donder. 
Prof. A. Errera. 
Prof. A. Mineur. 
M. Th. Lepage, Chargé de Cours à la 

Faculté des Sciences de Bruxelles. 

Université de Liège : 
Prof. L. Godeaux. 

Université de Louvain : 
Prof. M. Simonart. 
Baron de la Vallée Poussin, Professeur. 

Bolivien. 

Regierung von Bolivien: 
General D . Alfredo Vasquez Cobo, Ge­

sandter in Paris. 

Bulgarien. 

Bulgarische Regierung: 
Prof. R. Popoff, Sofia. 

Universität Sofia : 
Prof. N. Obrechkoff. 
Prof. R. Popoff. 
Prof. L. Tschakaloff. 

Canada. 

The University of Toronto: 
Prof. J. Chapelon. 
Prof. A. F. C. Stevenson. 
Prof. J. L. Synge. 

China. 

Chiao-Tung University, Shanghai: 
Mr. Koh-Pao Hsu, Berlin-Charlottenburg. 

Société Mathematico-Physique : 
Prof. King-Lai Hiong. 

t 
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Costa Rica. 

Gouvernement de Costa Bica : 
Prof. Henri Fehr, Genève. 

Dänemark. 

Dänische Begierung : 
Prof. Harald Bohr, Universität Kopen­

hagen. 

Technisch Hochschule, Kopenhagen: 
Prof. J. Mollerup. 
Prof. J. Nielsen. 

Universität Kopenhagen: 
Prof. Harald Bohr. 

Deutsehland. 

Deutsche Begierung : 
Dr. Lietzmann, Oberstudienrat, Göttingen. 

Albert-Ludwigs Universität, Freiburg im 
Breisgau : 

Prof. Gustav Doetsch, Freiburg i. B . 
Prof. Alfred Loewy, Freiburg i. B. 

Bayerische Akademie der Wissenschaften : 
Prof. von Dyck, München. 
Prof. Perron, München. 
Prof. Pringsheim, München. 

Bergakademie Freiberg : 
Prof. Willers, Freiberg. 

Berliner Mathematische Gesellschaft : 
Prof. Salkowski, Berlin-Charlottenburg. 

Deutsche Mathematikervereinigung : 
Prof. H. Weyl, Göttingen. 
Prof. L. Bieberbach, Berlin-Dahlem. 
Prof. O. Blumenthal, Aachen. 
Prof. H. Hasse, Marburg (Lahn). 

Deutscher Verein zur Förderung des mathe-
mathischen und naturwissenschaftlichen 
Unterrichts, Dresden : 

Prof. Lorey, Leipzig. 

Deutscher Verein für Versicherungswissen­
schaft : 

Prof. Alfred Manes, Berlin. 
Prof. von Mises, Berlin. 

Friedrichs- Universität Halle- Wittenberg : 
Prof. Heinrich Brandt, Halle a. S. 

Georg August Universität, Göttingen: 
Prof. Courant, Göttingen. 

Gesellschaft für Angewandte Mathematik 
und Mechanik, Berlin : 

Prof. von Mises, Berlin. 

Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen : 
Prof. E . Landau, Göttingen. 

Gewerbeschule Kothen: 
Prof. Harry Schmidt, Kothen u. Leipzig. 

Heidelberger Akademie der Wissenschaften : 
Prof. Liebmann, Heidelberg. 
Prof. Rosenthal, Heidelberg. 

Institut für Versicherungswissenschaft a. d. 
Universität Leipzig : 

Prof. W. Lorey, Leipzig. 

Kaiserl. Leopold. Carolin. Deutsche Aka­
demie der Naturforscher, Halle a. S. : 

Prof. Heinrich Brandt, Halle a. S. 

Landes- Universität dessen : 
Prof. Dr. Hans Mohrmann, Giessen. 

Ludwig Maximilians Universität, Mün­
chen : 

Prof. O. Perron, München. 

Mathematisches Seminar der Universität 
Hamburg : 

Prof. Wilhelm Blaschke, Hamburg. 

Philipps- Universität, Marburg/Lahn : 
Prof. Hasse, Marburg (Lahn). 
Prof. Hensel, Marburg (Lahn). 
Pr.-Doz. Ullrich, Marburg (Lahn). 

Preussische Akademie der Wissenschaften, 
Berlin : 

Prof. Ludwig Bieberbach, Berlin-Dahlem. 
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Sächsiche Akademie der Wissenschaften : 
Prof. Paul Koebe, Leipzig. 

Technische Hochschule, Berlin : 
Prof. Salkowski, Berlin. 

Technische Hochschule Danzig : 
Prof. Pohlhausen, Techn. Hochschule, 

Danzig. 

Technische Hochschule, Hannover : 
Prof. Conrad Müller. 

Technische Hochschule, Karlsruhe : 
Prof. Theodor Pöschl, Karlsruhe. 

Universität Erlangen: 
Prof. Otto Haupt, Erlangen. 
Prof. Wolfgang Krull, Erlangen. 

Universität Heidelberg : 
Prof. Liehmann, Heidelberg. 
Prof. Rosenthal, Heidelberg. 

Universität Kiel : 
Prof. Adolf Fraenkel, Kiel. 

Universität Köln a/Jih. : 
Prof. Hans Hambvirger, Köln. 

Universität Leipzig : 
Prof. Paul Koebe, Leipzig. 

Universität Tübingen : 
Prof. Konrad Knopp, Tübingen. 
Prof. Karl Kommerell, Tübingen. 
Prof. Alfred Pringsheim, München. 

Universiiät Würzburg : 
Prof. Otto Volk, Würzburg. 

Verein Deutscher Ingenieure, Berlin : 
Prof. von Mises, Berlin. 

Westf. Wilhelms-Universität, Münster, 
Westf. : 

Prof. Heinrich Behnke, Münster, Westf. 

Württ. Gesellschaft zur Förderung der 
W issenschaften : 

Prof. Karl Kommereil, Tübingen. 
Prof. Frank Loebell, Stuttgart-Cannstatt. 

England. 

The British Government : 
Prof. Forsyth, London. 

Bedford College for Women, London : 
Dr. H. B. Heywood, Middlesex. 

British Association for the Advancement of 
Science : 

Prof. G. H. Hardy, Trinity College, Cam­
bridge. 

British Federation of University Women: 
Dr. Dorothy Maude Wrinch, Lady Mar­

garet Hall, Oxford. 

Cambridge Philosophical Society : 
F. P. White, St. Johns College, Cambridge. 

Cambridge University : 
Prof. G. H. Hardy. 

Edinburgh Mathematical Society : 
H. C. Ruse, Edinburgh. 
Dr. G. Timms, St. Andrews. 

Girton College, Cambridge : 
Miss Dr. M. L. Cartwright. 
Miss Dr. R. C. H. Young. 

Goldsmiths' College of the University of 
London : 

Dr. H. E. J. Curzon. 

Internat. Federation of University Women, 
London : 

Dr. Dorothy Wrinch, Oxford. 

Kings College, London : 
J. T. Combridge, Redhill. 

The London Mathematical Society : 
Prof. A. C. Dixon, Middlesex. 
Prof. G. N. Watson, Birmingham. 

The Mathematical Association : 
Prof. E . H. Neville, Reading. 
Prof. G. N. Watson, Birmingham. 

Newnham College, Cambridge : 
Margaret D . Kennedy. 
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The Royal Institution : 
Prof. Paul Scherrer, Eidg. Techn. Hoch­

schule, Zürich. 

The Royal Society: 
Prof. A. R. Forsyth, London. 

The Royal Society of Edinburgh : 
Prof. J. E . A. Steggall, Dundee. 
Prof. H . W. Turnbull, St. Andrews. 
Prof. E . T. Whittaker, Edinburgh. 

Society of Oxford Home-Students, Oxford : 
Dr. Dorothy Wrinch, Lady Margaret Hall , 

Oxford. 

The University of Birmingham : 
Prof. G. N . Watson, Birmingham. 

The University of Bristol : 
Prof. G. N . Watson, Birmingham. 

University College, Dundee : 
Prof. J. E . A. Steggall. 

University of Durham : 
Mr. J . L. Burchnall. 

University of Edinburgh : 
Prof. E . T. Whittaker. 

University of Glasgow : 
Prof. James Gordon Gray. 

University of Liverpool: 
Prof. W. H. Young, Lausanne. 

University of London Institute of Educa­
tion, London: 

Sir Percy Nunn. 

The University of Manchester : 
Prof. Louis Joel Mordell. 

The University of Oxford : 
Prof. E . A. Milne. 

The University Beading : 
Prof. E . H. Neville. 

University of Sheffield : 
Prof. P. J. Danieli. 

The University of St. Andrews : 
Prof. J. E . A. Steggall, Dundee. 
Prof. H . W. Turnbull, St. Andrews. 

Westfield College, London : 
Miss G. K. Stanley, Westfield College, 

London. 

Finnland. 

Akademie d'Abo: 
Doz. Lars Valerian Ahlfors, Universität 

Abo. 

Societas Scientiarum Fennica : 
Prof. Rolf Nevanlinna, Universität 

Helsingfors. 

Frankreich. 

Gouvernement de la République Française : 
M. Elie Cartan, Membre de l'Institut, 

Paris. 
M. G. Julia, Professeur à la Sorbonne, 

Paris. 
M. Leroux, Professeur à la Sorbonne, Paris. 
M. Risser, Professeur au Conservatoire des 

Arts et Métiers, Paris. 

Académie des Sciences, Lettres et Arts de 
Clermont-Ferrand : 

M. Dive, Professeur, Clermond-Ferrand. 

Association Française pour l'avancement 
des Sciences, 28, Rue Serpente, Paris : 

M. Elie Cartan, Membre de l'Institut, 
Paris. 

Collège de France : 
M. Jacques Hadamard, Membre de l'In­

stitut, Paris. 

Ecole d'Application du Génie Maritime : 
M. l'Ingénieur Général Barrillon, Paris. 

Ecole Centrale des Arts et Manufactures, 
Paris : 

M. J. Hadamard, Membre de l'Institut, 
Paris. 
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Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, 
Paris : 

M. Plâtrier, Professeur, Paris. 

Ecole Nationale Supérieure des Mines: 
M. Paul Lévy, Professeur, Paris. 

Ecole Polytechnique de Paris : 
M. Jacques Hadamard, Membre de l'In­

stitut, Paris. 
M. G. Julia, Professeur à la Sorbonne, 

Paris. 
M. Paul Lévy, Professeur à l'Ecole Poly­

technique, Paris. 

Ecole Supérieure d'Electricité, Malakoff 
(Seine) : 

M. J. B. Pomey, Paris. 
M. Maurice Janet, Professeur à l'Univer­

sité de Caen. 

Faculté Catholique de Lyon, Lyon : 
M. Chapas, Professeur. 

Croupe académique Russe, Paris : 
M. Basil Demtchenko, Viroflay (S. et 0 . ) . 
M. Dimitri Riabouchinsky, Paris. 
M. Serge Savitch, Professeur, Paris. 

Institut de France: 
M. Elie Cartan, Membre de l'Institut, 

Paris. 

Institut International de Coopération In­
tellectuelle, Paris: 

M. le Dr. A. Establier. 

Institut de Mathématiques de l'Université 
de Strasbourg: 

M. Thiry, Directeur de l'Institut de Mathé­
matiques de l'Université Strasbourg. 

M. Cerf, Professeur à la Faculté des Scien­
ces, Strasbourg. 

Institut Supérieur Technique Russe en 
France, Paris: 

M. Dimitri Riabouchinski, Professeur, 
Paris. 

M. Serge Savitch, Professeur, Paris. 

Maison de l'Institut de France, Londres : 
M. le Comte Jean de Morant, Ingenieur 

E. S. E. , Amiens, France. 

Société Française des Electriciens, Paris : 
M. Darrieus, Houilles .(Seine et Oise). 
M. J. B . Pomey, Paris. 

Société des Ingénieurs Civils de France, 
Paris : 

M. Darrieus, Houilles (Seine et Oise). 

Société Mathématique de France : 
M. Julia, Président de la Société Mathé­

matique de France, Paris. 

M. Valiron, Secrétaire de la Société Mathé­
matique de France, Paris. 

Société des Sciences de Lille: 
M. Albert Chatelet, Recteur de l'Acadé­

mie de Lille. 

Société Scientifique Flammarion, Marseille : 
M. Fernand Louvet, Marseille. 

Université d'Aix-Marseille : 
M. Emile Traynard, Professeur, Marseille. 

Université d'Algers : 
M. Carrus, Professeur, Algers. 

Université de Caen : 
M. Maurice Janet, Professeur, Caen. 
M. L. Zoretti, Professeur, Caen. 

Université de Clermont: 
M. Dive, Professeur, Clermond. 
M. Mandelbrojt, Professeur, Clermond. 

Université de Lille : 
M. Paul Dubreil, Professeur, Lille. 
M. J. Kampé de Fériet, Professeur, Lille. 

Université de Nancy: 
M. le Doyen Leau, Professeur, Nancy. 
M. Darmois, Professeur, Nancy. 
M. Husson, Professeur, Nancy. 
M. Mentre, Professeur, Nancy. 
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Université des Paris: 
M. Borei, Professeur, Paris. 
M. E . Cartan, Professeur, Paris. 
M. Drach, Professeur, Paris. 
M. Julia, Professeur, Paris. 
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Frau Tobler 
Togliatti, Prof., E. G. (Genua) 
Toja, Prof., Guido (Castello) 
Tonelli, Prof., Leonida (Pisa) 

Frau Tonelli 
Tonolo, Prof., Angelo (Padua) 
Toran, Prof., Alphonse (Madrid) 
Torroja, Prof., Antonio (Barcelona) 
Torreja, Ingénieur, José (Madrid) 
Tortorici, Prof., Pietro (Palermo) 
Traynard, Prof., Emile (Marseille) 

Frau Traynard 
Trefftz, Prof., E . (Dresden A) 
Tricomi, Prof., Francesco (Torino) 

Frau Tricomi 
Tripier, Ingénieur, Henri (Paris) 
Trost, Herr, Ernst (Zürich) 
Tschakaloff, Prof., Ljubomir (Sofia) 
Tschebotaröw, Prof., N . (Kasan) 

Tucker, Dr., Albert W. (Toronto) 
Türler, Direktor, K. (Zürich) 

Frau Türler 
TurnbuU, Prof., H. W. (St. Andrews) 

Frau Turnbull 
Herr D. G. TurnbuU 

Turner, Prof., Dr., J. S. (Iowa, U . S. A.) 
Tyler, Prof., Harry W. (Washington) 

Frau Tyler 
Tzitzéica, Prof., G. (Bukarest) 

Frau Tzitzéica 
Frl. Tzitzéica 

Ulam, Dr., St. (Lwow) 
Ullrich, Dr., E . (Marburg a. d. Lahn) 
Valiron, Prof., G. (Paris) 
de la Vallée Poussin, Prof., Ch. (Louvain) 
Vaulot, Dr., Emile (Paris) 
Vehlen, Prof., Oswald (Princeton) 

Frau Vehlen 
Vetter, Prof., Quido (Prag) 
Villiger, Dr., R. (Zug) 
Vincensini, Prof., Paul (Bastia) 
Viola., Dr., Tullio (Bologna) 
Vollm, Dr., E . (Zürich) 

Frau Völlm 
Voellmy, Dr., Erwin (Basel) 
Vojtech, Dr., Jan (Prag) 
Volk, Prof., Otto (Würzbürg) 
Volterra, Dr., E . (Roma) 
Volterra, Prof., Vito (Roma) 
Vries, Prof., Jan de (Utrecht) 
Van der Waerden, Prof., B. L. (Leipzig) 
Waldmeier, Herr, M. (Aarau) 
Walker, Prof., Helen M. (Iowa) 

Prof. Ida Jewett 
Walsh, Prof., Jos. L. (Cambridge, U.S.A.) 
Watson, Prof., George Neville (Birmingh.) 
Wavre, Prof., Rolin (Geneve) 
Weber, Prof., C. (Dresden) 
Weeks, Prof., Dorothy (Chambersburg, 

U. S. A.) 
Weil, Dr., A. (Paris) 
Weinstein, Dr., Alexander (Breslau) 

Frau Weinstein 
Weiss, Prof., E. A. (Bonn a. Rh.) 

Frau Weiss 
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Weitzenböck, Prof., Roland (Amsterdam) 
Wettstein, Dr., Ständerat, O. (Zürich) 

Frau Wettste in 
Weyl, Prof., Hermann (Güttingen) 

Frau Weyl 
Weyrich, Prof., Rud . (Brünn) 
White, Herr, F . P . (Cambridge) 
Whitehead, Dr., Henry (Oxford) 
Widder, Dr., David V. (Cambridge, U.S.A.) 
Widmer, Dr. , Adolf (St. Gallen) 
Wiener, Prof., Norbert (Cambridge,U.S.A.) 

Frau Wiener 
Wilkosz, Prof., Witold (Krakow) 
Wilks, Dr., Samuel S. (London) 
Willers, Prof., F . A. (Freiberg i. Sa.) 
Williams, Prof., Frank B. (Worcester) 

Frl. Williams 
Winn, Prof., C. E . (London) 

Wirtinger, Prof., (Wien) 
Wolff, Dr., Georg (Hannover) 
Wolff, Prof., Julius (Utrecht) 

Frau Wolff 
Wrinch, Dr., Dorothy (Oxford) 
v. Wyss, Dr., Walter (Zürich) 

Frau v. Wyss 
Young, Frl., R. C. H. (Cambridge) 

Herr L. Ch. Young 
Young, Prof., W. H . (Lausanne) 
Zahra, Prof., Mustapha Abu (Kairo) 

Herr M. Shichini (Kairo) 
Zaremba, Prof., Stanislas (Krakow) 
Zervos, Prof., P . (Athen) 
Zoretti, Prof., L. (Caen) 
ZùUig, Dr. , J . (Küsnacht) 
Zygmund, Prof., A. (Wilno) 

Frau Zygmund 

Verteilung der Kongressmitglieder auf die Staaten 

Teilnehmer Begleiter Teilnehmer Begleiter 
Ägypten . . ö 2 Übertrag 353 87 
Afrika . . 2 1 Lettland 1 1 

7 1 Mexiko 1 — 
1 Norwegen 9 5 

2 — Österreich 10 •— 
3 3 Palästina 2 — 

Dänemark 6 2 Persien 1 — . 

Deutschland . . . . 118 24 Polen 20 2 
England . . 37 12 Portugal 2 1 

3 — Rumänien . . . . 7 5 
Frankreich 69 20 Russland 10 2 
Griechenland . . . . 5 — Schweden 5 2 
Holland 16 1 Schweiz 144 41 
Japan . . 3 1 Spanien 10 —• 

Indien . . 2 — Tschechoslowakei . . . 12 1 
Irland . . 4 2 Türkei 2 — 
Ital ien. . . 64 17 Ungarn 12 3 
Jugoslavien 4 — U. S. A . 66 36 

Übertrag 353 87 T o t a l . . . . 667 186 
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Präsidentenliste der Sitzungen 

Präsidenten der aligemeinen Sitzungen 

M o n t a g , 5. Sept . 1932. Vortrag F u e t e r : D. Hilbert. D e r Kongress ehrt ihn , i n d e m 

die A n w e s e n d e n s ich v o n ihren S i tzen erheben. 

D i e n s t a g , 6. Sept . 1932. Vorträge C. Carathéodory, G. Ju l ia u n d N . T s c h e b o t a r ö w : 

8. Pincherle. 

Vorträge W . Pau l i u n d T. Carleman: P. Alexandroff. 

M i t t w o c h , 7. Sept . 1932. Vorträge E . Cartan, L . Bieberbach u n d E . N o e t h e r : 

T. Takagi. 

Vorträge M. Morse u n d H . B o h r : W. H. Young. 

Fre i tag , 9. Sept . 1932. Vorträge F . Severi , R . N e v a n l i n n a u n d J . W . A l e x a n d e r : 

J. Hadamard. 

Vorträge R. W a v r e u n d F . R ie sz : Ch. de la Vallée-Poussin. 

S a m s t a g , 10. Sept . 1932. Vorträge G.Valiron u n d S. Bernste in (Host insky) : 0. Vehlen. 

Vorträge W . Sierpiñski und K. Menger: A. Guldberg. 

Montag , 12. Sept . 1932. Vortrag J . S tenze l : R. Fueter. 

Präsidenten der Sektionssitzungen 

Sekt ion Montag , Mi t twoch , Fre i tag , S a m s t a g , 

5. Sept . 1932 7. Sept . 1932 9. Sept . 1932 10. Sept . 1932 

I L a n d a u Mordell Scorza Bl ichfe ldt 

I I a 

I I b 

F o r s y t h j 

Fejer 

Mil loux 

Bohr 

M. Riesz 

W e y l Cerf 

T X , i -r. / . Á Wiener 
K a m p e d e F e r i e t ) D o e t s c h 

I l e Tonei i i Hil le H a h n W a t s o n 

l i l a Godeaux B o m p i a n i J 
Tzitzé ica 

Mentre 
Schouten 

I l l b Togl ia t t i Brouwer Nie l sen v . Kerékjártó 

I V Risser Insolera Riebesel l — 
V P ö s c h l Lichtenste in — — 

V i a d 'Adhémar Levi -Civ i tà v . Mises B u h l 

V I b Störmer Host insky B o u l a d bey D r u m e a u x 

V I I Archibald Fraenkel R e y m o n d — 

V I I I L i e t z m a n n Smi th j 
S m i t h 

H a d a m a r d 
— 
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im Auditorium maximum der Eidg. Technischen Hochschule 

Montag, den 5. September, 9 Uhr 

Herr Prof. Fueter eröffnet d e n K o n g r e s s als Präs ident des Organi sa t ionskomitees 

m i t fo lgender A n s p r a c h e : 

Meine D a m e n u n d Herren! 

I c h habe die grosse E h r e , Sie i m N a m e n der Schweizer i schen M a t h e m a t i k e r in 

Zürich aufs herzl ichste w i l l k o m m e n zu heissen . E t w a 700 M a t h e m a t i k e r u n d Mathe­

mat iker innen aus 41 versch iedenen Ländern h a b e n unserer E i n l a d u n g F o l g e ge le i s te t , 

u n d wir hoffen zuvers icht l i ch , dass Sie s ich in unserer S t a d t w o h l fühlen u n d d e n 

K o n g r e s s m i t re ichem Gewinne ver lassen werden . Trotz der Schwere der Zeit i s t 

es u n s ge lungen , d e n K o n g r e s s dank der f inanziel len U n t e r s t ü t z u n g v o n B u n d , K a n ­

t o n u n d S t a d t Zürich, sowie der Grossbanken u n d I n d u s t r i e n Zürichs in einfacher, 

aber würdiger W e i s e zu organis ieren. Wir g lauben , d a m i t unserer he i s sge l i ebten 

Wissenschaf t e inen D i e n s t erwiesen zu h a b e n , der Wissenschaf t , die h e u t e e in uns icht ­

bares B a n d der Zusammengehör igke i t und der g le ichen Interessen u m uns schl iesst . 

Möge sie in diesen T a g e n durch unsere persönl ichen Aussprachen u n d unsere al lge­

m e i n e n B e r a t u n g e n gefördert werden . 

Mesdames , Messieurs, 

J 'ai l 'honneur d e v o u s souhai ter au n o m des m a t h é m a t i c i e n s suisses la b i e n v e n u e 

la p lus chaleureuse . E n v i r o n 700 m a t h é m a t i c i e n s e t m a t h é m a t i c i e n n e s d e 41 diffé­

rents p a y s o n t obé is à notre appel , e t nous espérons s incèrement qu' i ls se trouveront 

à leur aise dans notre b o n n e vi l le de Zurich, e t qu'i ls n o u s qu i t t erons après le congrès 

a v e c le s e n t i m e n t d'avoir a u g m e n t é leur savoir . Malgré la crise actuel le n o u s a v o n s 

réussi d'organiser le congrès d'une manière s imple m a i s d igne , grâce à l 'aide f inan­

cière d e la Confédérat ion, d u Canton e t de la Vil le de Zurich, ainsi que des grandes 

b a n q u e s e t des industr ies zurichoises . N o u s croyons d'avoir rendu service à notre 

sc ience b ien-a imée; c e t t e sc ience e s t aujourd'hui le l ien invis ible qui nous inspire le 

s e n t i m e n t d'appartenir à u n e m ê m e grande famil le e t d'avoir les m ê m e s in t érê t s . 

N o u s souha i tons q u e la sc ience progressera p e n d a n t ces jours par nos c o n t a c t s per­

sonnels e t par nos dé l ibérat ions . 

Ladies a n d g e n t l e m e n , 

I h a v e the great h o n o u r t o b id y o u a h e a r t y w e l c o m e in the n a m e of t h e Swiss 

m a t h e m a t i c i a n s . A l m o s t 700 m a t h e m a t i c i a n s of b o t h s ex from 41 different coun­

tr ies h a v e a c c e p t e d our i n v i t a t i o n a n d w e h o p e , t h a t t h e y wil l feel a t h o m e in our 
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t o w n and t h a t the congress wil l be a success in every direct ion. I n sp i te of t h e e c o ­
n o m i c crise w e h a v e succeeded in organising t h e congress in a s imple b u t dignif ied 
m a n n e r owing t o the support of t h e Swiss g o v e r n m e n t , of the cantonal a n d munic ipal 
authori t ies of Zurich, a n d of the different f inancial a n d industrials concerns of our 
t o w n . I n th i s w a y w e trust t o h a v e rendered a service t o our h ighly b e l o v e d science 
w h o will b e during t h e congress-days t h e uni t ing e l ement of all our t h o u g h t s a n d 
interes ts . W e hope t h a t the m a t h e m a t i c a l science wil l be great ly d e v e l o p p e d in 
t h e s e d a y s b y the m u t u a l exchange of knowledge and t h e general researches. 

Meine D a m e n u n d Herren! 

S c h o n e inmal h a t der Internat ionale Mathemat ikerkongress in Zürich g e t a g t . 
I m Jahre 1897 fand unter d e m Präs id ium v o n Professor Geiser, den wir die Freude 
h a b e n , unter uns zu begrüssen, die erste internat ionale Z u s a m m e n k u n f t der Mathe­
mat iker s t a t t . Wir schätzen uns glückl ich, dass Professor Geiser trotz seiner fast 
neunz ig Jahren es s ich n icht n e h m e n liess, a m heut igen Tage unter uns zu sein. 
A u c h sons t haben wir die Ehre , führende Mathemat iker des Aus landes zu sehen, die 
berei ts i m Jahre 1897 hier mi twirkten . A u s der grossen Zahl m ö c h t e ich nur den hoch­
verd ien ten Präs identen des unvergess l ichen Kongresses in Bologna , Professor Salva­
tore Pincherle, den i l lustren Mathemat iker Belg iens de la Vallee-Poussin, den 
grossen französischen Mathemat iker Emile Borei, den Al tmeis ter Alfred Pringsheim 
a u s M ü n c h e n u n d d e n Vertreter Po lens Dickstein nennen . Alle diese Kol l egen werden 
kons ta t i eren können , dass auch die E n t w i c k l u n g der Organisation unserer Kongresse 
n i c h t s t e h e n gebl ieben is t . N irgends so sehr wie in wissenschaft l ichen Bes trebungen 
b e d e u t e t e in Stehenble iben Verknöcherung u n d Tod . So haben sich auch fast alle 
Zahlen i m Vergleich m i t 1897 mehr als verdoppe l t . S ta t t 4 Tage dauert der Kongres s 
deren 9; s t a t t 2000 h a b e n wir mehr als 6000 E in ladungen versandt; s t a t t 240 h a b e n 
wir h e u t e 800 Tei lnehmer, s ta t t 5 Sekt ionen s ind es 8 u n d s ta t t in zwei Sprachen 
v e r h a n d e l n wir in 4. N u r der Preis der Kongresskarte ist k a u m verändert : Fr . 3 0 . — 
s t a t t Fr . 2 5 . — , während die D a m e n k a r t e beidemal Fr . 1 5 . — beträgt . 

I m Jahre 1897 s t a n d weder die Eidgenöss ische Technische H o c h s c h u l e in der 
heut igen F o r m , n o c h das Univers i tä t sgebäude . D i e E . T . H . h a t s chon d a m a l s in 
ihrem a l ten Teile den Kongress beherbergt . Dieser schöne Saal war aber noch n icht 
errichtet . Wir d a n k e n d e m Eidgenöss i schen Schulrat , und insbesondere se inem h o c h ­
geehrten Präs identen , Professor Sohn, für die Über lassung der R ä u m l i c h k e i t e n i m 
n u n v o l l e n d e t e n neuen B a u . E b e n s o danken wir d e m R e k t o r der Univers i tä t , d e m 
e m i n e n t e n Staatsrechts lehrer Fritz Fleiner, dass er uns die Säle der U n i v e r s i t ä t 
Zürich für die N a c h m i t t a g e zur Verfügung ste l l te . 

Wel tgesch icht l i che Ereignisse h a b e n s ich in den 35 Jahren seit d e m ersten K o n ­
gress abgespie l t . Aber der Sinn u n d Zweck derselben ist der g le iche gebl ieben . D e r 
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unverges sene Hurwitz h a t i h n 1897 in vortreff l ichster W e i s e charakteris iert , u n d 
de la Vallée-Poussin h a t i n T o r o n t o h e r v o r g e h o b e n ^ i e H u r w i t z ' W o r t e i m m e r n o c h 
g e l t e n . D e r K o n g r e s s sol l in erster Linie der persönl ichen Aussprache , d e m persön­
l i chen S i c h k e n n e n - u n d Vers tehen lernen d i e n e n . Dieser persönl iche K o n t a k t b a u t 
s i ch auf der al len M a t h e m a t i k e r n g e m e i n s a m e n L i e b e zur W a h r h e i t u n d zur w i s s e n ­
schaf t l i chen E r k e n n t n i s auf. K e i n U n t e r s c h i e d der R a s s e oder der soz ia len Sch ich­
t u n g k a n n verhindern , d a s s der M a t h e m a t i k e r vo l l u n d g a n z , ja m i t L e i d e n s c h a f t 
j e d e m n e u e n fruchtbaren G e d a n k e n zujube l t u n d i h n anerkennt . I n dieser H i n s i c h t 
i s t unsere Wissenschaf t e m i n e n t h u m a n i t ä r , u n d d a m i t Massen- u n d vö lkerver ­
b i n d e n d . D e r M a t h e m a t i k e r g i b t s ich der F r e u d e , m i t K o l l e g e n über se ine w i s s e n ­
schaf t l i chen I d e e n z u sprechen, m i t E n t h u s i a s m u s h in ; er g i b t u n d e m p f ä n g t d a d u r c h 
die unentbehr l i che A n r e g u n g . 

S o m ö g e a u c h unser heut iger Zürcher K o n g r e s s d i e sem Z w e c k e d ienen , u n d d a m i t 
d ie M a t h e m a t i k fördern, j ene Wissenschaf t , der wir al le unsere Lebensarbe i t w i d m e n . 

Hierauf überbr ingt Herr Reg ierungspräs ident D r . Adolf Streuli a ls Vertreter der R e ­
g ierung des K a n t o n s Zürich d e n Gruss der Reg i erung u n d der B e v ö l k e r u n g des K a n t o n s 
in fo lgenden W o r t e n : 

H o c h g e e h r t e V e r s a m m l u n g ! 
Zürich erlebt d ie h o h e E h r e , in d iesen T a g e n d e n In ternat iona len M a t h e m a t i k e r -

kongress e m p f a n g e n u n d a u f n e h m e n z u dürfen. 
Mit grosser F r e u d e n e h m e i ch a n dieser, seiner Eröf fnungss i t zung tei l , d e n n i ch 

h a b e e iner m i c h besonders ansprechenden A u f g a b e z u g e n ü g e n : i m N a m e n der 
Landesbehörde , des Reg ierungsrates des K a n t o n s Zürich, e n t b i e t e i ch I h r e m K o n ­
gresse u n d I h n e n al len persönl ich herzl ichen W i l l k o m m e n s g r u s s u n d b e k u n d e unsere 
freudige G e n u g t u u n g , dass Sie für Ihre V e r a n s t a l t u n g d iesen P l a t z g e w ä h l t h a b e n , 
d e n n wir s ind e m p f ä n g l i c h für alles Freundl i che u n d A n e r k e n n e n d e , das unserm 
Zürich z u g e d a c h t i s t , u n d bes trebt , e s d a n k b a r z u verge l t en . - Besonders begrüsse 
ich n o c h die verehr ten D a m e n , die A b o r d n u n g e n u n d Gäste . 

Sie h a b e n , w i e s ich a u s I h r e n K o n g r e s s a k t e n erg ibt , in d ie sen T a g e n e in grosses 
A r b e i t s p r o g r a m m z u b e w ä l t i g e n . W i r d d a s für Sie e ine s tarke B e a n s p r u c h u n g b e ­
d e u t e n , so l iegt darin a u c h e ine ernste R e c h t f e r t i g u n g Ihrer T a g u n g u n d Ihres 
Z u s a m m e n a r b e i t e n s . U n d in d iesen Ze i ten , die so v ie l fach die Merkmale widers inni­
g e n Ause inanders trebens aufweisen, i s t p l a n m ä s s i g e s Schaffen, in ternat iona le s 
Z u s a m m e n g e h e n i m D i e n s t e der K u l t u r besonders h o c h z u b e w e r t e n u n d v e r d i e n t 
öffent l iche Förderung u n d dankbare A n e r k e n n u n g . 

I c h darf w o h l z u Ihrer Orient ierung darauf h inwe i sen , dass die S t a d t Zürich der 
S i tz zweier H o c h s c h u l e n i s t , der E idgenöss i s chen T e c h n i s c h e n H o c h s c h u l e , zu der 
d ieses A u d i t o r i u m m a x i m u m gehört , u n d der k a n t o n a l e n U n i v e r s i t ä t . 
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E s i s t e infach, s ich das Alter dieser be iden Ins t i tu te z u merken : d ie E . T . H . feierte 
vor zwei Jahren das J u b i l ä u m ihres 75jährigen Bes tehens , u n d die kantona le H o c h ­
schule wird nächstes J a h r ihr erstes Jahrhundert vo l l enden . A u s e infachen Organisa­
t i o n e n heraus h a b e n s ich die be iden A n s t a l t e n fortentwickel t . I m Gebäude der 
E . T . H . war bis 1914 auch die kantonale Univers i tä t untergebracht . H e u t e s t e h t 
dieses Gebäude stark vergrössert u n d erweitert da u n d dient ausschliessl ich der 
E . T . H . E s i s t u m g e b e n v o n einer Re ihe v o n Zusatzans ta l ten u n d Laboratorien, wie 
a u c h der Arbei t sp lan der E . T . H . , die bis 1909 „Eidgenöss isches P o l y t e c h n i k u m " 
hiess , zur fachwissenschaft l ichen Lehre in grossem U m f a n g e die U n t e r s u c h u n g und 
Forschung , das Demonstr ieren u n d die Tät igke i t im Laborator ium hinzugefügt ha t . 

I m l e t z t en Viertel jahrhundert s ind auf Grund der reglementarisch absolv ierten 
K u r s e über 5000 D i p l o m e ertei lt worden (als Archi tekten , Bauingenieure , Maschinen­
ingenieure , Elektroingenieure, Ingenieur-Chemiker, Kul tur- , Forst - u n d Agrikultur-
Ingenieure , u n d an Fachlehrer für Mathemat ik , P h y s i k u n d Naturwissenschaf ten) . 

D i e Zahl der Doktord ip lome , die v o n der E . T . H . ertei l t wurden - 1909 wurden 
sie e ingeführt — überste igt 700. 

I n d e n K u r s e n s ind als Lehrer tä t ig : 75 Professoren, 42 Hilfslehrer und Inhaber 
v o n besondern Lehraufträgen, und überdies 51 Pr iva tdozenten , und die Zahl der 
Schüler beläuft s ich auf gegen 2000 . 

D e r B u n d , dessen unmit te lbarer H o h e i t die E . T . H . unterste l l t i s t u n d d e m der 
besondere schweizerische Schulrat als Bindegl ied dient , verausgabt für dieses B u n d e s ­
ins t i tu t jährl ich ca. 4 Mill ionen Franken . 

D i e kantona le Hochschule , die seit 1914 e inen e igenen neuen M o n u m e n t a l b a u in 
der Nachbarschaf t bes i tz t , umfass t sechs F a k u l t ä t e n (theologische, jurist ische, medi ­
z inische, Veterinär-medizinische u n d zwei phi losophische) . A u c h sie i s t u m g e b e n v o n 
einer R e i h e v o n Sonderansta l ten , Laboratorien, Kl in iken , S a m m l u n g e n u n d Museen. 

D i e Zahl der Lehrkräfte beträgt : Professoren der verschiedenen Kategor ien 103, 
P r i v a t d o z e n t e n u n d Lehraufträge auch 103. 

Immatr iku l i er te S t u d e n t e n s ind es gegen 2000, d a v o n ungefähr vier Fünfte l 
Schweizer und e in Fünfte l Ausländer. 

D e r Be tr i eb der Hochschule u n d ihrer Ins t i tu te erfordert alljährlich aus der kan­
tona len S taa t skasse ungefähr 3 Mill ionen Franken . 

I m Vorlesungsplane der kantona len Hochschule figurieren auch e inzelne m a t h e ­
m a t i s c h e Fächer . 

W o m i t i ch I h n e n sagen wol l te , dass das v o n I h n e n vertretene F a c h , das i ch mi t 
R ü c k s i c h t auf die E igenar t der Anforderungen, die es a n seinen J ü n g e r s te l l t , n icht 
nur eine Wissenschaf t , sondern auch e ine , besondere B e g a b u n g vorausse tzende , 
Kunst n e n n e n m ö c h t e , auf unserm Pla tze in Lehre, Forschung u n d Prax i s vertreten 
i s t u n d p lanmäss ig g e h ü t e t u n d gefördert wird. 
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D e r Sprechende gehört n i c h t z u d iesen wissenschaf t l i chen K ü n s t l e r n , o b w o h l er 
a l s Verwal ter der k a n t o n a l e n F i n a n z e n schicksa lsmäss ig a u c h v ie l m i t Zahlen z u 
schaf fen h a t . D a k o m m t er m i t e in fachen Operat ionen aus , o h n e Algebra u n d L o g a ­
r i t h m e n , u n d d ie Schwier igke i t i s t für i h n d a s Here inbr ingen der durch die S t a a t s ­
a u f g a b e b e d i n g t e n Gelder u n d ihre a n g e m e s s e n e u n d gerechtfert igte Wiederausgabe . 

Aber der U m g a n g e ines F inanzdirektors m i t Zahlen u n d Grössen begründet d o c h 
e ine nähere u n d i h n ansprechende B e z i e h u n g z u m Mathemat iker , der se inen S t a m m ­
b a u m in die ä l t e s t en K u l t u r e n zurückführt , w o es freil ich n o c h ke ine S taat srech­
n u n g e n g a b , u n d der die Gröss ten ihrer Gesch ichte zu d e n Vorfahren e inreiht . 

D e m M a t h e m a t i k e r - so ste l le i ch mir v o r - e igne t , w i e s c h o n angedeute t , e ine 
B e g a b u n g eigener Ar t . U n d diese ver le iht i h m auch B e d e u t u n g u n d Gehal t e ines v o n 
besonderer Berufung ge t ragenen K ü n s t l e r s . 

D e r M a t h e m a t i k e r h a t d e n Vorzug , in se inen Zahlen u n d Ze ichen über graphische 
A u s d r u c k s m i t t e l z u verfügen , d ie universel l v e r s t a n d e n werden u n d keiner Über tra ­
g u n g in andere Sprachen bedürfen, u n d da näher t s i ch die M a t h e m a t i k ja jener K u n s t , 
deren Zeichen, die Notenschr i f t , a u c h universel l akzept ier tes V e r s t ä n d i g u n g s m i t t e l 
s ind u n d ke ine Ü b e r s e t z u n g erheischen, der Musik. 

So k o m m t unwi l lkürl ich e ine begriffl iche Verb indung z u s t a n d e , bei der m a n , 
a u c h unter d e n schwers ten m a t h e m a t i s c h e n P r o b l e m e n e t w a s w i e a n g e n e h m e , er­
le ichternde Musik h indurchhört . 

So lche v o m h o h e n G u t der T ö n e u n d Melodien ge tragene S t i m m u n g m ö c h t e ich 
I h n e n w ü n s c h e n für Ihre Zürcher Tage ! 

Se ien Sie herzl ich w i l l k o m m e n ; u n d vie l Freundl iches bei Ihrer Arbe i t und bei 
I h r e m g a n z e n Zürcher P r o g r a m m ! 

N a c h d e m A n t r a g v o n Herrn Prof. S. Pincherle wird Herr Prof. R. Fueter als 
Präsident des Kongres se s durch A k k l a m a t i o n g e w ä h l t . 

Herr F u e t e r d a n k t für die erwiesene Ehre . N a c h se inem Vorschlag wird das 
K o n g r e s s k o m i t e e in fo lgender W e i s e kons t i tu i er t : Vizepräsidenten des Kongres se s 
s ind die Herren A. Guldberg, J. Hadamard, D. Hilbert, N. M. Kryloff, 8. Pincherle, 
T. Takagi, Ch. de la Vallée-Poussin, O. Vehlen, W. Wirtinger, W. H. Young, 
S. Zaremba. 

Als Sekretäre werden ernannt die Herren F. Gonseth u n d A. Speiser. 
D e r Präs ident te i l t m i t , dass der Ehrenvorsitzende, Herr Bundespräs ident Motta, 

der leider a n der T e i l n a h m e verhindert ist , d e m K o n g r e s s herzl iche Grüsse u n d 
W ü n s c h e sendet . F o l g e n d e s T e l e g r a m m wird an ihn a b g e s a n d t : 

D e r In ternat iona le M a t h e m a t i k e r k o n g r e s s in Zürich e n t b i e t e t se inem h o c h v e r ­
e h r t e n Ehrenpräs ident , Herrn B u n d e s p r ä s i d e n t M o t t a , den A u s d r u c k der gröss ten 
W e r t s c h ä t z u n g u n d E r g e b e n h e i t . D e r P r ä s i d e n t : Bud. Fueter. 
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Anläss l ich des ersten Kongresses , der 1897 in Zürich abgeha l ten wurde , g ing a n 

d e n w e g e n Altersbeschwerden abwesenden Charles Hermi te e in S y m p a t h i e t e l e g r a m m . 

A n dessen Schwiegersohn, Herrn Prof. Emile Picard, der aus gleicher Veranlassung 

d e m K o n g r e s s ferngebl ieben ist , wird fo lgendes Te legramm abgeschickt : 

L e s m e m b r e s du congrès internat ional des m a t h é m a t i c i e n s prient l ' i l lustre d o y e n 

d e s maî tres de l 'analyse de notre époque d'agréer l ' ho m m a g e d e leur admirat ion 

e t d e leur profond respect . 

Le prés ident : Rud. Fueter. 

D e r Präs ident verl iest ein Glückwunschte legramm, das die S o m m e r t a g u n g der 

Amerikanischen Mathematischen Gesellschaft in Los Ange le s d e m Kongresse sendet . 

Hierauf m a c h t der Präsident Mitte i lung v o n d e m Anerbie ten des kürzlich ver­

s torbenen Prof. Fields, eine goldene Medaille zu st i f ten für junge Mathemat iker . 

Herr Prof. J. L. Synge aus Toronto m a c h t als Bevo l lmächt ig ter nähere Mit te i lungen. 

D i e S t i f tung soll v o m Kongres skomi tee begutachte t werden . Letzteres wird an der 

Sch luss i t zung d e m Kongress Antrag zur Beschluss fassung ste l len. 

Herr Prof. Plancherel, Rektor der E . T . H . und Vizepräsident des Organisa­

t i onskomi tee s te i l t mi t , dass die Bibl io thek der Eidg . Technischen Hochschu le den 

Mitgl iedern des Kongresses zur Verfügung s teht und gibt zur K e n n t n i s , dass Herr 

Prof. G. H. Hardy se inen Vortrag n icht ha l ten wird, dass ferner der Vortrag des an 

der T e i l n a h m e verhinderten Prof. 8. Bernstein durch Herrn Prof. B. Hostinsky ver­

lesen werden wird. Jeder Tei lnehmer erhält e inen Festband der Commentant Mate­

matici Helvetici als Geschenk der schweizerischen Mathemat iker . 

Herr Prof. Hopf m a c h t einige ergänzende Mitte i lungen zur Traktandenl i s te der 

Sekt ionss i t zungen , und Herr Prof. Speiser unterbreitet d e m Kongress die Vorschläge 

für die Präs identen der a m M o n t a g n a c h m i t t a g s tat t f indenden Sekt ionss i tzungen. 

Letz tere werden durch A k k l a m a t i o n a n g e n o m m e n . 

Der Sekretär : A. Speiser. 
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Verzeichnis der Sektionen 

I 

I I a 

I I b 

I l e 

l i l a 

I l l b 

I V 

V 

V i a 

V I b 

V I I 

V I I I 

A lgebra u n d Zahlentheor ie . 

I 

i A n a l y s i s . 

Geometr ie . 

Wahrsche in l i chke i t srechnung , V e r s i c h e r u n g s m a t h e m a t i k u n d 

S t a t i s t i k . 
M a t h e m a t i s c h - t e c h n i s c h e W i s s e n s c h a f t e n u n d A s t r o n o m i e . 
Mechan ik u n d M a t h e m a t i s c h e P h y s i k . 

Ph i lo soph ie u n d Geschichte . 

P ä d a g o g i k . 

Montag, 5. September, 15 Uhr 

P r ä s i d e n t : Landau 

Mordell, Manchester. 

Deuring, Leipzig. 

Nagell, Uppsala. 

Mahler, Krefeld. 

Baus et Belhöte, Fribourg. 

Rafael, Bombay. 

Brandt, Halle a. S. 

P r ä s i d e n t : Forsyth 

Cauer, Göttingen. 

Viola, Bologna. 

Zygmund, Wilno. 

S e k t i o n I 
Sekretär : Züllig 

O n the n u m b e r of so lut ions of s o m e congruences in 

t w o variables a n d t h e R i e m a n n h y p o t h e s i s . 

Imag inäre quadrat i sche Zahlkörper u n d die Nul l s t e l l en 

der R i e m a n n s c h e n Zeta funkt ion . 

Ü b e r die Lösbarke i t der Gle ichung x2—Dy2= — 1. 

U b e r die Dars te l lung v o n Zahlen durch Binärformen 

höheren Grades . 

Sur l es s y s t è m e s cyc l iques d e tr iples de Ste iner diff. 

pour N premier de la forme 6 n + 1. 

O n sa tura ted n u m b e r s . 

D i e D i s k r i m i n a n t e einer quadrat i schen F o r m . 

S e k t i o n I I a _ , , , 

Sekretär : Locher 

Ü b e r F u n k t i o n e n m i t p o s i t i v e m Real te i l . 

Su i p u n t i irregolari di u n a famig l ia n o n n o r m a l e di 

funzioni olomorfi . 

Sur u n t h é o r è m e d e M. P ó l y a . 
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Peirovitch, Belgrade. 

Hornich, Wien. 

Maier, Frankfurt. 

R e m a r q u e s sur les équat ions différentielles des fonc­

t ions e l l ipt iques . 

Integrale erster Gat tung auf speziel len t ranszendenten 

R i e m a n n s c h e n F lächen . 

Über die Riemannsche Q-Funkt ion . 

S e k t i o n I I b 

Sekretär: Krakowski 

Periodische Lösungen einer Different ialgle ichung erster 

Ordnung. 

Über die erste Randwertaufgabe bei Monge-Ampère-

schen Differentialgle ichungen v o m el l ipt ischen T y p u s . 

Sur l ' intégrat ion d'une classe d'équat ions a u x dérivées 

partiel les du seconde ordre à trois var iables indepen­

den tes . 

Sur l ' intégration e t la so lut ion singulière des équat ions 

différentielles l inéaires par rapport à la fonct ion e t la 

variable . 

Quelques remarques re lat ives à une classe d'équat ions 

a u x dér ivées partiel les du trois ième ordre. 

A m Schlüsse dieser S i t zung äusserte Herr Buhl d e n W u n s c h , in Vertre tung v o n 

Herrn Pfeifer, Kieff, in der fo lgenden S i tzung einige B e m e r k u n g e n über dessen Unter ­

s u c h u n g e n betreffend partiel le Dif ferent ialgle ichungen z u m a c h e n . 

P r ä s i d e n t : Fejer 

Tricomi, Torino. 

Reilich, Hamburg. 

Cerf, Strasbourg. 

Cahen, Paris. 

Devisme, Le Havre. 

P r ä s i d e n t : Tonelli 

Lusin, Moskau. 

Kuratowski, Lwów. 

Ulam, Lwów. 

Piccard, Neuchâtel. 

Moore, Cincinnati. 

Adams and Clarkson, Pro­

vidence. 

S e k t i o n I l e 

Sekretär: Rotach 

Sur les classes des const i tuantes des complémenta ires 

analyt iques . 

(Vorgelegt v o n Sierpinsky.) 

Sur la mesurabi l i té des ensembles définissables. 

Zum Massbegriff in Produkträumen . 

Quelques propriétés d'un groupe d'ensembles parfaits 

e t leur appl icat ion à l 'étude de la fonct ion m j E (&) j 

de M. D . Mirimanoff. 

On certain properties of the Fourier c o n s t a n t s of L 

integrable funct ions of t w o variables . 

On def init ions of bounded variat ion for funct ions of 

t w o variables . 

(Vorgelegt v o n Adams.) 
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R i d u c i o n e a t ipi normal i e d e f fe t t iva integraz ione de l l e 
funzioni d i scont inue . 
Sur les superpos i t ions d e fonct ions cont inues à var ia ­
t i o n bornée . 
(Vorgelegt v o n Saks.) 

S e k t i o n I l l a 
Sekretär : Hess 

Ribaucour trans format ion u n d sphärische A b b i l d u n g . 
N u o v i or izzont i del la g e o m e t r i a sopra u n a superf ic ie 
a lgebriche. 
T h e general w e b of surfaces a n d t h e space i n v o l u t i o n 
def ined b y i t . 
Ü b e r d ie regulären S o m e n k o n g r u e n z e n . 
O n a series of Cremona invo lu t ions def ined b y a penc i l 
of ruled surfaces . 
Sur la dé format ion des surfaces . 

S e k t i o n I l l b 
Sekretär in: Ganguillet 

Ü b e r die Mögl ichkei t e iner a b s o l u t e n A u s z e i c h n u n g der 
Gruppe v o n K o o r d i n a t e n s y s t e m e n in versch iedenen 
Geometr ien . 
Ü b e r die B e h a n d l u n g der Geometr ie m i t e i n e m Grup­
penka lkü l . 
E i n e A x i o m a t i k der e l ementargeometr i schen V e r k n ü p ­
fungsbez iehungen . 
Ü b e r e ine Konf igura t ion desmischer Vierecke . 
O n a m e t h o d of compar i son for s tra ight l ine n e t s . 
Ü b e r die B o g e n l ä n g e . 

S e k t i o n I V 
Sekretär : Gölz 

Curve di frequenza nel le ass icurazioni di infortuni e di 
responsabi l i tà c ivi le . (30 Min.) 
W a s folgt a u s d e m Misesschen Wahrsche in l i chke i t s ­
begriff für d ie V e r s i c h e r u n g s m a t h e m a t i k ? 
E n t k r a n k u n g s k r a f t u n d Besse i sche F u n k t i o n e n . 
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Labocce.Ua, Roma. 

Bary, Moskau. 

P r ä s i d e n t : Godeaux 
Hamburger, Köln. 
Severi, Roma. 

Hollcroft, New York. 

Mühlendyck, Berlin. 
Snyder, Ithaka. 

Krebs, Berne. 

P r ä s i d e n t : Togliatti 
Golab, Krakau. 

Thomsen, Rostock. 

Alt, Wien. 

Weiss, Bonn. 
Cummings, New York. 
Mimura, Tokio. 

P r ä s i d e n t : Risser 
Amor oso, Roma. 

Riebesell, Hamburg. 

Moser, Bern. 
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Ivanoff, Sofia. 

Insolera, Torino. 

P r ä s i d e n t : Paschi 

Volterra, Roma. 

Schmid, Koethen. 

Synge, Toronto. 

Lötz, Göttingen. 

Gauer, Göttingen. 

Präs ident : d'Adhémar 

Schieldrop, Oslo. 

Bilimowitch, Belgrade. 

Giorgi, Roma. 

Casazza, Milano. 

P r ä s i d e n t : Störmer. 

Rainich, Michigan. 

Van Dantzig, Delft. 

Schonten, Delft. 

Juvet, Lausanne. 

P r ä s i d e n t : Archibald. 

Gandz, New York. 

Vetter, Prag. 

Les problèmes m a t h é m a t i q u e s dans l 'assurance sur l a 

v ie e t les problèmes financiers. 

Sopra n u o v e funzioni di sopravv ivenza di varii ordini , 

nel senso di Quiquet . 

S e k t i o n V 

Sekretär: Boiler 

Elast ic i tà l ibera e d elast ic i tà v inco lata . Appl icazioni 

del conce t to di e last ic i tà v inco la ta . 

Zur Stat i s t ik und D y n a m i k elastischer P l a t t e n . 

The equi l ibrium of a t o o t h wi th a general conical root . 

Neuere Probleme der Tragflügeltheorie . 

Zur Theorie der Wechse l s tromscha l tungen . 

S e k t i o n V i a 

Sekretär: Lüssy 

B e g r ü n d u n g der D y n a m i k ohne virtuel le Verschie­

bungen . 

Sur u n e forme nouve l le des équat ions différentielles 

du m o u v e m e n t d'un s y s t è m e matériel arbitraire. Appl i ­

cat ions . 

Sul p o s t u l a t o fondamenta le del la s tat ica . 

Les théories de la mécanique à la lumière de la cri t ique. 

S e k t i o n V I b 

Sekretär: Aeppli 

Determinat ion of mat ter and force c o m p o n e n t s from 

the R i e m a n n tensor. 

Projekt iver Z u s a m m e n h a n g mi t Fundamenta lquadr ik . 

Verwendung eines projekt iven Z u s a m m e n h a n g e s m i t 

Fundamenta lquadr ik zur Bi ldung einer generel len 

Feldtheorie . 

Les nombres hypercomplexes de Clifford. 

S e k t i o n V I I 

Sekretär: Axer 

On alphabet ical numerals . 

(Vorgelegt v o n E. Smith, N e w York. ) 

Nico las Kopernik e t la B o h è m e . 
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Mittwoch, 7. September, 15 Uhr 

P r ä s i d e n t : Mordell 

Kiepert, Hannover. 

Watson, Birmingham. 

Out, Zürich. 

Du Pasquier, Neuchâtel. 

Linfoot, Oxford. 

P r ä s i d e n t : Milloux (Bohr) 

Milloux, Strasbourg. 

Hoessjer, Malmö. 

Ahlfors, Abo. 

Ullrich, Marburg. 

Speiser, Zürich. 

Cartwright, Cambridge. 

Petersson, Hamburg. 

Raclis, Bukarest. 

S e k t i o n I 

Sekretär : Züllig 

F ö r d e r u n g der U n t e r s u c h u n g e n des Herrn F u e t e r über 

Modularg le ichungen u n d k o m p l e x e Mul t ip l ikat ion der 

e l l ipt i schen F u n k t i o n e n . (30 Min.) 

Ü b e r d ie Schläf l i schen Modularg le ichungen. 

Ü b e r die Pr imidea lzer legung in gewissen re lat iv - iko-

saedr ischen Zahlkörpern. 

Sur la d is tr ibut ion des n o m b r e s premiers d a n s l es pro­

gressions ar i thmét iques d u second ordre. 

O n a p r o b l e m in t h e a d d i t i v e t h e o r y of n u m b e r s . 

S e k t i o n I I a 

Sekretär : Locher 

Sur les b a n d e s de d é t e r m i n a t i o n infinie des fonct ions 

ent ières . 

Ü b e r d ie Ordnung einer g a n z e n F u n k t i o n m i t Para­

meter . 

E i n e Vera l lgemeinerung des P icardschen Sa tze s . 

B e i t r ä g e zur Theorie der W e r t Vertei lung. 

D i e i n d e p e n d e n t e Theor ie gewisser F u n k t i o n s k l a s s e n . 

On func t ions regular in t h e u n i t circle. 

Ü b e r d ie Entwick lungskoe f f i z i en ten einer gewis sen 

K l a s s e a u t o m o r p h e r F u n k t i o n e n . 

a) Sur la série de T a y l o r général isée . 

b) Sur la convergence de certa ines séries mul t ip l e s . 

P r ä s i d e n t : M. Riesz 

Hadamard, Paris. 

S e k t i o n I I b 

Sekre tär : Krakowski 

Sur les é q u a t i o n s a u x dér ivées part ie l les réduct ib les . 
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S e k t i o n V I I I . 

P r ä s i d e n t : Lietzmann Sekretär : Brunner 

Carrus, Alger. C o m m e n t do i t ê tre compr i s dans les F a c u l t é s o u Gran­

des E c o l e s l ' ense ignement des h a u t e s m a t h é m a t i q u e s ? 

Establier, Paris. R a p p o r t d e l ' Ins t i tu t In ternat iona l de coopérat ion in ­

te l lec tue l le concernant la coordinat ion d e l ' économie 

sc ient i f ique in ternat iona le . 
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Buhl, Toulouse. Sur la formule d e S tokes pour espaces à c a n a u x . 

(30 Min.) 

I m Ansch luss a n se inen Vortrag referiert Herr Buhl noch über die Ergebnisse 

d e s Herrn Pfeiffer, Kieff, betreffend die Differentialoperatoren, we lche die Lösungen 

e iner l inearen Differentialgle ichung permutieren. 

Les s y s t è m e s incomple t s d 'équat ions différentielles a u x 

dérivées partiel les . 

A n express ion for Greens funct ion in generalized 

coordinates . 

(Vorgelegt v o n George.) 

Sur les problèmes m i x t e s harmoniques e n h y d r o d y n a ­

mique . 

H a r m o n i e s assoc iated w i t h certain inver ted spheroids. 

U n a n u o v a proprietà integrale delle soluzione dell 'e­

quazione del calore e sue applicazione. 

I m A n s c h l u s s a n d e n le tz ten Vortrag we i sen von Stachó u n d Doetsch darauf 

h in , dass die hier vorgetragenen Ergebnisse i m wesent l i chen schon in den Arbei ten 

v o n F. Bernstein u n d Doetsch über die Wärmele i tung e n t h a l t e n seien. 

Carrus, Alger. 

Smith, Schenectady. 

Demtchenko, Paris. 

Wrinch, Oxford. 

Picone, Napoli. 

P r ä s i d e n t : Hille 

Neville, Beading. 

Wolff, Utrecht. 

Bogel, Schulpforte. 

S e k t i o n I l e 

Sekretär: Rotach 

I t e r a t i v e Interpolat ion . 

Beschränkte analyt i sche F u n k t i o n e n u n d Stie l t jes-

Integrale . 

Über eine neue Differentialrecl inung für F u n k t i o n e n 

mehrerer reeller Veränderlicher. 

P r ä s i d e n t : Bompiani 

Delens, Le Havre. 

Mentre, Nancy. 

Errera, Bruxelles. 

Godeaux, Liege. 

Vincensini, Bastia. 

Connessati, Padova. 

S e k t i o n I l l a 

Sekretär: Hess 

Sur la géométr ie conforme des congruences . 

L a déformat ion project ive d u complexe linéaire. 

Sur u n problème de M. Bricard. 

(Vorgelegt v o n Godeaux.) 

R e m a r q u e s sur les involut ions appartenant à u n e sur­

face algébrique. 

Sur u n e transformation des congruences rect i l ignes . 

Sul la conness ione delle superficie a lgebriche. 
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P r ä s i d e n t : Brouwer 

Kaufmann, Heidelberg. 

Alexandroff, Moskau. 

Hurewicz, Amsterdam. 

Borsuk, Warschau. 

Knaster, Warschau. 

P r ä s i d e n t : Insolera 

v. Mises, Berlin. 

PoUaczek-Oeiringer, Berlin. 

Schulz, Berlin. 

Bisser, Paris. 

Quiquet, Paris. 

Präs ident : Lichtenstein 

Tiercy, Genève 

Dive, Clermont-Ferrand. 

Präs ident : Levi-Civita 

D'Adhémar, Lambersart. 

Popoff, Sofia. 

Glenn, Landsdowne. 

Husson, Nancy. 

Schlichting, Göttingen. 

S e k t i o n I l l b 

Sekretär in: Ganguillet 

Ü b e r e b e n e Bere iche v o n u n e n d l i c h e m Z u s a m m e n h a n g . 

D imens ions theor ie . (40 Min.) 

Ü b e r s t e t ige A b b i l d u n g e n topolog ischer R ä u m e . 

Ü b e r die Zerlegung e iner eukl id i schen w-dimensionalen 

Vol lkuge l in n Mengen . 

(Vorgelegt v o n Knaster.) 

Ü b e r un ikohärente K o n t i n u a . 

S e k t i o n I V 

Sekretär : Gölz 

F r a g e n der Wahrsche in l i chke i t srechnung (40 Min.) . 

B e m e r k u n g e n zur Korre lat ionstheor ie . 

Ü b e r das P r o b l e m der Markoff sehen K e t t e n . 

D e la dispers ion afférente à n erreurs d a n s le cas où 

chacune des erreurs c o m p o s a n t e s e s t régie par une loi 

s imple . Essa i d'une représentat ion a n a l y t i q u e . 

I n v a l i d i t é s mul t ip les . D e u x prob lèmes m a t h é m a t i q u e s ; 

essai de so lut ion . 

(Vorgelegt v o n Risser.) 

S e k t i o n V 

Sekretär: Boller 

Sur la répart i t ion d e s v i t e s s e s d e s corps cométa ires 

lo inta ins . 

R o t a t i o n s p e r m a n e n t e s dans u n astre f luide hé térogène 

e n anneau . 

S e k t i o n V i a 

Sekretär: Jungen 

Le m o u v e m e n t gyroscop ique des project i les s tables . 

D a s H a u p t p r o b l e m der äusseren Bal l i s t ik i m L i c h t e 

der m o d e r n e n M a t h e m a t i k . 

T h e mecan ic s of t h e s tab i l i ty of a central orbit . 

Les apparences de d i scont inu i té o u d'irrégularité e n 

d y n a m i q u e . 

Ü b e r d ie Stab i l i tä t der C o u e t t e - S t r ö m u n g . 
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P r ä s i d e n t : Hostinsky 

Korn, Berlin. 

Tonolo, Padova. 

Fjeldstad, Bergen. 

Stoerrner, Oslo. 

Conway, Dublin. 

Weyrich, Brünn. 

Müller, Prag. 

Giorgi, Roma. 

S e k t i o n V I b 

Sekretär: Aeppli 

Mechanis ierung der Wel l enmechanik u n d der Quanten­

theorie . (30 Min.) 

Sul l ' integrazione delle equazioni di Maxwel l -Her tz che re­

go lano i fenomeni luminosi ne i mezzi cristallini uniassici . 

Wärmele i tung i m Meere. 

N e u e numerische B a h n b e r e c h n u n g e n e ines E lektrons 

i m Fe lde eines D ipo l s (mit Lichtbi ldern) . 

The radiat ion of angular m o m e n t u m . 

Ü b e r e inige Randwertprob leme . 

Laminare Ausbre i tungsersche inungen in Flüss igke i ten 

(mit Lichtbi ldern) . 

Progressi nel s i s t ema def ini t iva di un i tà . 

P r ä s i d e n t : Fraenkel 

Politzer, Budapest. 

Kalmar, Szeged. 

Foster, Göttingen. 

Duerr, Zürich. 

S e k t i o n V I I 
Sekretär : Axer 

Rekurs ive F u n k t i o n e n . 

Z u m Entsche idungsprob lem der m a t h e m a t i s c h e n Logik. 

On general Kronecker- ( In teger ) - synthes i s of discipl ines. 

D i e Bez i ehung v o n Grund u n d F o l g e i m Gebiete der 

e lementaren Logik. 

S e k t i o n V I I I 
P r ä s i d e n t : Smith Sekretär: Brunner 

Sitzung der Internationalen Mathematischen Unterrichtskommission. 

Smith, New York, President. A l locut ion . 

Fehr, Secrétaire général 

et Trésorier, Genève. R a p p o r t sommaire . 

Loria, Gènes. La préparat ion théorique e t prat ique des professeurs de 

m a t h é m a t i q u e s de l 'ense ignement secondaire . Rappor t . 

Hamel, Berlin. Der gegenwärt ige Zustand der Frage der Ausb i ldung 

der Mathemat ik-Lehrer in D e u t s c h l a n d . 
Diskuss ion . 

Freitag, 9. September, 15 Uhr 

S e k t i o n I 
P r ä s i d e n t : Scorza Sekretär : Züllig 

Hasse, Marburg. Strukturtheorie der halbeinfachen Algebren über alge­

braischen Zahlkörpern. (30 Min.) 
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Ore, New Haven. 

Krull, Erlangen. 

Berwald, Prag. 

Sergescu, Cluj. 

P r ä s i d e n t : Weyl 

E. Cartan, Paris. 

H. Cartan, Strasbourg. 

Bergmann, Berlin. 

Kolman, Moskau. 

T h e o r y of n o n - c o m m u t a t i v e p o l y n o m i a l s . 

Idea l - u n d Bewertungsbegr i f f i n der A r i t h m e t i k der 

k o m m u t a t i v e n Integr i tä t sbere iche . 

E l e m e n t a r e S ä t z e über d ie NuUste l l en der A b l e i t u n g e n 

e ines P o l y n o m s in b e z u g auf e inen P u n k t . 

Que lques p o i n t s d e la théor ie d e s équat ions a lgébriques . 

S e k t i o n I I a 
Sekretär : Locher 

Sur l ' équiva lence pseudo-conforme des hyper-surfaces 

d e l 'espace d e d e u x var iables c o m p l e x e s . 

L e s transformat ions des d o m a i n e s cerclés e t des d o ­

m a i n e s ana logues a u m o y e n des fonct ions a n a l y t i q u e s 

d e d e u x var iables c o m p l e x e s . 

Zur F u n k t i o n e n t h e o r i e zweier k o m p l e x e r Veränder­

l ichen. 

F u n k t i o n e n quaternionaler Veränder l ichen. 

S e k t i o n I I b 
P r ä s i d e n t : Kampe de Fériet Sekretär : Krakowski 

Le Roux, Rennes. L e s groupes d e transformat ions e t la théor ie d e la rela­

t i v i t é . 

Wiener and Paley, Cam- A n a l y t i c propert ies of characters of inf inite Abe l ian 

groups . 

(Vorgelegt v o n Wiener.) 

L e groupe d e transformat ions conformes d a n s l 'espace 

d e Hi lbert . 

Sur les s y s t è m e s différentiels d u second ordre qui 

a d m e t t e n t u n groupe c o n t i n u fini d e transformat ions . 

U n i c i t é des intégrales d 'un s y s t è m e d 'équat ions diffé­

rent ie l les . 

a) L a propriété de D a r b o u x d u J a c o b i e n général isé . 

b) Sur le t h é o r è m e f o n d a m e n t a l de la théor ie des défor­

m a t i o n s cont inues . 

Sur l ' équat ion différentiel le y" -f- q (x) y = o. 

bridge (Mass.). 

Delsarte, Nancy. 

Des Lauriers, Kain. 

Marchand, Marseille. 

Wilkosz, Cracovie. 

Biernacki, Poznan. 

P r ä s i d e n t : Hahn 

Hardy and Littlewood, 

Cambridge. 

S e k t i o n I l e 
Sekretär : Rotach 

S o m e n e w convergence criteria for Fourier series . 

(Vorgelegt v o n Hardy.) 
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Hille, Princeton and 

Tamarkin, Providence. 

Hille, Princeton and 

Tamarkin, Providence. 

Winn, London. 

Jossen, Kopenhagen. 

Dusl, Prag. 

T h e s u m m a t i o n of Fourier series by Hausdorff means. 
(Vorgelegt von Hille.) 

On t h e s u m m a b i l i t y of Fourier series. 

(Vorgelegt v o n Tamarkin.) 

On t h e osci l lat ion of t h e m e a n s of R i e s z and Cesàro 

of t h e first order. 

E i n e Integrat ionstheorie für F u n k t i o n e n unendl ich 

vieler Veränderl ichen, m i t A n w e n d u n g e n auf das W e r t ­

verte i lungsproblem für fas t periodische F u n k t i o n e n , 

insbesondere für die R i e m a n n s c h e f - F u n k t i o n . 

Quelques remarques sur les p o l y n ô m e s général isés de 

Laguerre . 

S e k t i o n I l l a 

Präs ident : Tzitzéica ( Mentre ) Sekretär : Hess 

Stouffer, Lawrence. On t h e project ive differential g e o m e t r y of d e v e l o p -

pable surfaces. 

Sur les courbes quadrat iques . 

Ü b e r Dre iecknetze aus Kre isen u n d Parabe ln gleicher 

Achsenr ichtung . 

Tzitzéica, Bukarest. 

Strubecker, Wien. 

P r ä s i d e n t : Nielsen 

Gech, Brno. 

De Rham, Lausanne. 

Pontrjagm, Moskau. 

Seifert, Dresden. 

Threlfall, Dresden. 

P r ä s i d e n t : Riebesell 

Guldberg, Oslo. 

Goldziher, Budapest. 

S. Dumas, Bern. 

Sternberg, Breslau. 

S e k t i o n I l l b 

Sekretär in: Ganguillet 

L a n o t i o n de variété e t les théorèmes d e dual i té . 

Sur la not ion d'homologie e t les résidus d' intégrales 

mul t ip les . 

Formul ierung u n d B e w e i s des a l lgemeinen D u a l i t ä t s ­

satzes . 

(Vorgelegt v o n Alexandroff.) 

Poincarésche R ä u m e . 

Dre id imens ionale R a u m f o r m e n . 

S e k t i o n I V 

Sekretär: Gölz 

Zur Theorie der ar i thmet ischen Verte i lungsfunkt ionen 

u n d der s tat i s t i schen R e i h e n . 

Zur s tat i s t i schen Theorie der logist ischen F u n k t i o n . 

U n problème capita l du calcul des probabi l i tés . 

Wahrscheinl ichkei t und Erfahrung. 
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Präs ident : v. Mises 

Zaremba, Cracovie. 

Papaïoannou, Athènes. 

Horák, Prag. 

Féraud, Genève. 

Pérès et Molovar, Marseille. 

Präs ident : Boulad bey 

Drumaux, Gand. 

Ricci, Napoli. 

Rosenblatt, Cracovie. 

Kogbetliantz, Paris. 

Mosharrafa, Cairo. 

Labocetta, Roma. 

Horák, Prague. 

P r ä s i d e n t : Reymond 

Loria, Genova. 

Fraenkel, Kiel. 

Bernays, Göttingen. 

Heyting, Amsterdam. 

Gonseth, Zürich. 

Kolman, Moskau. 

Valeurs m o y e n n e s des q u a n t i t é s qui var ient a v e c le 

t e m p s . 

Sur l es f o n d e m e n t s d e l ' économie rat ionnel le . 

S e k t i o n V i a 

Sekretär: Lilssy 

Sur la n o t i o n de la force d a n s la m é c a n i q u e . 

Sur le m o u v e m e n t d'une figure p lane d a n s son p lan . 

Sur le principe d ' H a m i l t o n dans le cas des l ia isons n o n -

h o l o n o m e s . 

Stabi l i té re la t ive . 

Sur u n prob lème concernant la théor ie d e l'aile d'en­

vergure finie. 

(Vorgelegt v o n Pérès.) 

S e k t i o n V I b 

Sekretär: Aeppli 

Sur l 'univers sphérique d 'Einste in . 

A l c u n e appl icazioni meccan iche del la geometr ia pro-

j e t t i v a degl i iperspaci . 

Sur les ondes de grav i t é . 

Projet d 'une expér ience de laboratoire p e r m e t t a n t d e 

mesurer la v i tesse V de l 'a t tract ion universel le . 

Can m a t t e r a n d radiat ion b e regarded as t w o aspects 

of t h e s a m e wor ld condi t ion ? 

Sulle costruzione di cos tan t i f isiche di grandezza arbi­

traria. 

Sur la l igne d'univers des s y s t è m e s conservat i f s . 

S e k t i o n V I I 

Sekretär : Axer 

A . L . C a u c h y nel la storia del la geometr ia anal i t ica . 

Ü b e r die A x i o m e der Te i lmengenb i ldung . 

M e t h o d e n des N a c h w e i s e s v o n Widerspruchsfre ihei t 

u n d ihre Grenzen. (30 Min.) 

A n w e n d u n g des in tu i t ion i s t i schen Log ikkalküls auf die 

Def in i t ion der Vol l s tändigke i t e ines K a l k ü l s . 

Sur la m é t h o d e a x i o m a t i q u e e t les diff icultés ac tue l l es . 

Ü b e r Marxens B e g r ü n d u n g der Di f ferent ia lrechnung. 
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Reymond, Lausanne. La fonct ion proposit ionnel le en logique a lgor i thmique 

e t le principe d u tiers exc lu . 

S e k t i o n V i l i 

P r ä s i d e n t : S m i t h , H a d a m a r d Sekretär: Fehr 

Sitzung der Internationalen Mathematischen Unterrichtskommission 

Diskuss ion . A n n a h m e einer Reso lu t ion . 

Samstag, 10. September, 15 Uhr 

S e k t i o n I 

Sekretär: Züllig 

Ü b e r Gi t terpunkte in mehrdimens ionalen El l ipsoiden. 

Ü b e r Gitter und quadrat ische F o r m e n . 

. A matr ix representat ion of ascending a n d descending 

cont inued fract ions. 

Sur les fract ions cont inues ar i thmét iques ( K e t t e n ­

brüche) dont u n m ê m e d é v e l o p p e m e n t correspond à 

une infinité de nombres générateurs . 

L e serie ricorrenti associate del 2° ordine. 

Max imale S y s t e m e unendlicher Matrizen. 

P r ä s i d e n t : Blichfeldt 

Jarnik, Prag. 

Hofreiter, Wien. 

Milne-Thomson, Greenwich. 

Cahen, Paris. 

Candido, Brindisi. 

Koethe, Münster i.W. 

S e k t i o n I I a 

Sekretär: Locher 

I t era t ive Algor i thmen. 

Ü b e r das Zentrumproblem in der Theorie der konformen 

Abbi ldung . 

Ü b e r die konforme Abbi ldung durch die Besse l funkt ion. 

(Mit Lichtbi ldern.) 

Sur u n théorème de D a r b o u x . 

O. et J. Devisme, Le Havre. Sur u n e propriété des cosinus d'ordre supérieur. 

(Vorgelegt v o n Frl . 0. Devisme.) 

Su alcuni teoremi delle famigl ie normal i di funzioni 

anal i t iche anche in relazione al p o s t u l a t o di Zermelo. 

Metriciazzione dello spaz io funzionale delle funzioni 

olomorfe. 

P r ä s i d e n t : Cerf 

Geppert, Giessen. 

Cremer, Köln. 

Lense, München. 

Tschakaloff, Sofia. 

M inetti, Roma. 

M inetti, Roma. 

S e k t i o n I I b 

Präs ident : Wiener (Doetsch) 

Tonelli, Pisa. 

Sekretär : Krakowski 

Sul calcolo delle variazione. 
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Saks, Providence. 

Müntz, Leningrad. 

Janet, Caen. 

Fantappié, Bologna. 

Sul la s emicont inu i tà degl i integral i doppi de l ca lco lo 

del le var iaz ioni . 

Sur l es séries d e s f igures d 'un fluide e n r o t a t i o n per­

m a n e n t e e t zonale p e u différentes d e s e l l ipsoïdes . 

D i e A n w e n d u n g v o n F u n k t i o n a l t r a n s f o r m a t i o n e n in der 

Theor ie der Dif ferent ia lg le ichungen u n d die s y m b o ­

l ische M e t h o d e (Operatorenkalkül) . 

O n certa in funct ionals . 

Ü b e r d ie L ö s u n g einiger R a n d w e r t a u f g a b e n der m a t h e ­

m a t i s c h e n P h y s i k . 

D é t e r m i n a t i o n expl ic i te d e certa ins m i n i m a . 

Integraz ione c o n quadrature dei s i s temi a d e r i v a t e 

parziali l ineari e a coeff icienti cos tant i (in 2 variabi l i ) . 

Info lge der fortgeschr i t tenen Zeit verz i chte te H e r r Tonelli darauf, über d ie 

Arbe i t en seiner Schüler Cesare (Sul le serie doppie) u n d Del Chiaro (Sul p r o c e d i m e n t o 

di a r r o t o n d a m e n t o di Schwarz) z u referieren. 

P r ä s i d e n t : Watson 

Kienast, Küsnacht. 

Kogbetliantz, Paris. 

Levy, Paris. 

Mandelbrojt, Clermont-

Ferrand. 

Kar amata, Beograd. 

S e k t i o n I l e 

Sekretär: Rotach 

Ü b e r die Dir ich le t sche R e i h e für [£ (s)f 

Convergence e t sommabi l i t é d e d é v e l o p p e m e n t e n séries 

des p o l y n ô m e s d ' H e r m i t e e t d e Laguerre . 

Sur les m é t h o d e s de M. N o r b e r t Wi ener e t la fonc t ion f (s). 

Sur le produi t r[^~j ^ (s) 

où £v(s)= Z ~ , a n = <p{n). 

U n t h é o r è m e général d ' invers ion d e procédé d e s o m ­

mabi l i t é . 

P r ä s i d e n t : Schonten 

Whitehead, Princeton. 

Rowe, Dublin. 

Oolab, Krakau. 

S e k t i o n I l l a 

Sekretär : Hess 

Loca l ly h o m o g e n i o u s spaces in differential g e o m e t r y . 

Subspaces assoc ia ted w i t h certa in s y s t e m s of curves 

in a R i e m a n n i a n space . 

E in ige B e m e r k u n g e n ü b e r die W i n k e l m e t r i k in d e n 

Fins lerschen R ä u m e n . 
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Präs ident : v. Kerékjártó 

Chuard, Lausanne. 

Johansson, Strammen, Oslo. 

Charpentier, Poitiers. 

Cech, Brünn. 

Hopf, Zürich. 

S e k t i o n I l l b 

Sekretär in: Oanguillet 

U n e so lut ion d u problème des quatre couleurs. 

Invar ianz der topo log i schen W e c h s e l s u m m e bei D i m e n ­

s ionsänderung. 

Sur des courbes fermées analogues a u x courbes d e 

M. Birkhoff. 

Höherdimens ionale H o m o t o p i e g r u p p e n . 

Ü b e r s te t ige Deformat ionen v o n K o m p l e x e n . 

P r ä s i d e n t : Buhl 

Riabouchinsky, Paris. 

Kampe de Fériet, Lille. 

Weinstein, Breslau. 

S e k t i o n V i a 

Sekretär: Lüssy 

Sur u n problème d 'hydrodynamique . 

D é t e r m i n a t i o n des m o u v e m e n t s p lans d'un f luide v i s ­

q u e u x incompress ible où le tourbi l lon es t cons tant l e 

long des l ignes de courant . 

E q u a t i o n s intégrales e t théor ie des si l lages. 

P r ä s i d e n t : Drumeaux 

Nicolesco, Cernâuti. 

Boulad bey, Cairo. 

Meyer-Jaccoud, Zürich. 

S e k t i o n V I b 

Sekretär: Aeppli 

E x t e n s i o n du théorème de Liouvi l le -Picard a u x in té ­

grales de l 'équat ion de Fourier . 

Sur le théorème d e d e u x dép lacements é last iques g é n é ­

ralisé e n v u e de s o n appl icat ion au calcul des construc­

t ions cont inues . 

Loi expér imenta le sur les d y n a m o m è t r e s à a l longements 

s ta t iques proport ionnels a u x poids suspendus . 
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im Auditorium III der Eidg. Technischen Hochschule 

Montag, den 12. September, 11 Uhr 

D e r Präs ident eröffnet die S i t zung u n d verl iest fo lgende be iden D a n k t e l e g r a m m e : 

Professeur R. F u e t e r , Prés ident Congrès In ternat iona l M a t h é m a t i c i e n s Zurich. 

Très t o u c h é par vo tre message té légraphique d o n t je v o u s remercie cordia lement 

e t regret tant v i v e m e n t de n e pouvo ir faire ac te de présence personnel le , je m e fais 

u n plaisir d'adresser a u x m a t h é m a t i c i e n s réunis à Zurich, a u n o m d u Conseil Fédéra l 

e t e n m o n propre n o m , des v œ u x cha leureux pour le ple in succès de leurs t r a v a u x 

e t pour u n agréable séjour e n Suisse . , . , ± , , „, , , , , A . 
r => * M o t t a , Pres ident de la Confederat ion. 

Professeur Fue ter , Un ivers i t é de Zurich, Suisse . 

Très t o u c h é des s e n t i m e n t s expr imés par vo tre t é l é g r a m m e je remercie les 

m e m b r e s d u Congrès M a t h é m a t i q u e e t leur e n v o i e m e s v œ u x pour le succès de ce t t e 

réunion internat ionale . _, ., 
E m i l e P icard . 

E r te i l t m i t , dass das K o n g r e s s k o m i t e e d a s A n g e b o t v o n Prof. F ie lds zur A n n a h m e 

empfiehl t u n d d e m K o n g r e s s fo lgenden A n t r a g ste l l t : 

Der Internationale Mathematiker kongress in Zürich nimmt das Angebot des ver­

storbenen Professors Fields, alle vier Jahre durch den Internationalen Mathematiker-

kongress zwei goldene Medaillen an zwei Mathematiker zu erteilen, mit bestem Dank an. 

Le Congrès international de Zurich accepte avec de vifs remerciements l'offre du feu 

professeur Fields de faire distribuer par les Congrès Internationaux tous les quatre ans 

deux médailles en or à deux mathématiciens. 

Il congresso internazionale di Zurigo accetta ringraziando l'offerta gentile fatta dal 

defunto professore Fields, di assegnare ogni quattro anni due medaglie d'oro a due 

matematici designati dai Congressi internazionali. 

The international Congress of mathematicians held at Zurich accepts with thanks the 

offer made by the late professor Fields of two medals to be awarded to two mathematicians 

at intervals of four years by the international Congresses. 

Dieser A n t r a g wird a n g e n o m m e n . 

Ferner wird fo lgenden Besch lüs sen des K o n g r e s s k o m i t e e s z u g e s t i m m t : 

Das Kongresskomitee wählt in Ausführung desFieldsschen Memorandums ein kleines 

Komitee, bestehend aus den Herren Birkhoff, Carathéodory, Cartan, Severi, 
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Takagi. Das Komitee ist ermächtigt, im Falle einzelne Mitglieder die Wahl nicht an­

nehmen oder andere Bedürfnisse vorliegen, sich selbst zu komplettieren. 

Le Comité exécutif, conformément au mémorandum de M. Fields, désigne un comité 

restreint formé par Messieurs Birkhoff, Carathéodory, Cartan, Severi, 

Takagi. Le comité pourra se compléter lui-même si quelques membres n'acceptent pas 

leur élection ou si d'autres circonstances le rendent souhaitable. 

Il Comitato esecutivo, conformemente al memorandum del professore Fields, elegge 

un comitato ristretto costituito dai professori Birkhoff, Carathéodory, Cartan, 

Severi, Takagi. Il comitato è autorizzato a completarsi da sè sia nel caso che 

singoli membri non accettino l'elenco anzidetto, sia che altri circonstanze lo rendano 

necessario. 

The executif committee, in accordance with the memorandum of professor Fields chooses 

a small committee consisting of the following gentlemen : Birkhoff, Carathéodory, 

Cartan, Severi, Takagi. The committee is empowered to complete itself in the event 

of one or more of these gentlemen declining the election or if other circumstances render 

this necessary. 

Der Kongres s n i m m t ferner fo lgende Beschlüsse der Internationalen Mathemati­

schen Unterrichtskommission e in s t immig (in einer geme insamen S i t zung mi t der Sek­

t i o n V I I I ) an 1 ) : 

1. Le Congrès invite la Commission Internationale de VEnseignement Mathématique à 

poursuivre ses travaux ; il n'en résultera aucune obligation financière pour le Congrès 

et la Section VIII. 

2. Jusqu'au Congrès de 1936 le Comité Central se composera de 

MM. J. Hadamard, Paris, Président ; 

P. Heegard, Oslo i 

W. Lietzmann, Göttingen , Vice-Présidents ; 

G. Scorza, Napoli < 

H. Fehr, Genève, Secrétaire général et Trésorier. 

Il pourra designer un ou plusieurs vice-présidents, un secrétaire-adjoint et d'autres 

membres entre autres M. E. H. Neville (Reading, Angleterre); il pourra nommer 

des membres honoraires. Le Comité Central pourra constituer des sous-commissions 

nationales en s'adressant aux Gouvernements ou aux Associations mathématiques ; 

il incombera aux sous-commissions nationales de faire les démarches utiles en vue 

d'obtenir les contributions permettant de couvrir les dépenses du secrétariat général. 

1 ) Betr. diese Resolution in deutscher, italienischer und englischer Sprache siehe Bd. II dieser Ver­
handlungen, S. 366—367. 
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3. La commission est invitée à élaborer un rapport sur les tendances actuelles 

dans le développement de l'enseignement mathématique dans les 

divers pays. Les rapports nationaux seront exposés personnellement, par leurs 

auteurs au prochain Congrès; les rapports complets seront remis au secrétaire-

général. 

H e r r Prof. A. Brill in T ü b i n g e n feiert a m 20 . S e p t e m b e r dieses J a h r e s se inen 

n e u n z i g s t e n Geburt s tag . D e r K o n g r e s s s e n d e t fo lgendes G l ü c k w u n s c h t e l e g r a m m : 

Professor Bril l , T ü b i n g e n . 

D e r In ternat iona le Mathemat ikerkongress in Zürich e n t b i e t e t d e m A l t m e i s t e r 

der Theor ie der a lgebra ischen F u n k t i o n e n z u se inem n e u n z i g s t e n Geburt s tage se ine 

herz l ichsten Glückwünsche . „ _ .. . , , , _ , 
D e r Präs ident : Mud. Fueter. 

D e r Präs ident te i l t m i t , dass s ich für d ie A u f n a h m e d e s n ä c h s t e n K o n g r e s s e s 

N o r w e g e n a n g e m e l d e t h a t , dass ferner v o n A t h e n e ine E i n l a d u n g vor l iege . Herr 

Professor A. Guldberg spr icht die E i n l a d u n g a n d e n K o n g r e s s für Oslo a u s . D i e s e 

E i n l a d u n g wird m i t grosser Bege i s t erung a n g e n o m m e n u n d der Präs ident d a n k t 

Herrn Guldberg u n d d e n norweg i schen M a t h e m a t i k e r n herzl ich. 

D e m K o n g r e s s wird d ie fo lgende R e s o l u t i o n v o r g e l e g t : 

1. Eine internationale Kommission wird gebildet, um die Beziehungen zwischen den 

Mathematikern der verschiedenen Länder aufs neue zu studieren und um am 

nächsten Kongresse einen Antrag über die Reorganisation dieser Beziehungen zu 

stellen. 

2. Der Präsident des gegenwärtigen Kongresses wird ermächtigt, die Mitglieder dieser 

Kommission zu ernennen. 

1. Une commission internationale est constituée pour étudier à nouveau les rapports 

entre les mathématiciens des différents pays et pour faire au prochain congrès 

une proposition pour la réorganisation de ces rapports. 

2. Le président du congrès actuel est chargé de désigner les membres de cette com­

mission. 

1. È costituita una Commissione internazionale per studiare „ex novo" la questione 

della collaborazione internazionale nel campo delle Matematiche e per fare al pros­

simo Congresso una proposta per la riorganizzazione di queste relazioni. 

2. Il Presidente dell'attuale Congresso è incaricato di designare i membri di detta 

Commissione. 
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1. An international commission is formed in order to re-study the question of the 
international collaboration in the sphere of mathematics and to make propositions 
with regard to its reorganisation at the next congress. 

2. The actual president of the congress is charged to appoint the members of this 
commission. 

Diese lbe wird e ins t immig a n g e n o m m e n . Auf Grund derselben h a t der Präs ident , 
Prof. Fueter, g e m e i n s a m m i t den Herren Cartan, Severi, Vehlen u n d Weyl, fo lgende 
Herren in die K o m m i s s i o n gewähl t : F. Severi, Präs ident , P. Alexandroff, H. Bohr, 
L . Fejer, G. Julia, J. L . Mordell, Terrados, Ch. de IM Vallée-Poussin, O. Vehlen, 
H. Weyl, S. Zaremba. 

Herr A. Establier regt an , dass die K o m m i s s i o n die F r a g e n der Bibl iographie be ­
hande ln sol le . 

Herr E. H. Neville ersucht u m Mitte i lung, ob es K o m i t e e s für m a t h e m a t i s c h e 
Tafe ln a u c h ausserhalb Grossbritanniens g ib t . 

Herr E. Bessel-Hagen erinnert daran, dass der zwe ihunderts te Geburts tag 
Lagranges in das J a h r 1936 des nächs ten Kongresses fällt . 

F r a u Professor Riabouchinsky dankt d e m zürcherischen D a m e n k o m i t e e auf das 
w ä r m s t e für die vortreffl iche Organisation des speziel len P r o g r a m m e s für die D a m e n . 

Herr E. Bortolotti d a n k t d e m Organisat ionskomitee und g e d e n k t in ehrenden 
W o r t e n des vers torbenen Professors Fields, w a s lebhaften Beifall f indet . 

Hierauf schl iesst Herr Professor F u e t e r d e n Kongress mi t herz l ichem D a n k an 
die Te i lnehmer sowie a n die Zürcher Kol l egen , die an der Vorbere i tung des K o n ­
gresses mi tgearbe i t e t haben . 

D e r Sekretär: A. Speiser. 
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die anlässlich des Festaktes im Theater Zürich, Samstag, den 10. September, 
19 Uhr und beim Empfang durch die Stadt Zürich im Grand Hôtel Dolder, Sonn­
tag, den 11. September, 16 Uhr gehalten wurden. 

Festakt im Theater, Zürich. 10. September, 19 Uhr 

Ansprache v o n Herrn Prof. R. Fueter, Präs ident des Kongresses , Zürich. 
Ansprache v o n Herrn B u n d e s r a t Dr . A. Meyer, Vorsteher des E idgenöss i schen D e ­

p a r t e m e n t e s des Innern , B e r n . 
Ansprache v o n Herrn Prof. M. Plancherel, R e k t o r der E i d g . T e c h n i s c h e n H o c h ­

schule , Zürich. 
Ansprache v o n Herrn Prof. F. Fleiner, R e k t o r der U n i v e r s i t ä t Zürich. 
Ansprache v o n Herrn Prof. 0. Vehlen, Präs ident der amer ikanischen D e l e g a t i o n , 

Pr ince ton . 
Ansprache v o n Herrn Prof. H. Weyl, Präs ident u n d Delegierter der d e u t s c h e n 

Mathemat iker -Vere in igung , G ö t t i n g e n . 
Ansprache v o n Herrn Prof. E. Cartan, De leg ierter der französ ischen R e g i e r u n g , Par i s . 
Ansprache v o n Herrn Prof. F. Severi, Präs ident der i ta l i en ischen D e l e g a t i o n , R o m a . 

Ansprache von Herrn Prof. R. Fueter, Präsident des Kongresses, Zürich 

H o c h g e e h r t e F e s t Versammlung! 

Als Präs ident des In ternat iona len Mathemat ikerkongresses h a b e i ch die grosse 
Ehre , Sie a m h e u t i g e n A b e n d auf das herzl ichste W i l l k o m m e n zu heissen . U n s e r e 
fest l iche Z u s a m m e n k u n f t m ö c h t e öffent l ich die T a t s a c h e b e k u n d e n , dass die M a t h e ­
mat ik , unsere Wissenschaf t , e ine der Grundlagen der h e u t i g e n K u l t u r i s t . 

Ich begrüsse in erster Linie Herrn B u n d e s r a t D r . Meyer, unsern h o c h v e r e h r t e n 
Vorsteher des E idgenöss i s chen D e p a r t e m e n t s des I n n e r n . Wir s ind stolz darauf, dass 
er den A b e n d m i t u n s verbr ingen will und z u uns sprechen wird. 

Ich begrüsse d ie B e h ö r d e n des K a n t o n s Zürich , Herrn Reg ierungspräs ident 
D r . Streuli u n d unsern Erz iehungsdirektor D r . W e t t s t e i n . Wir wi s sen d a s Interesse 
z u würdigen , m i t d e m sie unsere B e s t r e b u n g e n u n t e r s t ü t z t h a b e n . 

I c h begrüsse d e n S t a d t p r ä s i d e n t e n Dr . K l ö t i . A u c h der S t a d t r a t h a t u n s e r m 
Kongres s kraftvol l gehol fen , w a s wir d a n k e n d hervorheben m ö c h t e n . 
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Ich begrüsse ferner die Mitgl ieder des Ehrenkomi tee s . U n t e r i h n e n bef inden s ich 
d ie führenden Persönl ichkei ten der B a n k e n und Industr ie , die m i t Weitb l ick d ie 
B e d e u t u n g d e s Kongresses erkannt und uns geholfen haben . Al len sagen wir herz­
l ichsten D a n k , ganz besonders aber der Schweizerischen Kred i tans ta l t , ihrem ver­
d ienten Präs identen Dr. Stol l und ihrem Generaldirektor Dr . J ö h r u n d d e m 
Schweizer i schen B a n k v e r e i n , die uns v o n B e g i n n an tatkräft ig be iges tanden s ind. 

I c h begrüsse die Vertreter v o n 41 Ländern , sowie diejenigen v o n ungezähl ten 
A k a d e m i e n , Univers i tä ten u n d Gesel lschaften. E s würde viel zu w e i t führen, sie 
alle e inzeln z u nennen . Wir fühlen uns aber tief geehrt durch ihre A n w e s e n h e i t . Sie 
i s t uns e in Zeichen für die B e d e u t u n g , die d e m Kongresse be igemessen wird. Mit 
d e m aufricht igen D a n k e verbinden wir die Hof fnung , dass Zürich ihnen in guter 
Er innerung ble iben wird. 

D i e heut ige Veransta l tung ersetzt das sonst übl iche B a n k e t t . Wir hoffen, dass die 
Bewegungsfre ihe i t , die diese R ä u m e ges ta t t en , das s ich K e n n e n - u n d Vers tehen­
lernen besser erlauben wird; ja , m ö c h t e n recht viele Freundschaf ten heute abend 
geschlossen werden. Jeder k a n n in der grossen Zahl anwesender Gelehrter noch E n t ­
d e c k u n g e n m a c h e n , und solche f inden, die er noch n icht gesprochen h a t . 

I c h hoffe , dass Sie s ich wohl fühlen werden und dass Sie das fo lgende schweize­
rische U n t e r h a l t u n g s p r o g r a m m in lieber Erinnerung behal ten werden . Viel le icht 
darf m a n auch v o n uns in historischer A n l e h n u n g heute das W o r t sagen: „ D e r 
K o n g r e s s t a n z t . " 

Ansprache von Herrn Bundesrat Dr. A. Meyer, Vorsteher des Eidgenössischen 

Departementes des Innern, Bern 

E i n a n g e n e h m e s Mandat führt mich zu I h n e n : im N a m e n des Bundesra te s dem 
Internat iona len Mathemat ikerkongress den Gruss unserer obersten Behörde und 
unseres L a n d e s zu überbringen. Mit Freude haben wir gesehen, e ine wie grosse Zahl 
hochangesehener Gelehrter aus e t w a 40 fremden S t a a t e n nach Zürich k a m e n , u m 
hier fachmänni sche Tagungen abzuhal ten . Wir s ind überzeugt , dass diese V e r s a m m ­
lung e in wicht iges Ereignis für die Wissenschaft bedeute t . D ie Bundesregierung hat 
zwar m i t d e n Ange legenhe i ten der Wissenschaft in unserm Lande n icht viel d irekte 
B e z i e h u n g e n . D i e kulturel len Ange legenhe i ten s ind bei uns das Privi leg der K a n t o n e . 
D e r B u n d bes i tz t und unterhäl t nur eine Schule , die Eidgenöss i sche Technische 
Hochschu le . D i e s e hegt er mi t u m so grösserer Liebe und ist bestrebt , sie den moder­
n e n Bedürfnissen entsprechend auszubauen . Gerade diese A n s t a l t i s t (neben den 
Univers i tä ten) bemüht , das F a c h g e b i e t der M a t h e m a t i k zu pflegen. Wir freuen uns , 
durch das Mittel dieser H o c h s c h u l e mi t Ihrer h o h e n V e r s a m m l u n g e ine besondere 
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B e z i e h u n g z u h a b e n . D i e Dezentra l i sa t ion unseres B i l d u n g s w e s e n s bis h inauf z u d e n 
U n i v e r s i t ä t e n l i eg t i m S i n n e unserer g a n z e n s taa t l i chen Struktur . U n s e r V o l k i s t 
a u s Gruppen verschiedener Sprache u n d K u l t u r z u s a m m e n g e s e t z t . D i e s e Gruppen 
h a b e n d ie kul ture l len Interessen in ihrem Geis te z u pf legen. D a s br ingt e ine Zer­
sp l i t t erung der Mit te l m i t ; unsere s i eben U n i v e r s i t ä t e n bürden d e n K a n t o n e n , d ie 
s ie unterha l t en m ü s s e n , grosse L a s t e n auf. Aber dadurch s ind d ie S c h u l a n s t a l t e n in 
enger B e z i e h u n g zu d e n kul ture l len Gruppen , s ie s t e h e n d e m V o l k e näher u n d s ind 
s tärker in i h m verwurze l t . D a s i s t wicht ig für die D e m o k r a t i e , d e n n in ihr k a n n m a n 
für die Vo lksb i ldung nie g e n u g t u n , u n d jede Kraf t , die A n r e g u n g g e w ä h r t , i s t s egens ­
reich. S o f inden wir uns d e n n m i t der w e i t g e h e n d e n Dezentra l i sa t ion des B i l d u n g s ­
w e s e n s ab u n d g l a u b e n a n ihren güns t igen Einf luss . 

D i e M a t h e m a t i k gehört ja n icht z u denjen igen Wissenschaf ten , d e n e n m a n e ine 
übergrosse Popu lar i tä t n a c h r ü h m e n k a n n . Manche h a l t e n n i c h t v ie l v o n ihr, u n d 
a u c h i m J a h r des G o e t h e - J u b i l ä u m s i s t aus d e m Urte i l des uns terb l i chen d e u t s c h e n 
Dichters ke in verklärender Strahl auf diese Wissenschaf t gefa l len . Aber wir w o l l e n 
uns b e w u s s t se in , dass sie die Quelle der e x a k t e n Wis senschaf t en i s t , dass aus ihr 
die wissenschaft l iche Technik hervorgewachsen u n d dass e ine Erforschung der 
N a t u r g e s e t z e o h n e sie u n d e n k b a r wäre . D i e K u l t u r g e s c h i c h t e ze igt aber a u c h d ie 
M a t h e m a t i k in inniger B e z i e h u n g zu d e n P r o b l e m e n , m i t d e n e n d ie grossen Geister 
aller Ze i t en gerungen h a b e n . D i e M a t h e m a t i k s t e h t a m A n f a n g unserer ge i s t igen 
K u l t u r . W i r s t a u n e n h e u t e über die Le i s tungen , d ie vor v i e l en J a h r h u n d e r t e n aus 
d e n F o r s c h u n g e n derer hervorg ingen , in d e n e n der Geist der Zahlen l eb te . U n s e r 
Zürcher Dichter K o n r a d F e r d i n a n d Meyer läss t in e i n e m seiner Gedichte d e n Chor 
der T o t e n zu d e n L e b e n d e n sprechen: 

„ U n d w a s wir a n gü l t igen S ä t z e n ge funden , 
D r a n ble ibt aller irdische W a n d e l g e b u n d e n . " 

D a s i s t offenbar auf die M a t h e m a t i k zugeschn i t t en . Ihre W a h r h e i t e n dauern 
durch die Jahrhunder te , unberührt v o n d e n grossen K a t a s t r o p h e n , die ze i twe i se 
e ine U m w e r t u n g aller W e r t e m i t s ich z u bringen drohen . D i e M a t h e m a t i k ist u n s 
al len aber e in l euchtendes Vorbi ld für die wissenschaft l i che B e t ä t i g u n g ü b e r h a u p t . 
Ihre F o r s c h u n g wird betr ieben u m ihrer se lbs t wi l len . D u r c h d a s m a t h e m a t i s c h e 
D e n k e n werden ble ibende W a h r h e i t e n ge funden . Insofern i s t die M a t h e m a t i k , w e n n 
m a n so sagen will , die „ u n p r a k t i s c h e " Wissenschaf t . Aber gerade sie schafft in s o 
v ie l en F ä l l e n R e s u l t a t e , die tief in das L e b e n der Menschhe i t h ine inre ichen u n d d ie 
m i t der ge i s t igen a u c h die materie l le E n t w i c k l u n g des Menschengesch lechtes bee in-
f lusst h a b e n . I s t doch die M a t h e m a t i k die Diener in prakt i scher Zweige der Vo lks ­
wirtschaft geworden , wäre es nur darum, wei l sie d ie h e u t e auf al len G e b i e t e n a n g e ­
w a n d t e Vers icherung ermögl i cht u n d d a m i t e inen w i c h t i g e n Schr i t t er laubt h a t , 
u m d e n Zufall mögl i chs t auszuscha l t en u n d die wirtschaf t l i che S te t igke i t u n d 
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Sicherhei t d e s e inzelnen Menschen z u mehren . Ähnl i ch i s t e s aber m i t der Wi s s en ­

schaft überhaupt . J e mehr ihre Forschung aus idea lem Sinne erfolgt , je tiefer sie u m 

ihrer se lbs t wi l len gepflegt wird, u m so grossartiger s ind oft n icht n u r ihre theore­

t i schen , sondern auch prakt i schen R e s u l t a t e . D i e Wissenschaf t m u s s höchster 

Idea l i smus se in , u m das B e s t e z u le is ten. 

E s i s t n o c h e in Grund, der mir die Pf l icht , hier unsern Gruss z u entb ie ten , be ­

sonders a n g e n e h m m a c h t . D i e Schweiz ist der Sitz des Völkerbundes . Wir sehen seine 

A n s t r e n g u n g e n u n d erfahren seine Schwierigkei ten. U n s ist e s tiefer Erns t , mi t al len 

Völkern i n Fr ieden zu leben. Unsere Lage i m H e r z e n Europas u n d die Z u s a m m e n ­

se t zung unserer viersprachigen Bevö lkerung führen uns dr ingend z u d i e sem Streben . 

Wir s ind d e m Völkerbund aber auch deshalb v o n g a n z e m H e r z e n z u g e t a n , wei l wir 

tag täg l i ch in unserm e igenen Vo lke Zeuge s ind der gegense i t igen woh l tuenden 

Befruchtung der verschiedenen Sprachen u n d Kul turen . Wir in u n s e r m Lande h a b e n 

keine Sprachenfrage, wir k e n n e n keine Minderhei tenprobleme. Wir m ö c h t e n der 

g a n z e n W e l t diese Versöhnung der R a s s e n u n d K u l t u r e n g ö n n e n . D a i s t e s uns denn 

e ine besondere Befriedigung, auf die internat ionale Z u s a m m e n s e t z u n g Ihres K o n ­

gresses z u b l i cken . Auf d e m W e g e gemeinsamer Arbei t werden die Völker a m ehesten 

s ich k e n n e n u n d achten lernen. U n d w e n n diese Arbeit auf so erhabene H ö h e n führt, 

w i e die Ihr ige , d a n n i s t die vö lkerverbindende Kraf t e ines so lchen Kongresses v o n 

d o p p e l t e m u n d dreifachem Segen . I c h danke Ihnen , dass Sie in unser L a n d g e k o m m e n 

s ind u n d gratul iere I h n e n zu Ihren glückl ich vo l l endeten T a g u n g e n . 

Allocution prononcée par le prof. M. Plancherei, recteur de l'Ecole polytech­

nique fédérale, Zurich 

L'Eco le po ly technique fédérale qui a déjà ouvert ses portes au premier congrès 

internat ional des m a t h é m a t i c i e n s a é té heureuse e t fière de les ouvrir à nouveau , 

pour recevoir , à 35 a n s d' intervalle , les géomètres v e n u s de t o u t e s les parties de 

l 'univers prendre part a u congrès de Zurich. 

Eco le dest inée avant t o u t à former des ingénieurs, des prat ic iens pour lesquels 

les m a t h é m a t i q u e s , b ien qu' indispensables , ne sont qu 'un ins trument de travai l , 

l 'Ecole po ly techn ique possède cependant d e u x sect ions d e sciences pures : l'école des 

sc iences m a t h é m a t i q u e s e t phys iques , l 'école des sciences naturel les . J e dois rendre 

a u x h o m m e s qui se sont succédé à la présidence du Conseil de l 'Ecole le t émoignage 

qu'i ls n 'ont pas mesuré la sol l ic i tude qu'ils o n t v o u é e à ces d e u x sect ions au nombre 

de leurs é tud iant s ; l 'Ecole n'a reculé d e v a n t aucun sacrifice pour maintenir é l evé 

leur n i v e a u scientif ique e t en faire des foyers de recherches . Les n o m s de R a a b e , 

de D e d e k i n d , d e Christoffel, de H . Weber , de Schwarz , de Froben ius , de Hurwi tz , 
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p o u r n e citer q u e que lques -uns d e s maî tres qu i o n t ense igné d e longues années à 

notre E c o l e a u cours d u 19™° s iècle , e n s o n t la preuve . 

L e hasard a v o u l u q u e celui qui v o u s parle e t qui v o u s apporte ici le sa lu t d u 

corps professoral d e l 'Ecole p o l y t e c h n i q u e so i t u n d e s v ô t r e s . I l lui sera d o n c permis 

d e brosser à grands tra i ts , d e v a n t v o u s , le t a b l e a u d e que lques -uns des progrès d e 

n o t r e sc ience d a n s l ' interval le d e t e m p s qui sépare l es d e u x congrès d e Zurich . 

L e premier congrès de Zurich e s t à pe ine t erminé qu 'à la su i t e des t r a v a u x d e 

G. Cantor, n o u s v o y o n s la théor ie des ensembles e t cel le des fonct ions d e var iab les 

réelles prendre entre les m a i n s d e MM. Baire , Borei , Lebesgue , Y o u n g , d e l a Val l ée -

Pouss in , u n essor n o u v e a u . L e s n o t i o n s qu'el les in troduisent e t qu'el les r e n d e n t 

famil ières se m o n t r e n t b i e n t ô t indispensables dans t o u s les d o m a i n e s d e l 'Ana lyse . 

L a théorie des équat ions intégrales à laquel le les n o m s d e F r e d h o l m , d e Hi lber t , 

d e Volterra res teront pour toujours a t t a c h é s , prend na i s sance e t p e r m e t d e résoudre 

des problèmes auxque l s R i e m a n n , N e u m a n n , Schwarz e t Po incaré s 'étaient a t t a q u é . 

L a conférence q u e M. Carleman nous a donnée a m o n t r é qu'el le e s t lo in d'avoir épuisé 

le c h a m p de ses appl icat ions . 

L a géométr ie , d 'une part , scrute ses f o n d e m e n t s grâce à la m é t h o d e a x i o m a t i q u e ; 

elle reçoit , d'autre part , de la p h y s i q u e théor ique , u n e impul s ion nouve l l e qu i dans 

les t r a v a u x de W e y l e t de Cartan lui fa i t briser ses cadres , p o u r t a n t déjà élargis par 

R i e m a n n . 

D a n s la théorie des fonct ions ana ly t iques , le prob lème de l 'uni formisat ion e s t 

résolu par Po incaré e t K o e b e ; i l fait le p o n t entre les p o i n t s d e v u e de R i e m a n n e t d e 

Weierstrass . L e t h é o r è m e de P icard es t le po in t d e départ d 'une série d e bel les re­

cherches sur les fonct ions ent ières e t méromorphes . L a théorie d e la représentat ion 

conforme s 'achève e t des t r a v a u x récents j e t t e n t que lque lumière dans le d o m a i n e 

encore si obscur des fonct ions ana ly t iques d e d e u x var iables . Après avoir e n t e n d u 

sur ces suje ts l es conférences de MM. J u b a , Val iron, N e v a n l i n n a , B ieberbach , 

Carathéodory e t Severi , rel isons la bel le conférence q u e H u r w i t z f it a u congrès de 

1897; n o u s mesurerons m i e u x le c h e m i n parcouru. 

J e n e dirai rien d e l 'algèbre e t de la topolog ie , a u r e n o u v e a u desquels n o u s assis­

tons depuis que lques années e t d o n t le rôle d e v i e n t d e p lus e n p lus prépondérant . 

Si n o u s je tons u n regard sur la p h y s i q u e théor ique , n o u s v o y o n s q u e , par har­

monie préétabl ie , ser ions-nous t e n t é de dire, les théories qu'el le déve loppe , t o u t e s 

révolut ionnaires qu'el les so ient ou qu'el les paraissent être , t r o u v e n t leur express ion 

m a t h é m a t i q u e dans la théorie des groupes , dans cel le des transformat ions fonc­

t ionnel les e t , par r icochet , qu'e l les proposent a u x m a t h é m a t i c i e n s de n o u v e a u x pro­

b lèmes e t p r o v o q u e n t de n o u v e a u x progrès . 

A ces progrès o n t contr ibué des g é o m è t r e s d e races différentes , d e n a t i o n s diffé­

rentes , t é m o i g n a g e réconfortant de l 'unité d e la p e n s é e m a t h é m a t i q u e . Vér i t é e n 
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deçà , erreur au-delà des P y r é n é e s , ce m o t d e Pasca l n e s 'appl ique p a s à notre sc ience . 

Pourquo i faut- i l qu'i l se vérifie dans t a n t d e domaines? 

E n t r e les d e u x congrès d e Zurich la guerre a passé , s e m a n t l a ha ine , a c c u m u l a n t 

les ruines , asservissant la sc ience à son œ u v r e de des truct ion . D a n s que lques dizaines 

d 'années Zurich recevra p e u t - ê t r e pour la tro is ième fois l 'él ite d e s géomètres d u 

m o n d e ent ier . J e souhai te que m o n successeur, à c e t t e p lace , n 'a i t p lus à évoquer 

ce spectre , m a i s qu'il puisse rendre à notre générat ion d e m a t h é m a t i c i e n s le t é m o i ­

gnage qu'el le a apporté , elle auss i , sa pierre à la cons truct ion d e la science e t sa bonne 

v o l o n t é à l ' œ u v r e de loya le col laborat ion e t d' intel l igente compréhens ion des peuples . 

Ansprache von Herrn Prof. Dr. iur. Fritz Fleiner, Rektor der Universität Zürich 

D i e U n i v e r s i t ä t Zürich i s t I h n e n zu grossem D a n k e verpf l ichtet dafür, dass Sie 

bei u n s Ihren K o n g r e s s a b g e h a l t e n haben . D i e M a t h e m a t i k h a t i m 18. Jahrhundert 

e inen b e s t i m m e n d e n Einf luss ausgeübt auf die E n t w i c k l u n g des geis t igen Lebens 

v o n Zürich. U n t e r d e m Zeichen des unsterbl ichen N a m e n s v o n N e w t o n ge lang es 

d e m mathemat i sch-naturwis senschaf t l i chen D e n k e n , die erstarrten F o r m e n der 

ge is t l i chen u n d s taat l i chen Orthodoxie zu brechen u n d d e n B o d e n für die Aufklä­

rung vorzubere i ten . A u s dieser sodann schöpfte se ine N a h r u n g der krit ische S inn , 

der die öffent l ichen E inr i ch tungen durch die französische R e v o l u t i o n hindurch in 

die neue Zeit h inüberle i te te . A m Eingang der neuen E p o c h e s t eh t in Zürich die e in­

s a m e Gesta l t des grossen Reformators der Erz iehung, He inr ich Pesta lozz i . Mit der 

e infachen A n s c h a u u n g der D i n g e , so lehrte er, müsse die Erz iehung jedes K i n d e s be­

g innen . Unsre ganze A n s c h a u u n g müsse ihren Ausdruck f inden in Zahl, F o r m u n d 

Sprache, u n d z u d e n E l e m e n t e n der mensch l i chen Erz iehung gehöre es , Zahlbegriffe 

m i t R a u m a n s c h a u u n g e n zu verb inden . Al s Mitte l für die Volksschule gedacht , ergriff 

einer der g lühends ten Schüler Pesta lozz is , J a k o b Steiner, d e n Gedanken des schlich­

t e n Armenlehrers u n d b a u t e auf i h m das S y s t e m seiner Geometr ie auf. 

K e i n W u n d e r , dass die al te Gelehrtenschule Zürich, das Carol inum, der Mathe­

m a t i k d e n gebührenden P l a t z anwies . A l s i m Jahre 1833 der K a n t o n Zürich aus 

eigener K r a f t aus d e m Carol inum unsere Univers i tä t ers tehen l iess , deren J u b i l ä u m 

wir i m k o m m e n d e n Jahre feiern werden, da wurde auch der M a t h e m a t i k im R a h m e n 

der Phi losophischen F a k u l t ä t e ine dauernde S t ä t t e berei tet . Zwanz ig Jahre später 

trat unsrer k a n t o n a l e n Univers i tä t das Eidgenöss i sche P o l y t e c h n i k u m , die heut ige 

E idgenöss i sche Technische Hochschule , zur Sei te , e ine der ersten grossen Grün­

d u n g e n des schweizer ischen B u n d e s s t a a t e s . D a erschien zunächs t , aus ökonomischen 

Gründen, e ine Verb indung der Mathemat ikprofessuren an be iden Hochschu len die 

Lösung darzuste l len. A b e r der m a t h e m a t i s c h e I m p e t u s der U n i v e r s i t ä t erreichte die 
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Verse lbs tändigung des m a t h e m a t i s c h e n Lehrbetr iebes a n der U n i v e r s i t ä t durch 
Err ichtung e igener Univers i tä tsprofessuren , u n d d ie sem D u a l i s m u s der m a t h e m a ­
t i schen Professuren a n unsern be iden H o c h s c h u l e n v e r d a n k e n wir die re iche E n t ­
fa l tung des m a t h e m a t i s c h e n Unterr ichtes u n d der m a t h e m a t i s c h e n F o r s c h u n g in 
Zürich, d ie u n s h e u t e die E h r e e ingetragen h a t , d e n in ternat iona len Mathemat iker -
kongress z u beherbergen. S o fusst auch auf d iesem Gebiet , w i e i m übrigen Bere i che 
unseres s taat l i chen Lebens , das B e s t e auf der Tradi t ion . Aber a u c h die übr igen U n i ­
vers i tä t en der Schweiz h a b e n u n e n t w e g t a n ihren e ignen m a t h e m a t i s c h e n Professuren 
fes tgehal ten . D a wir a m h e u t i g e n A b e n d i m Zeichen der M a t h e m a t i k t a g e n , so i s t 
es mir e in Bedürfnis , e inen besonderen Gruss h inüberzusenden a n unsre Schwester­
univers i tä t Base l u n d an die S t a d t Base l , die H e i m a t L e o n h a r d Eulers . 

W i e das m a t h e m a t i s c h e D e n k e n vor zwei Jahrhunder ten d e n Antr ieb zur U m g e ­
s ta l tung des öffent l ichen Geis tes in Zürich abgab , so i s t a u c h in der G e g e n w a r t in 
unserm pol i t i schen R a h m e n der R e s p e k t vor der Zahl e in K e n n z e i c h e n unsres 
demokrat i schen S t a a t e s . D i e oberste E n t s c h e i d u n g in al len sachl ichen F r a g e n des 
Staat s l ebens s t eh t d e m V o l k e zu . Verfassungsgesetze , wie e infache Gesetze bedürfen 
der Z u s t i m m u n g der e infachen Mehrheit der s t i m m e n d e n Bürger . B e i der jur is t i schen 
Ergründung des Satzes , dass die Mehrhei t K ö n i g i s t , empf inde t der Vertreter des 
öffentl ichen R e c h t s e inen besondern Stolz in d e m B e w u s s t s e i n , w e n i g s t e n s i m Vor­
hof des m a t h e m a t i s c h e n T e m p e l s z u s t ehen . J a , unser e idgenöss i sches Gese tz über 
das Proport ionalwahl verfahren für d e n N a t i o n a l r a t bed ien t s ich dort , w o es v o m 
Begriff der Verte i lungszahl (nach d e m S y s t e m Hagenbach-Bi schof f ) spricht , d irekt 
einer m a t h e m a t i s c h e n R e d e w e n d u n g u n d zeigt I h n e n , dass sogar die D e m o k r a t i e 
n i cht o h n e e inen Zusatz m a t h e m a t i s c h e r Theo log ie a u s z u k o m m e n v e r m a g . 

N u r in einem P u n k t e h a t die Schweiz die m a t h e m a t i s c h e n Gesetze be ise i te 
geschoben . D e r A n t e i l unsrer drei N a t i o n a l s p r a c h e n u n d K u l t u r e n a n d e m A u f b a u 
u n d der Wei terb i ldung unsres öf fent l ichen L e b e n s wird n i c h t auf das Pr inz ip der 
zah lenmäss igen Stärke v o n D e u t s c h , Französ i sch u n d I ta l i en i sch , gegründet . W i r 
bes i t zen dafür nur eine F o r m e l : die vo l le Gle ichberecht igung der drei N a t i o n a l ­
sprachen. Dieses Vers tändni s für E igenar t u n d Z u s a m m e n a r b e i t e n verschiedener 
e thnographischer E l e m e n t e f indet auch bei I h n e n vol le Bi l l igung . D e n n i m Bere iche 
der m a t h e m a t i s c h e n F o r s c h u n g g e h e n v o n L a n d zu L a n d die S c h l a g b ä u m e in die 
H ö h e . Mit B e w u n d e r u n g b l icken wir auf eine Wissenschaf t , die v o n aller E r d e n ­
schwere befreit i s t u n d d o c h a n die l e t z t en R ä t s e l des L e b e n s u n d der N a t u r heranzu­
tre ten v e r m a g . Wir preisen m i t R e c h t , dass das persönl iche E l e m e n t , we l ches das 
L e b e n so oft vergi f tet , v o n der Schwel le der F o r s c h u n g fernble iben m u s s . Ganz 
v e r m ö g e n wir u n s jedoch d a v o n n i c h t z u befreien, u n d wir gefa l len uns in der Hoff­
n u n g , dass be i I h n e n d a u n d dort w ä h r e n d Ihrer künf t igen S t u d i e n e ine Er innerung 
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a n Zürich mi t schwingen u n d e in leiser zürcherischer T o n mi tk l ingen werde. Se ien Sie 

vers ichert , dass I h n e n v o n d e n H ä n g e n des Zürichberges e in l au te s E c h o a n t w o r t e n 

wird. 

Address of M. O. Vehlen, Professor and Chairman of the Delegation of the United 

States, Princeton 

Professor Veb len spoke informal ly w i t h o u t notes . H e expressed t h e grat i tude 

w h i c h all m a t h e m a t i c i a n s m u s t feel t o Professors F u e t e r a n d Speiser for t h e generous 

w a y in w h i c h t h e y c a m e forward a t B o l o g n a , under v e r y diff icult c ircumstances , 

a n d i n v i t e d t h e Congress t o Zürich. H e fe l ic i tated t h e m on the ir bril l iant success in 

carrying o u t t h e arduous ta sk wh ich t h e y h a d as sumed a t t h a t t i m e . H e also t h a n k e d 

t h e Swiss G o v e r n m e n t , t h e c i t y of Zürich, t h e U n i v e r s i t y of Zürich, and t h e Federal 

Technica l Schoo l for their hospi table cooperat ion . F ina l ly , he referred t o t h e friend­

l iness a n d p leasant manners of t h e cit izens of Zürich of all c lasses w h i c h he i l lustrated 

b y a p l easant l i t t le inc ident . 

Discours de M. Elie Cartan, Délégué de l'Institut et du Gouvernement de la 

République Française, Paris 

Mesdames , Messieurs, 

Mes premières paroles seront pour remercier, a u n o m des m a t h é m a t i c i e n s de lan­

g u e française, les autor i tés fédérales , les autori tés cantonales e t la munic ipal i té de 

Zurich d e l ' intérêt qu'el les ont t émoigné à notre congrès; c'est leur concours qui a 

permis de réaliser c e t t e organisat ion parfaite que nous avons t o u s admirée e t grâce 

à laquel le notre séjour à Zurich ne nous laissera que des souvenirs charmants . 

L a vi l le de Zurich es t l 'une des capi ta les inte l lectuel les de l 'Europe . C'est u n de 

ces l i eux où s'all ient le p lus h a r m o n i e u s e m e n t l'art e t la sc ience, la pensée e t l 'act ion, 

la théorie e t la prat ique . Cet te union t r o u v e son s y m b o l e d a n s ce t t e magni f ique 

E c o l e p o l y t e c h n i q u e fédérale qui , avec l 'Univers i té , a donné asi le à nos séances . 

Sans avoir encore réussi à être centenaire , elle a cependant depuis l o n g t e m p s acquis 

u n e réputa t ion mondia le par la beauté de ses laboratoires , l 'excel lence de son ense igne­

m e n t e t le l ibéral isme avec lequel elle accuei l le les é lèves e t les maîtres de t o u s les 

p a y s . P o u r nous autres mathémat i c i ens , c'est surtout l 'Ecole où ont ense igné les 

D e d e k i n d , les Christoffel, les Schwarz , les Frobenius , les Minkowski , les H u r w i t z , 

sans parler de c e u x qui v i v e n t encore e t d o n t que lques-uns c o m p t e n t parmi les 

maî tres de la pensée m a t h é m a t i q u e contempora ine . Enf in on n o u s a rappelé à t o u t e 
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heure d u jour, a u cas où n o u s aurions p u l 'oublier, q u e l a Suisse e s t l a pa tr i e d e 

L é o n a r d Euler , l 'un des p l u s grands génies m a t h é m a t i q u e s d e t o u s les t e m p s , à qu i 

la Soc i é t é h e l v é t i q u e des sc iences naturel les e s t e n tra in d'édifier u n m o n u m e n t 

grandiose par l a pub l i ca t ion d e ses œ u v r e s c o m p l è t e s . M e sera-t- i l permis d 'ajouter 

qu 'à l 'admirat ion q u e n o u s a v o n s t o u s p o u r Euler s e jo int u n e n u a n c e d'affect ion, 

depuis q u e s o n effigie n o u s a o u v e r t l ibéra lement les por te s d e t o u s les t r a m w a y s d e 

Zurich! 

T o u t notre t e m p s n e s'est h e u r e u s e m e n t pas passé dans l es t r a m w a y s , n i m ê m e 

à écouter des conférences o u à parler d e m a t h é m a t i q u e s . L e Comité d 'organisat ion 

s'est ingénié à n o u s faire connaî tre l es p l u s b e a u x s i t e s d e l a Suisse , qu i e n c o m p t e 

t a n t . J e n e m e donnerai p a s le ridicule d e chanter , après t a n t d'autres , l es forêts , 

les lacs e t les m o n t a g n e s d e la Suisse . U n e impress ion qu i n o u s a t o u s frappés e s t q u e 

nul le par t , m e semble- t - i l , l a n a t u r e n'est p lus h u m a i n e . D a n s notre p r o m e n a d e d e 

mardi dernier sur le lac d e Zurich, u n é l é m e n t essent ie l aurait m a n q u é a u c h a r m e 

qui se dégagea i t d u p a y s a g e h a r m o n i e u x déroulé sous n o s y e u x si l ' h o m m e n ' y a v a i t 

mani fes té sa présence par t o u t e s ces v i l las é tagées sur le f lanc des m o n t a g n e s e t 

par les lumières qui , à la c h u t e d u jour, se s o n t mises à briller c o m m e a u t a n t d'éto i les , 

f ormant ainsi u n ensemble d o n t il e û t é t é imposs ib le d e dé tacher le m o i n d r e déta i l 

sans nuire à la b e a u t é d u t o u t . U n phi losophe anc ien , je n e sais lequel , a d o n n é d e 

l'art la déf init ion s u i v a n t e : h o m o a d d i t u s natura?. P o u r a u t a n t q u e c e t t e déf in i t ion 

es t e x a c t e , la Suisse e s t u n e i m m e n s e œ u v r e d'art . 

Mais la Suisse e s t b e a u c o u p plus q u e cela . Ceux qui , c o m m e moi , o n t pris part à 

l 'excursion du lac des Quatre-Cantons n 'ont p u se défendre d 'une é m o t i o n profonde 

e n p a s s a n t d e v a n t la Te l l sp lat te e t la p la ine d u R u t h . Ce s o n t là des l i eux sacrés; 

les s e n t i m e n t s qui o n t a n i m é là que lques centa ines d e p a y s a n s font m a i n t e n a n t 

part ie d u patr imoine moral d e l 'humani t é t o u t ent ière . D e ces s e n t i m e n t s t rès 

s imples , ma i s lourds de répercuss ions lo inta ines , e s t sort ie la Suisse ac tue l l e , terre 

d e s tabi l i té dans la t e m p ê t e , asi le de concorde pour t o u s les h o m m e s de b o n n e v o l o n t é . 

N ' e n d o u t o n s p o i n t ! Vo i là la raison profonde pour laquel le le premier congrès inter­

nat iona l des m a t h é m a t i c i e n s s 'est réuni à Zurich e n 1897; v o i l à aussi la ra i son pro ­

fonde pour laquel le nous n o u s t r o u v o n s réunis à Zurich en 1932. 

Ceux d'entre n o u s qui o n t ass is té il y a quatre ans a u congrès de B o l o g n e , prés idé 

par notre cher e t vénéré col lègue M. Pincherle , n e se rappel lent p a s sans é m o t i o n la 

séance de c lôture t e n u e dans la magni f ique salle, chargée d'histoire, d u P a l a z z o 

V e c c h i o , séance dans laquel le notre col lègue M. F u e t e r , r é p o n d a n t à l ' é loquent appe l 

d e M. Pincherle , n o u s inv i ta i t off ic ie l lement à tenir notre prochain congrès à Zurich. 

N o u s n o u s rendions t rop b ien c o m p t e d u lourd trava i l q u e n o s col lègues suisses 

s ' imposèrent ainsi e t n o u s leur é t i ons reconnais sants par a v a n c e d e leur d é v o u e m e n t . 

Si n o u s cherchons par ex trapo la t ion à déterminer le n o m b r e d e s congrès qui se 
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t i e n n e n t annue l l ement à Zurich, nous arrivons à des chiffres as tronomiques puisque , 

d'après ce q u e n o u s a v o n s p u constater par n o u s - m ê m e s , il s 'en t i en t u n n o u v e a u 

t o u s les tro is jours. I l es t extraordinaire q u e n o s col lègues , e t e n particulier r é m i n e n t 

R e c t e u r d e l 'Ecole p o l y t e c h n i q u e puissent y résister. I l e s t vrai q u e , à ce r y t h m e , il 

a dû se créer, pour l 'organisat ion des congrès , une t echn ique mervei l leuse , e t c'est 

ce que n o t r e expér ience vérifie. Mais i l y a u n e chose q u e la t e c h n i q u e la p lus per­

fec t ionnée n e donnera jamais , c'est la cordial ité de l 'accueil e t , b ien p lus encore, 

c e j e n e sais quoi , difficile à exprimer par des m o t s , qui nous fait sentir q u ' o n est 

reçu par des amis , heureux de nous accueill ir, heureux de nous sentir c o n t e n t s chez 

e u x , h e u r e u x de trouver dans notre joie la récompense de leurs efforts. Si notre cher 

prés ident M. Fueter , si M. le R e c t e u r Planchere l , si t o u s leurs col laborateurs ava ient 

éprouvé , a v a n t l 'ouverture d u congrès , une appréhens ion que lconque , qu'i ls so ient 

rassurés. Mes chers col lègues , nous s o m m e s très c o n t e n t s de notre séjour chez vous , 

e t je suis très heureux d'avoir é t é choisi pour v o u s le dire. 

Ansprache von Herrn Prof. Weyl, Präsident und Delegierter der deutschen 

Mathematiker-Vereinigung, Göttingen 

Geehrte F e s t v e r s a m m l u n g ! 

Wir w o h n e n hier e inem ausserordentl ich unwahrscheinl ichen Ereignis bei . Für 

die Zahl n der vor d e m jetz igen Augenbl i ck eröffneten internat ionalen Mathemat iker­

kongresse bes teht die U n g l e i c h u n g 7 < n 9; zu einer genaueren Aussage reichen 

leider unsere ax iomat i schen Grundlagen n icht aus . Vergle ichen Sie d a m i t die Zahl 

der v o r h a n d e n e n S t ä d t e , so ist es doch höchs t verwunderl ich , dass v o n diesen < 9 

K o n g r e s s e n jetzt bereits der zwei te hier in Zürich s tat t f indet . I c h glaube aber, dass 

für die e b e n recht v a g e formulierte Wahrsche in l ichkei t saussage diejenige Lehre über 

die Grundlagen der Wahrsche in l ichke i t srechnung recht hat , welche sagt , die Wahr­

scheinl ichkei t sei re lat iv auf unser W i s s e n bzw. N ich tw i s s en . Man muss nur einige 

T a t s a c h e n wissen, u m d e m Ereignis , w e l c h e m wir be iwohnen , se inen erstaunl ichen 

Charakter z u n e h m e n . 

D e r R e i g e n der internat ionalen Mathemat ikerkongresse wurde 1897 v o n Zürich 

eröffnet. D a m a l s formulierte der Präs ident des Kongresses , Herr Geiser, die e ine und 

fundamenta l s t e der T a t s a c h e n , auf die m a n sich z u m Verständnis des vorl iegenden 

ers taunl ichen Ereignisses berufen m u s s , in seiner Eröffnungsansprache folgender-

m a s s e n : „ N a c h d e m auf Grund mannigfacher mündl icher u n d schriftlicher Korre­

spondenzen das Pro jek t e ine festere Gesta l t a n z u n e h m e n b e g o n n e n ha t t e u n d auch 

die Ortsfrage wiederhol t in E r w ä g u n g gezogen worden war, wurde es a l lgemein als 

zweckmäss ig beze ichnet , dass der erste Versuch v o n e inem L a n d e ausgehen m ö c h t e , 

das durch seine Lage , Verhältnisse u n d durch seine Tradi t ion zur A n b a h n u n g inter-
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nat ionaler B e z i e h u n g e n besonders gee ignet sei. So r i chte ten s ich d e n n b a l d d ie B l i cke 
n a c h der Schweiz u n d insbesondere n a c h Zürich ." N a c h der n a m e n l o s e n u n d b e ­
s c h ä m e n d e n Verwirrung der Geister i m Gefolge d e s grossen Kr ieges w u r d e die 
Schweiz n o c h m e h r als z u v o r z u m H o r t der kul ture l len E i n h e i t E u r o p a s , d ie al len 
Zerklüftungen durch Sprache, Geschichte u n d nat iona len K a m p f z u m Trotz b e s t e h t . 
Auf ihrem B o d e n k n ü p f t e n s ich die zerrissenen F ä d e n wieder a n . A l s Vertreter einer 
Wissenschaf t , d ie , w a s Universa l i tä t ihres Gehal t s u n d ihrer A u s d r u c k s m i t t e l a n ­
langt , nur noch in der Musik ihresgle ichen h a t , s ind wir M a t h e m a t i k e r natür l i che 
Verbündete des Idea l s , das i m s taa t l i chen L e b e n E u r o p a s die Schweiz verkörpert . 
So fangen auch wir in g e w i s s e m S inne in Zürich z u m z w e i t e n m a l wieder an , wie i ch 
hoffe, z u d e m Gelöbnis bere i t : Wir w o l l e n u m des po l i t i schen K a m p f e s wi l l en e in ­
ander nie wieder als Menschen u n d als M a t h e m a t i k e r verraten . 

Aber die Schweiz i s t u n s M a t h e m a t i k e r n zugle ich teuer als das Geburts land 
einiger unserer gröss ten H e r o e n . Ihr gehört j ene wunderbare M a t h e m a t i k e r d y n a s t i e 
an , die Fami l i e der Bernoul l i s , unter d e n e n n a m e n t l i c h J a k o b , J o h a n n e s u n d Dan ie l 
hervor leuchten . D i e Schweiz s chenkte u n s i m 18. J a h r h u n d e r t das überragende 
Genie Leonhard Eulers , i m 19. d e n urwüchs igen geometr i s chen Geist J a k o b Steiner . 
A u c h in Zeiten, d e n e n so gewal t ige B e g a b u n g e n n icht d e n S t e m p e l aufdrückten — sie 
b le iben ja i m m e r e in se l tenes , kos tbares Geschenk der N a t u r —, h a t die M a t h e m a t i k 
in Unterr icht u n d F o r s c h u n g s tändige Pf lege ge funden; u n d wir M a t h e m a t i k e r 
deutscher Zunge freuen uns v o n H e r z e n der b l ü h e n d e n Frische , we lche gerade j e t z t 
das m a t h e m a t i s c h e L e b e n der Schweiz aufweist . 

A l s e inen dr i t ten Grund dafür, dass wir Mathemat iker u n s abermals u n d in so 
grosser Zahl in Zürich getroffen h a b e n , be trachte i ch die Lage u n d unvergle ich l iche 
Schönhe i t dieses L a n d e s u n d insbesondere dieser S t a d t . D a b i n ich n u n versucht , 
w e n n ich n icht m e i n Herz fes thal te , m i c h zu m e i n e n d e u t s c h e n Ko l l egen z u w e n d e n 
u n d ohne E n d e zu we i sen u n d zu preisen. D e n n dies ist die S t a d t , in der ich viele 
Jahre lang, als Nachfo lger v o n Herrn Geiser, i m L e h r a m t a n der Techni schen H o c h ­
schule zu wirken das Glück h a t t e . Er innerungen s türzen w i e e in S c h w ä r m v o n M ö w e n 
auf mich herab : D i e S t a d t bei e inem Gang über die Gemüsebrücke an W i n t e r t a g e n , 
N a c h m i t t a g e auf d e m Dolder , kurze Spaziergänge a m W a l d r a n d ent lang oberhalb 
der Susenbergstrasse an F ö h n t a g e n , w e n n die ganze A l p e n k e t t e v o m Sänt i s bis zur 
Jungfrau in klarem Glänze da lag , sti l le S o m m e r a b e n d e auf unserm B a l k o n , v o n w o 
wir auf das wabernde Lichtermeer der Ufer des e indunke lnden Sees bis über Thalwi l 
h inaus schauten , e in Morgen auf d e m Uet l iberg , W a n d e r u n g die Alb i ske t te en t lang; 
vor a l l em aber der See m i t Schiffl ifahren, R u d e r n , Sege ln u n d B a d e n ; die Landschaf t 
des Zürichsees , die Goe the in e in paar so herrlichen Zei len besang , dass j ede andere 
Schi lderung davor v e r s t u m m e n muss . I c h hoffe, dass alle Kongressmi tg l i eder in 
diesen T a g e n , denen der W e t t e r g o t t ho ld war , e in b i sschen v o n a l l edem gesehen und 
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genossen h a b e n , w a s in mir als Erinnerung vieler Jahre aufgespeichert is t ; in m a n ­
c h e m wird der H y m n u s des Dichters K l a b u n d , der hier eine Zuflucht fand, wie in 
mir e ine Gefühlssaite z u m Mitschwingen br ingen : 

„ I c h darf i m A r m der Fre ihe i t ruhig schlafen, 
U n d Zürich heisst mir mehr a l s : S t a d t a m See. 
E s he isset : B l u m e n a u g e , Alpenhafen , 
U n d sonnengoldbeglänzte D a n a e . " 

D a s al les h ä t t e uns aber n icht nach Zürich gebracht , w e n n n icht n o c h e in Viertes 
g e w e s e n wäre : der M u t v o n Herrn Fueter , der es vor vier Jahren in B o l o g n a w a g t e , 
in einer gar n icht e infachen S i tuat ion , die E in ladung nach Zürich auszusprechen, 
z u s a m m e n m i t der In i t ia t ive seiner Zürcher u n d Schweizer Kol l egen . Er w u s s t e , dass 
er s ich ausser auf diese auf die we i tgehende U n t e r s t ü t z u n g der B e h ö r d e n u n d weiterer 
Kreise in S tadt , K a n t o n u n d Eidgenossenschaft verlassen konnte . T r o t z d e m war es 
ke in geringes W a g n i s . D i e in der Zwischenzei t e ingetretene furchtbare wirtschaft l iche 
Depress ion hat die Aufgabe noch vie l schwerer g e m a c h t . So mancher internat ionale 
Kongres s wurde i m l e t z t en Jahre abgesagt , der Mathemat ikerkongress f indet s ta t t . 
D a s s Ihr das zus tande gebracht habt , l iebe Schweizer Kol l egen , u n d uns diese w u n ­
derschöne T a g u n g berei tet habt , dafür s ind wir E u c h den grössten D a n k schuldig. 

Trotz des d icken Grenzstriches, den N o t - und Dev i senverordnungen gegenwärt ig 
zwischen Re ichsmark , Schil l ing u n d d e m schweizer F r a n k e n ziehen, k ö n n e n wir 
D e u t s c h e u n d Österreicher n icht anders als uns herzlich E u c h Schweizern verbunden 
fühlen. Wir sprechen m i t d e m grösseren Teil Eures Volkes dieselbe Sprache , w e n n 
Ihr auch treuer als die me i s t en andern deut schen S t ä m m e an Eurer besonderen Mund­
art fes tgehal ten h a b t . V o n Zürich g ing i m 18. Jahrhundert die Wiederentdeckung 
des W e s e n s deutscher Poes ie aus , im 19. Jahrhundert war e in grösster Meister 
deutscher Prosa Staatsschreiber zu Zürich. Der Bez i ehungen herüber u n d hinüber 
Hessen s ich gar v ie le aufzählen. 

V o n Göt t ingen , w o ich je tz t behe imate t b in , habe ich zweierlei mi tgebracht , w a s 
i ch als Zeugnis unserer engen Verbundenhe i t anführen k a n n . D a s Ers te ist ein 
hübsches al tes B ä n d c h e n , das ich dieser Tage in e inem Gött inger Ant iquar ia t auf­
trieb, e n t h a l t e n d Albrecht v o n Hallers „Versuche Schweizerischer Gedichte" , in 
zehnter Auflage gedruckt in der Gött inger Univers i tä t sbuchhandlung 1768. Hal ler , 
e in bodenständiger Berner und ein Gelehrter v o n schier universa lem U m f a n g des 
Forschungsgebie t s , begründete in den ersten Jahrzehnten den R u h m der Gött inger 
Univers i tä t , an welcher er später in Männern wie Gauss u n d R i e m a n n nicht unwürdige 
Nachfolger f inden sol l te . U n t e r den in j enem B ä n d c h e n vere in igten Poes ien f inden 
wir das grosse Gedicht „ D i e A l p e n " , Verse an den Zürcher F r e u n d B o d m e r und auf 
die Hochze i t des Berner Schultheissen v . Ste iger neben K a n t a t e n zur E i n w e i h u n g 
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der „ G ö t t i n g e r h o h e n S c h u l e " u n d zur B e g r ü s s u n g ihres Gründers , des eng l i schen 
K ö n i g s Georg I I . A u c h e in Gedicht a n d e n Zürcher Canonicus u n d M a t h e m a t i c u s 
Gessner , aus d e m i ch e ine S trophe hier z i t ieren wi l l : 

B a l d s te iges t d u auf N e w t o n s P f a d 
I n der N a t u r g e h e i m e n R a t , 
W o h i n d ich de ine Messkuns t l e i te t . 
O Messkunst , Z a u m der P h a n t a s i e ! 
W e r dir wil l fo lgen, irret n ie ; 
W e r o h n e d ich wi l l gehn , der g le i te t . 

V o n Hal ler selber erzählt se in B iograph , dass er bei Tische , auf der Strasse , z u Pferde 
u n d b e i m Spaz ierengehen jederzei t e inen klass i schen Schriftstel ler vor s ich h a t t e u n d 
a n se inem H o c h z e i t s t a g e in der Di f f erent iahechnung arbei te te . V o n d ie sem nüch­
ternen Gelehrtengeis te unseres ers ten grossen Berner Lehrers h a b e n „wir Völker an 
der sanf ten L e i n e " - wie er u n s e inmal n e n n t - i m m e r e t w a s b e h a l t e n , w e n n wir auch 
so h o h e s Vorbi ld k a u m mehr erreichen. A u s se inem G e d i c h t b a n d s trahl t u n s die 
weltbürgerl iche Ges innung des 18. Jahrhunder t s en tgegen , deren hinre issenden A u s ­
druck in Less ings „ N a t h a n der W e i s e " i ch vorges tern in der Eröf fnungsvorste l lung 
des h ies igen Schauspie lhauses v o n n e u e m er lebte . Wir , K i n d e r einer E p o c h e , die 
d a s nat iona le Z e l o t e n t u m erfunden h a t , s chauen m i t N e i d darauf zurück. 

D e r zwe i te Zeuge enger Verbundenhe i t v o n d e u t s c h u n d schweizer isch, d e n ich 
n e b e n d iesem G e d i c h t b ä n d c h e n mi tgebracht habe , das b in ich se lbst . L e g e n Sie mu­
das n icht als Ü b e r h e b u n g aus! D i e D e u t s c h e Mathemat ikervere in igung h a t m i c h für 
dieses J a h r z u m Vors i t zenden erwähl t in ausdrückl ichem Hinb l i ck auf d e n Zürcher 
K o n g r e s s . N e h m t diese Geste , l iebe Schweizer F r e u n d e , s t a t t aller W o r t e als A u s ­
druck der Zuneigung u n d des D a n k e s der d e u t s c h e n Mathemat iker ! Man w u s s t e , 
wie n a h e ich Zürich u n d E u c h n o c h i m m e r v e r b u n d e n b in , unter denen i ch die 
g lück l i chs ten u n d b e s t e n Jahre me ines Wirkens verbrachte . I c h war durch 17 J a h r e 
e in Diener der E idgenossenschaf t , deren B u n d e s r a t u n s h e u t e hier so w a r m begrüsst 
ha t . N o c h i m m e r lasse i ch m i c h — w e n n Sie mir d ieses K o m p l i m e n t er lauben wol len , 
Herr B u n d e s r a t Meyer — über die Weltere ignisse , a u c h die m e i n e s e igenen Vater­
landes , durch die „Züri -Zi t ig" be lehren 1 ) A n der ers ten S i t zung , die der Vorberei­
t u n g dieses Kongresses d iente , h a b e i ch n o c h als Zürcher t e i l g e n o m m e n , so dass es 
e t w a z u m 1 0 1 0 t e n Tei l Se lbst lob i s t , w e n n i ch unsere Schweizer Ko l l egen z u d e m 
Gel ingen dieser T a g u n g beg lückwünsche . 

I c h b i t t e die Gäste d ieses L a n d e s , durch A k k l a m a t i o n den fo lgenden B e s c h l u s s 
unserer V e r s a m m l u n g gutzuhe i s sen : D i e Schweiz u n d unsere gegenwärt igen Schwei ­
zer F r e u n d e h a b e n s ich u m die m a t h e m a t i s c h e Wissenschaf t verd ient g e m a c h t . 

*) Der Angeredete war bis vor kurzem Chefredakteur der Neuen Zürcher Zeitung. 
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Parole pronunciate dal Presidente della delegazione Italiana, Francesco Severi, 

Professore, Roma 

Signor Consigliere Federale; Signore; Signori! 

H o l 'onore di arrecare al nobi le P a e s e che ci ospi ta , al suo Governo e d ai m a t e ­

m a t i c i svizzeri , i l sa lu to cordiale del l ' I ta l ia e del suo Governo , nonché quel lo di 

t u t t i i m a t e m a t i c i di l ingua i ta l iana. 

A b b i a m o trascorso in ques te r identi contrade , largamente sorrise dal la natura , 

abbel l i te dal la grazia e dalla capac i tà organizzat iva del P o p o l o , rese ancor più 

at traent i da l signorile senso di ospi ta l i tà svizzero, g iornate del iziose, che n o n d imen­

t i c h e r e m o , e che h a n n o contr ibui to a rendere mo l to m e n o gravos i i nostr i lavori . 

Come I ta l iano e c o m e cultore del la geometr ia algebrica, s ento di dover qui 

ricordare con r iverenza il n o m e di J a c o b Steiner, il grande di Bas i l ea , che fu u n o dei 

fondator i del la moderna geometr ia s intet ica , e d i n o m i di W i l h e l m Fiedler e di Adolf 

H u r w i t z , i quali i l lustrarono il Po l i t ecn ico di Zurigo, e d arrecarono contr ibut i di 

gran pregio all ' indirizzo m a t e m a t i c o , che più ci è caro. 

D e v o po i ricordare con particolare c o m p i a c i m e n t o che u n o dei nostri , i l Prof. 

E u g e n i o Togl iat t i , ha qui insegnato in fraterna in t imi tà coi col leghi svizzeri , ed 

infine che , proprio ne l l 'ambiente a l to e sereno del Po l i tecn ico di Zurigo, si é com­

p i u t a ne l 1915, per l ' in tervento di u n vos tro d o t t o geometra , il Prof. Grossmann, al 

quale i n v i a m o i più cordiali auguri, la fus ione fra il calcolo differenziale asso luto del 

Ricc i e del Lev i -Civ i ta e la teoria del la re lat iv i tà di Alberto E ins te in . 

N o i I ta l iani a b b i a m o d u n q u e più di un t i to lo spirituale , r insaldato anche dalla 

l ingua c o m u n e con u n a parte de l v o s t r o P o p o l o , a l l ' int ima amiciz ia con la Svizzera. 

R ingraz io da parte dei m a t e m a t i c i i tal iani gli organizzatori del r iuscit iss imo 

Congresso, che qui si è t e n u t o , e d in ispecial m o d o il nostro i l lustre e d infaticabile 

Pres idente Prof. F u e t e r ed i solerti Segretari i . 

Ques te p iante di cui , con a t t o de l icato , si è c ircondato il t a v o l o dell 'oratore, sono 

il s imbolo del la gent i lezza dei nostri ospit i ; il verde di q u e s t e p a l m e è il s imbolo della 

sempre v i v a speranza nel la cont inui tà dei progressi del la sc ienza a cui a b b i a m o v o t a t o 

la v i ta ; i l rosso di ques t i fiori è il s imbolo del calore del la nostra grat i tudine e dei 

nostr i r ingraziament i per le accogl ienze vos tre . 
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Thee im Grand-Hôtel Dolder, Zürich. 11. September, 16 Uhr 

A n s p r a c h e v o n H e r r n S t ä n d e r a t D r . Klöti, Präs ident der S t a d t Zürich. 

Ansprache v o n H e r r n Prof. D r . Hamd, Berhn-Char lot tenburg . 

Ansprache von Herrn Ständerat Dr. Emil Klöti, Stadtpräsident von Zürich 

Sehr geehrte D a m e n u n d Herren! 

E s m a g e t w a s p o s t f e s t u m erscheinen, w e n n der Sprechende s ich h e u t e z u m W o r t e 
m e l d e t , u m Sie in unserer S t a d t , w o Sie s c h o n se i t e iner W o c h e t a g e n u n d die z u 
ver lassen Sie bereits i m Begriffe s ind, w i l l k o m m e n z u he i ssen . E s k ö n n t e fa s t s che inen , 
wir h ä t t e n u n s erst n o c h bes innen m ü s s e n . 

D a v o n ist natür l ich ke ine R e d e . D i e M a t h e m a t i k e r s ind ja überal l so g e a c h t e t e 
Wissenschaf ter u n d so harmlose Menschen , dass wir u n s gar n icht vors te l l en k ö n n e n , 
dass s ie n icht überal l w i l l k o m m e n wären . So h a b e n wir u n s d e n n auch n i c h t erst 
h e u t e , sondern schon lange vor Eröf fnung des Kongres se s gefreut , e ine so i l lustre 
in ternat iona le Ge lehr tenversammlung , a n der die p r o m i n e n t e s t e n Vertreter fas t 
aller S t a a t e n u n d K o n t i n e n t e t e i lnehmen , in unserer k le inen S t a d t beherbergen zu 
dürfen. 

D a s s wir erst h e u t e d a z u k o m m e n , dieser Freude Ausdruck z u geben , h a t se inen 
Grund nur darin, dass die ums ich t igen Organisatoren des Kongres se s in gesch ickter 
Wei se dafür sorgten, dass Sie , verehrte A n w e s e n d e , n i c h t z u v ie le offizielle B e g r ü s -
sungsansprachen , die ja bekannt l i ch so kurzwei l ig s ind, auf e i nm a l über s ich ergehen 
lassen m u s s t e n . 

I c h b i t t e Sie a lso , d e n s p ä t e n , aber n i c h t minder aufr icht igen W i l l k o m m g r u s s 
der B e h ö r d e n u n d der B e v ö l k e r u n g unserer S t a d t e n t g e g e n z u n e h m e n , u n d hoffe, 
dass es I h n e n in der verf lossenen W o c h e v e r g ö n n t g e w e s e n sei, in Zürich n i c h t nur 
nütz l i che , sondern auch schöne T a g e z u ver leben . Unsere S t a d t h a t s ich b e m ü h t , 
s ich d e n verehrten Gäs ten in s c h ö n e m S e p t e m b e r - S o n n e n g l a n z e zu ze igen, so dass 
wir hoffen dürfen, es sei ihr ge lungen , I h n e n n i c h t nur durch ihre h o h e n Pre ise , 
sondern auch durch ihre landschaft l i che Schönhe i t R e s p e k t e inzuf lössen. 

E s g ib t zwar a u c h bei u n s d a n n u n d w a n n R e g e n t a g e ; ich wi l l aber deren jähr­
l iche Zahl diskret verschwe igen , da ich n icht Gefahr laufen m ö c h t e , Sie durch N e n ­
n u n g e iner Zahl aufs m a t h e m a t i s c h e Gebie t abzu lenken . 
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D i e s e Gefahr soll ja recht gross se in; h a t d o c h der Ber ichters ta t ter einer hies igen 
Z e i t u n g geschrieben, S ie h ä t t e n a m Ausf lug n a c h Rapperswi l v o m l e t z t e n D i e n s t a g 
s i c h ausschl iess l ich m i t hocherns ten m a t h e m a t i s c h e n P r o b l e m e n befasst u n d die 
s c h ö n e U m w e l t ke ines B l i ckes gewürdigt , u n d Sie h ä t t e n in Rapperswi l Tee ge trunken 
„ i m m e r F o r m e l n lösend u n d Theor ien a b w a n d e l n d " . 

D a s i s t natür l ich e ine der b e k a n n t e n journal is t i schen Übertre ibungen . H ä t t e der 
M a n n g e n a u e r beobachte t , so h ä t t e er gewis s bemerkt , dass I h n e n die Schönhe i t des 
Zürichsees , d ie schon Goethe begeis terte , n i c h t e n t g a n g e n is t , dass Sie es aber m i t 
R a f f i n e m e n t v e r s t a n d e n haben , s ich zwei Genüssen , d e m N a t u r g e n u s s u n d d e m Ge-
n u s s geistreicher U n t e r h a l t u n g , in geschickter K o m b i n a t i o n h inzugeben . 

D e n m e i s t e n der verehrten Gäste i s t es w o h l k a u m v e r g ö n n t gewesen , in den 
w e n i g e n K o n g r e s s t a g e n auch die B e v ö l k e r u n g Zürichs k e n n e n z u lernen. Sie m ö g e n 
s i c h w o h l b e i m Anbl i ck der S t a d t u n d ihrer U m g e b u n g g e d a c h t h a b e n , es müsse 
hier d o c h e in g lückl iches Völk le in w o h n e n . 

Be i näherer Berührung m i t d e n E i n w o h n e r n wäre diese ideale Vorste l lung aber 
w o h l erschüt ter t worden . Gewiss i s t Zürich ke ine häss l iche u n d auch ke ine arme 
S t a d t . M a n zähl t sie sogar zu den re ichsten S t ä d t e n der Erde , in der jeder E i n w o h n e r 
e i n respektables durchschni t t l i ches V e r m ö g e n bes i tz t . Aber Sie als Mathemat iker 
wi s sen ja , w a s e in D u r c h s c h n i t t b e d e u t e t . E r k a n n s ich bekannt l i ch aus sehr extre­
m e n Grössen z u s a m m e n s e t z e n , i m m e r h i n darf gesagt werden, dass der Lebenss tan­
dard der unteren Volksklassen bei u n s wesent l i ch höher i s t als a n m a n c h e n andern 
Orten. Ob er be ibeha l ten werden k a n n , wird fraglich. D i e Kris is , die unser L a n d lange 
verschont h a t , greift v o n T a g z u T a g wei ter u m sich. D e r E x p o r t , e ine E x i s t e n z ­
n o t w e n d i g k e i t unseres kle inen, der Rohsto f fe en tbehrenden Binnenlandes , schrumpft 
bedenkl i ch z u s a m m e n . D i e Zahl der Arbei t s losen , noch lange n icht so erschreckend 
w i e in m a n c h e n andern S taa ten , w ä c h s t m i t t e n i m S o m m e r v o n M o n a t z u Monat , 
u n d wir s e h e n m i t Besorgnis d e m k o m m e n d e n Winter u n d d e m n ä c h s t e n J a h r e mi t 
ihrer N o t u n d mi t ihren K ä m p f e n g e g e n die S e n k u n g des Lebensn iveaus u n d u m die 
Verte i lung der Kr i sen las ten auf die e inze lnen Volkssch ichten en tg eg en . S o f inden 
Sie d e n n in unserer B e v ö l k e r u n g zurzei t m e h r U n r u h e u n d Unzufr iedenhe i t als 
beschaul iches Glück. 

Bedauer l icherweise beschränkt s ich die Absehl iessung der e inze lnen S t a a t e n 
n icht nur auf das wirtschaft l iche Gebiet , sie greift v i e lmehr auch auf das geis t ige 
Gebiet über. I n dieser schwierigen Zeit i s t es besonders wertvol l , w e n n die e inze lnen 
Wissenschaf ten ihren internat ionalen Charakter pf legen u n d s tärken. D e r Sprechende 
i s t n i cht in der Lage , die wissenschaft l iche A u s b e u t e Ihres Kongresses z u würdigen . 
Aber der W e r t internat ionaler Kongresse h e g t , n a m e n t l i c h bei d e n e x a k t e n Wi s s en ­
schaf ten , weniger in d e n Vorträgen, sondern vor a l lem in der Schaffung persönl ichen 
K o n t a k t e s und in der Pf lege der Kol l eg ia l i tä t unter d e n Vertretern der e inze lnen 
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Wissenschaf ten , u n b e k ü m m e r t u m die Versch iedenhe i t der R a s s e u n d der N a t i o n a ­
l i tä t . 

I c h hoffe u n d zweif le n i c h t daran , d a s s der s e i n e m E n d e e n t g e g e n g e h e n d e K o n ­
gress dieser A u f g a b e gerecht g e w o r d e n i s t u n d s o mith i l f t , d e n G e d a n k e n der In ter -
na t iona l i tä t f e s t zuha l t en u n d z u ver te id igen g e g e n d ie S t r ö m u n g e n , d ie d i e na tür ­
l iche L i e b e zur H e i m a t i n h e m m u n g s l o s e n N a t i o n a l i s m u s u n d C h a u v i n i s m u s aus ­
ar ten las sen wol l en . 

Gewis s b i ldet der in ternat ionale Z u s a m m e n h a l t der M a t h e m a t i k e r h i e g e g e n n u r 
e in besche idenes Gegengewicht . W e n n aber a u c h i n andern W i s s e n s g e b i e t e n dieser 
Geist der Un iversa l i t ä t der Wissenschaf t gepf legt wird , so k ö n n e n die Vertre ter der 
Wissenschaf t i n s g e s a m t d o c h e i n e n wesent l i chen Einf luss a u s ü b e n u n d d a z u bei ­
t ragen , dass wir b a l d wieder aus dieser unerfreul ichen E p o c h e der n a t i o n a l e n A b -
schl iessung h e r a u s k o m m e n . J e d e Gruppe, d ie in dieser R i c h t u n g tä t i g i s t , v e r d i e n t 
A n e r k e n n u n g u n d D a n k . D i e s e m Gefühle des D a n k e s gegenüber I h r e m K o n g r e s s e 
g e s t a t t e t s i ch der S t a d t r a t dadurch s y m b o l i s c h e n A u s d r u c k z u geben , dass er d e m 
e m i n e n t e n Vertreter der Vere in ig ten S t a a t e n v o n A m e r i k a , H e r r n Professor V e h l e n , 
Pr ince ton , d e m hervorragenden Vertreter der d e u t s c h e n Mathemat iker , H e r r n P r o ­
fessor Hi lber t , Göt t ingen , u n d d e m sehr v e r d i e n t e n P r ä s i d e n t e n des Organisat ions-
k o m i t e e s , Herrn Professor Fue ter , Zürich, d ie K u n s t m a p p e der S t a d t Zürich über­
re icht . 

U n d n u n , verehrte D a m e n u n d Herren, w ü n s c h e i ch I h r e m K o n g r e s s noch e i n e n 
h a r m o n i s c h e n A b s c h l u s s u n d I h n e n al len e ine g lückl iche He imre i se . 

M ö g e n d ie T a g e v o n Zürich bei I h n e n in guter Er innerung b le iben u n d Sie 
ermuntern , u n s ge legent l i ch wieder m i t I h r e m B e s u c h e zu beehren . 

Ansprache von Herrn Prof. Dr. Hamel, Berlin-Charlottenburg 

Sehr geehrter Herr S tadtpräs ident , m e i n e D a m e n u n d Herren! 
E s i s t mir v o n der Kongress l e i tung der ehrenvol le Auf trag geworden , I h n e n , 

Herr S tadtpräs ident u n d der S t a d t Zürich unseren herz l ichen D a n k auszusprechen , 
sowohl für die freundl ichen Begrüssungswor te , die Sie u n s g e w i d m e t h a b e n , als auch 
für die sonst igen Vergüns t igungen , die die S t a d t u n s h a t zute i l werden lassen . I c h 
habe n icht jeden der 800 Kongress i s t en u m seine Z u s t i m m u n g b i t t en k ö n n e n , dass 
i ch für i h n mi t spreche , i ch hoffe aber doch , dass Sie alle e invers tanden s ind, w e n n ich 
m i c h b e m ü h e , unseren D a n k so w a r m als irgend m ö g l i c h a b z u s t a t t e n . 

Zu e i n e m w e r t v o l l e n B i lde gehört e in schöner, passender R a h m e n , z u e i n e m 
K o n g r e s s , der u n s wissenschaf t l i ch u n d persönl ich s o bereichert h a t , gehör t e ine 
ent sprechende S t a d t . U n d wer wol l t e l eugnen , dass Zürich geradezu e ine ideale 
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K o n g r e s s s t a d t is t? E s i s t e ine Grossstadt m i t allen A n n e h m l i c h k e i t e n einer so lchen , 
aber e s i s t e ine S t a d t , die überall in engster B e z i e h u n g zur N a t u r s t eh t : A l l en tha lben 
b ie te t s ie d e m A u g e d a s Grün des Laubes , das sch immernde Grünblau des Sees , dazu 
die l e u c h t e n d e He l l e e ines wunderbaren mi t te l europäi schen Septembers . D i e für 
u n s Geistesarbeiter s o n o t w e n d i g e Erho lung w a r d a m i t gegeben . Zürich i s t a u c h eine 
S t a d t , be i der m a n , w i e e in K i n d sagte , abends die Sterne sowohl über s i ch a m 
H i m m e l w i e a u c h unter s ich s ieht . D e r Anbl i ck Zürichs v o n se inen b e w o h n t e n H ö h e n 
a u s i s t be i N a c h t ebenso bezaubernd w i e be i Tag . Zürich ist e ine Grosss tadt , e ine 
u n g e m e i n gewerbefleissige S t a d t m i t H o c h h ä u s e r n u n d a l l em Modernen, das z u einer 
Grosss tadt gehört . Aber es ist a u c h e ine S t a d t , die e in Grossmünster u n d Er inne­
r u n g e n a n Kar l den Grossen bes i tz t u n d diese z u wahren u n d zu w e r t e n weiss . Zürich 
i s t e ine Grosss tadt m i t d e m n u n e inmal d a z u gehörenden L ä r m e n u n d H a s t e n , aber 
e s i s t a u c h e ine S t a d t der H o c h s c h u l e n , der Geistesheroen Zwingl i u n d Pes ta lozz i , 
u n d e ine S t a d t der Dichter , der K o n r a d F e r d i n a n d Meyer u n d Gottfr ied Kel ler . 
U n d a u c h Richard W a g n e r h a t lange in ihr ge lebt . 

W i r h a b e n das al les erfasst u n d in u n s a u f g e n o m m e n . Sie h a b e n u n s , Herr 
Präs ident , das K o m p l i m e n t g e m a c h t , wir se ien harmlose L e u t e u n d das wei tere , 
wir se ien raffinierte L e u t e , die auf einer Seefahrt M a t h e m a t i k tre iben u n d d o c h die 
Schönhe i t der Landschaf t sehen. Mit d e m sicheren Bl ick des Pol i t ikers h a b e n Sie das 
scheinbar Gegensätz l iche als E i n h e i t r icht ig erkannt : Wir Mathemat iker s ind i n der 
T a t raffiniert als D e n k e r u n d Geniesser des Geistes , die das Schöne d o c h auch ausser­
halb unserer K ö p f e sehen; d a m i t vere in igen wir die äussere Harmlos igke i t , die unsere 
Schutzhül le ist . D i e Häl f t e Ihres K o m p l i m e n t e s k a n n ich I h n e n zurückgeben. Viel­
le icht w a r es gerade besondere Raff inierthei t der S t a d t , uns d iesen schönen N a c h ­
m i t t a g a m Schlüsse der T a g u n g z u geben . D e n n unter d e m Schönen , das auf uns 
E indruck g e m a c h t h a t , h a t das L e t z t e natür l ich die grösste Auss i cht , in u n s haf ten 
z u b le iben. Aber se ien Sie , Herr Präs ident , vers ichert , dass es e ines so lchen Raff ine­
m e n t s n icht bedürft h ä t t e : D i e schöne S t a d t Zürich, das , w a s sie gewol l t u n d unge­
wol l t für u n s g e t a n h a t , wird s t e t s in lebendigster Assoz ia t ion m i t a l len anderen so 
wer tvo l l en E indrücken ble iben, die uns hier geworden s ind. E m p f a n g e n Sie , Herr 
Präs ident der S t a d t Zürich u n d Ihre S t a d t , unseren w ä r m s t e n u n d aufr icht igsten 
D a n k ! 
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Idealtheorie und Funktionentheorie 

Von Rud. Fueter, Zürich 

Einleitung 

Meine Ausführungen bez iehen s ich in keiner Wei se auf dasjenige Gebie t , d a s m a n 
als ana ly t i s che Zahlentheorie z u beze ichnen pflegt. I c h wil l nur d ie jenigen F r a g e n 
berühren, i n denen die Begriffsbildung der Ideal theorie en t sche idenden Einf luss auf 
d ie F u n k t i o n e n t h e o r i e g e w o n n e n h a t u n d s ich diese be iden Disz ip l inen durchdringen, 
n i c h t aber diejenigen F r a g e n k o m p l e x e , in denen funkt ionentheoret i sche Methoden 
e i n h e u t e unentbehrl iches Hi l f smit te l für die L ö s u n g rein zahlentheoret i scher 
P r o b l e m e s ind. 

D i e B e t r a c h t u n g diskreter Mannigfa l t igke i ten dringt h e u t e bis tief in d ie theo ­
ret i sche P h y s i k ; es sche int mir daher w o h l gerechtfert igt , d e m Kongresse z u s a m m e n ­
h ä n g e n d ü b e r die n e u e s t e n Arbe i t en des g e n a n n t e n Z u s a m m e n h a n g e s zu berichten. 
I c h werde hierbei nur die a l lgemein interess ierenden Gedanken herausarbeiten, 
n i c h t aber auf die B e w e i s e u n d M e t h o d e n e ingehen. 

Z u n ä c h s t ist e s h ö c h s t erstaunl ich, dass d ie Theorie der ana ly t i s chen F u n k t i o n e n , 
d ie auf d e m Begriffe der Ste t igke i t aufgebaut s ind, irgend e ine B e z i e h u n g z u m 
Begriffe des zahlentheoret i schen Idea l s , das auf der abzählbaren Menge der Zahlen 
e ines a lgebraischen Zahlkörpers fusst , h a b e n kann. E s ist klar, dass e ine solche 
B e z i e h u n g i m al lgemeinen n icht e intreten wird, sondern dass es s ich nur u m be­
sondere K l a s s e n v o n F u n k t i o n e n hande ln k a n n . Der Begriff, der in diesen besondern 
F ä l l e n d e n Z u s a m m e n h a n g vermit te l t , i s t die diskontinuierliche Gruppe. I c h m ö c h t e 
drei versch iedene Arten , wie s ich die Durchführung des Z u s a m m e n h a n g e s ges ta l te t , 
untersche iden : 

1. Die eigentlich diskontinuierliche Gruppe linearer Substitutionen 

einer komplexen Variablen 

I s t k e in algebraischer Körper u n d a e in Idea l desse lben, so k a n n m a n bekannt l i ch 
a als gröss ten g e m e i n s a m e n Teiler v o n zwei ganzen Zahlen wlt co2 v o n k ansehen . 
J e d e andere Zahl v o n <j i s t d a n n durch 

gegeben , w o | l , f 2

 a u e ganzen Zahlen v o n k durchlaufen. W i r d dasse lbe a durch 
ft>j', co 2' definiert, so m ü s s e n die Verhäl tn i sse 
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0 = ^ , u n d 0 ' = 0 , 8 

a>i o>i 

durch e ine un imodulare l ineare S u b s t i t u t i o n m i t g a n z e n Zah len in k z u s a m m e n ­
h ä n g e n . D a s s e l b e m u s s s ta t t f inden , w e n n zwei Idea l e a u n d fc derse lben Idealklasse 
angehören sol len. N a c h Hurwitz1) g ib t e s daher e b e n s o v ie l e Idea lk lassen , a ls e s 
in & in b e z u g auf d ie Gruppe aller ganzzah l igen u n i m o d u l a r e n S u b s t i t u t i o n e n i n k 
inäqu iva l en te Zah len g ib t . D i e s e Gruppe entspr ingt aber n a c h e i n e m andern S a t z e 
v o n Hurwitz2) a u s endl ich v i e l e n E r z e u g e n d e n . 

M a c h e n wir j e t z t fo lgende A n n a h m e n : 
A . Jedes Ideal von k ist durch eine feste, genau definierte Zahl 

gegeben ; 
B . Es gibt eine eigentlich diskontinuierliche Gruppe 9 von unimodularen linearen 

Substitutionen, in bezug auf welche zwei Zahlen & dann und nur dann äquivalent 
sind, wenn sie zu Idealen derselben Idealklasse gehören ; 

C. Die Zahlen •& liegen im Diskontinuitätsbereich von 9, 
so k ö n n e n wir e ine z u 9 gehörige a u t o m o r p h e F u n k t i o n / (z) b i lden. 
A l l e F u n k t i o n s w e r t e / (•&) w e r d e n d a n n n icht v o n &, sondern nur v o n der # 

zugeordneten Idealk lasse a b h ä n g e n . Es gibt ebenso viele verschiedene Werte f (•&), als 
es Idealklassen in k gibt. 

D i e s e Theorie i s t bisher in fo lgenden F ä l l e n durchgeführt w o r d e n : 
a) k ist der Körper k ( 1 ) der rationalen Zahlen. 9 b e s t e h t aus der durch s = (z : z -f -1 ) 

erzeugten zyk l i schen Gruppe. D i e a u t o m o r p h e F u n k t i o n / (z) i s t die E x p o n e n t i a l ­
funkt ion e 2 * Al le Idea le s ind H a u p t i d e a l e (n), n e ine natür l iche Zahl , u n d / (z) h a t 
für al le n dense lben W e r t 1. 

M a n k a n n m i t Hi l fe einer f e s ten natür l ichen Zahl / als Führer die Idea le v o n 
k (1) in feinere Idea lk lassen , n ä m l i c h in Kongruenz- oder Strahlklassen e in te i l en D i e 
Idea lk lassenzahl i s t j e t z t grösser als e ins . D e n zu / te i ler fremden I d e a l e n w e r d e n die 
k le ins ten pos i t i ven R e s t e (mod. / ) e indeut ig zugeordnet . 9 i s t d ie aus sf — (z : z + / ) 

2 .1 i z 

erzeugte zyk l i sche Gruppe, u n d / (z) ist die E x p o n e n t i a l f u n k t i o n e t . D i e s e 
F u n k t i o n n i m m t so v ie le W e r t e an, als es Strahlk lassen g ibt ; die W e r t e s ind die f-ten 
Einheitswurzeln. 

D i e s e E n t w i c k l u n g s s t u f e der Theorie wird a m b e s t e n durch die E n t d e c k u n g e n 

*) A. Hurwitz, D i e u n i m o d u l a r e n S u b s t i t u t i o n e n i n e i n e m a l g e b r a i s c h e n Z a h l e n ­
k ö r p e r . Nachr. Ges. Wiss . Göttingen, Math. phys . Klasse, 1895, S. 332. 

•) Ebenda, S. 352. 
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v o n Gauss-Dirichlet-Kummer charakterisiert , worunter insbesondere das Reziprozi­
tätsgesetz hervorzuheben is t . Zusammenfassend k a n n g e s a g t werden, dass die Theorie 

der e infachperiodischen F u n k t i o n e n u n d die Theorie des rat iona len Zahlkörpers sich 

i m Idealbegriff vo l l s tändig durchdringen. Zugleich i s t e z * i z für jedes rat ionale z eine 

a lgebraische Zahl. 

b) k ist ein quadratisch-imaginärer Körper3). J e d e s Idea l v o n k k a n n e indeut ig 

durch e ine Zahl der F o r m : 

$ _ c + ]/m ^ ^ ^ m g a n z r a t j o n a i ; m < o, c 2 - m = 0 (mod. a), 
a 

charakteris iert werden . g ist die Modulgruppe . Alle ob igen A n n a h m e n s ind erfüllt . 

D i e zugehörige a u t o m o r p h e F u n k t i o n ist die el l ipt ische M o d u l f u n k t i o n , z . B . d i e vol l­

s tänd ige I n v a r i a n t e j (z). Se tzen wir in ihr z = # , s o wird j (ê) n i cht v o n d e m durch 

•& b e d i n g t e n Ideal , sondern nur v o n seiner Idealklasse t abhängen . Al le den Idealen 

v o n f en t sprechenden W e r t e •& ergeben dense lben F u n k t i o n s w e r t j . Man se t z t : 

7 ( # ) = An­
s t a t t der gewöhnl i chen Klassene inte i lung k a n n d ie feinere E in te i lung in Ring­

klassen g e n o m m e n werden , was dieselben R e s u l t a t e ergibt . 

D i e Theorie ergibt wieder d a s R e s u l t a t , dass / (z) für alle z, die Zahlen eines 

imag inären quadrat i schen Zahlkörpers s ind, e ine algebraische Zahl wird. 

N i m m t m a n in k d ie noch feinere Klassene inte i lung in Strahlklassen n a c h e inem 

Führer f, w o f irgend e in Ideal v o n k ist , vor, so m ü s s e n als au tomorphe F u n k t i o n e n 

die e l l ipt i schen F u n k t i o n e n selbst h i n z u g e n o m m e n werden. Der Z u s a m m e n h a n g v o n 

F u n k t i o n e n t h e o r i e u n d Ideal theor ie tr i t t in neuart iger F o r m auf. J e d e Idealklasse 

v o n k zerfällt in g le ich vie le Strahlklassen. Letz tere wird daher e ineste i ls durch 

e ine Idealklasse , anderntei l s durch e inen R e s t (mod. f) gegeben. Wir n e h m e n ein 

Idea l W = (cou <w2) der Idealklasse m i t der Bas i s co^ co2, w o J | — j > 0 ist u n d wählen 

co 1 ; w2 als die Per ioden der e l l ipt ischen F u n k t i o n © (z, to) (die bis auf e inen v o n z 

u n a b h ä n g i g e n F a k t o r die Weierstrass 'sche p-Funkt ion ist u n d die in bezug auf 

z, £«!, co 2 v o n nullter D i m e n s i o n is t ) . Se tz t m a n dann : 

@ ( f z , to) = © (n (f) z, ftt>), n (f) = N o r m v o n f, f = Konjug ier te v o n f, 

wot» u n d f te i lerfremd seien, so gi l t die allgemeine Formel der komplexen Multiplikation : 

© ( f z , » ) = Ä ( S ( z , » ) ) , 

w o R ( ) e ine rat ionale F u n k t i o n ist , deren Koeff iz ienten b e s t i m m t e algebra-

3 ) Siehe für den Fall 2 : Fueter, V o r l e s u n g e n ü b e r d i e s i n g u l ä r e n M o d u l n u n d d i e k o m ­
p l e x e M u l t i p l i k a t i o n d e r e l l i p t i s c h e n F u n k t i o n e n , Teubner, Leipzig, I . Teil 1924, I I . Teil 
1927. 
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ferner dass ® w ) algebraische Zahlen s ind. 

D i e durch die V e r b i n d u n g v o n Idea l theor ie u n d F u n k t i o n e n t h e o r i e erha l tenen 

a lgebra i schen Zahlkörper he i s sen Klassen- resp. Strahlklassenkörper. 

c) Le ider versag t d iese Methode bisher in al len we i t eren F ä l l e n . Insbesondere 

m u s s s ie versagen , fal ls k e in reeller Körper i s t . D i e Gruppe der u n i m o d u l a r e n l inearen 

ganzzah l igen S u b s t i t u t i o n e n in k i s t n i c h t m e h r e igent l i ch d iskont inuier l ich . S c h o n 

Hilbert h a t in se inen b e r ü h m t e n P r o b l e m e n a m Pariser K o n g r e s s 5 ) a ls w i c h t i g s t e 

A u f g a b e h inges te l l t , d ie Theor ie a u c h für diese Fä l l e durchzuführen. E r h a t a u c h 

se inen Schülern d e n W e g gewiesen , w i e z u verfahren sei . I s t k z. B . e in reeller 

quadrat i scher Körper , S e ine l ineare ganzzahl ige un imodulare S u b s t i t u t i o n in k, 

S die z u S konjugierte , d. h. diejenige , i n der al le Koef f i z i enten durch ihre in k 

konjug ier ten ersetzt s ind, so heisse / (z, z) e ine Modul funkt ion der zwei Variablen 

z, z, w e n n 

f(Sz,Sz)=f(z,z) 

ist . D a z u k o m m e n n o c h gee igne te A n n a h m e n über die S ingular i täten . 

Blumenthal6) h a t d iese F u n k t i o n e n e ingehend s tudier t u n d insbesondere d e n 

Satz bewiesen , d a s s s ich alle Modul funkt ionen durch e in endl iches B a s i s s y s t e m dar­

ste l len lassen . D i e s e F u n k t i o n e n s ind die e in fachs ten Fä l l e der v o n Emile Picard 

aufges te l l t en hyperabelschen Funktionen1), die se i ther a u c h v o n G. Humbert) w e i t ­

g e h e n d unter sucht w o r d e n s ind. H u m b e r t h a t d e n F a l l der singulären A b e l s c h e n 

F u n k t i o n e n definiert u n d unter sucht u n d d a m i t d e n a l lgemeins ten F a l l der kom-

4 ) Siehe Fueter, R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z e i n q u a d r a t i s c h - i m a g i n ä r e n K ö r p e r n , Nachr. Ges. 
Wiss. Göttingen, 1927, 1. Mitteilung S. 336—346, 2. Mitteilung S. 427—445, und Hasse, N e u e B e ­
g r ü n d u n g d e r k o m p l e x e n M u l t i p l i k a t i o n , J. reine angew. Math., Bd. 165, 1931, S. 64. 

5) Hilbert, M a t h e m a t i s c h e P r o b l e m e . 12. Problem Nachr. Ges. Wiss. Göttingen 1900, S. 277. 
*) Blumenthal, Ü b e r M o d u l f u n k t i o n e n v o n m e h r e r e n V e r ä n d e r l i c h e n . Math. Ann. , 

Bd. 56, S. 509 und Bd. 58, S. 497. 
7) E.Picard, S u r u n e n o u v e l l e g é n é r a l i s a t i o n d e s f o n c t i o n s a b é l i e n n e s . C. B . Acad. 

Sci., Paris t. 98, p . 665. 
S u r l e s f o n c t i o n s h y p e r a b é l i e n n e s . J. de Liouville, 4 e série, t . 1, 1885, pg. 87. 
8) G. Humbert, S u r l e s f o n c t i o n s a b é l i e n n e s s i n g u l i è r e s . J . Math, pures appi., 5 e série, t. 5, 

6, 7, 9, 10 (1899—1904). Siehe auch Oeuvres, 1 .1 . , Paris, Gauthier-Villars. 1929, p . 31 und ff. 
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plexen Multiplikation gefunden. I s t (1 , 0), (0, 1), (g, h), (h, g') das Per iodensys tem 

der A b e l s c h e n F u n k t i o n e n zweier Variablen, so heissen letztere singular, falls e ine 

R e l a t i o n erfüllt i s t : 

Ag + Bh + Cg> + D (h2-gg') + E = 0, 

w o A, B, C, D, E ganze rat ionale Zahlen s ind. W e r d e n g, h, g' in dieser R e l a t i o n 

p a s s e n d durch zwei Hi l f sgrössen f, f ausgedrückt , so w e r d e n die z u den .átefechen 

F u n k t i o n e n gehörenden Modul funkt ionen F u n k t i o n e n v o n f, f, w e l c h e zur Modul­

gruppe in d e m reel len quadrat i schen Körper kÇfB2— i AC — 4 DE) gehören . D i e 

Zah lwer te f, f, d ie a r i t m e t i s c h in teressant s ind, ergeben sich aus d e n be iden Glei­

c h u n g e n : 

ag2
 + ßS + Y = 0, äV + ßl + y = 0,J ( { ) > 0, 

w o a, ß, y g a n z e Zahlen v o n k s ind. 

Hecke h a t v o n dieser Theorie die A n w e n d u n g auf die Zahlentheorie in verschie­

d e n e n b e d e u t e n d e n Arbe i t en g e b r a c h t 9 ) . A u s se inen wicht igs ten U n t e r s u c h u n g e n 

interess ieren u n s hier fo lgende R e s u l t a t e : I s t K der durch die e b e n genannten 

Gle i chungen gegebene z u k re la t ivquadrat i sche Zahlkörper, wobe i vorausgesetz t 

wird, dass der Körper K (|, | , k) v o m 8. Grade ist , so g i b t es in K e in bes t immtes 

Gesch lecht in bezug auf k, des sen sämt l i che Idea le in bezug auf k e ine Relativbasis 

bes i tzen . Letz teres he i s s t fo lgendes : I s t 3t e in Idea l jenes Geschlechtes , so g i b t es in 

31 zwei Z a h l e n ß u Q2, m i t der Eigenschaf t , dass alle übrigen Zahlen v o n 31 durch: 

g e g e b e n s ind, falls alt a2 alle g a n z e n Zahlen v o n k durchlaufen. S ind ü l t Q2 und 

ß / , Q2 zwei verschiedene R e l a t i v b a s e n desse lben Idea ls 2(, so ist Q2 ¡ Í 2 / eine 

l ineare F u n k t i o n m i t ganzen Koef f i z ienten in k v o n Q2 / Q1 u n d einer De terminante , 

d i e e ine ( total ) pos i t i ve E i n h e i t v o n k i s t . D i e R e l a t i v b a s i s wird s t e t s s o abgezählt , 

dass J > 0 ist- A u c h zwischen der Re la t ivbas i s e ines andern Idea l s der Ideal­

k lasse v o n 31 u n d derjenigen v o n S( wird dieselbe R e l a t i o n bes tehen müssen . D a m i t 

ist der Z u s a m m e n h a n g zwischen Ideal theorie u n d Funkt ionentheor ie , d. h . den 

Modul funkt ionen gegeben . Setz t m a n in der Modulfunkt ion / (z, z) für z d e n sin-

gulären W e r t | = ü2 j ü1 e in, so s ieht m a n , dass der F u n k t i o n s w e r t nur v o n der 

9) E.Hecke, Zur T h e o r i e der M o d u l f u n k t i o n e n v o n z w e i V a r i a b l e n u n d i h r e r A n ­
w e n d u n g a u f d i e Z a h l e n t h e o r i e , In.-Dissertation, Teubner, 1910. Abgedruckt in Math. Ann. 
Bd . 71, S. 1 unter dem Titel: Höhere Modulfunktionen und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie. •— 
Ü b e r d i e K o n s t r u k t i o n r e l a t i v - A b e l s c h e r Z a h l k ö r p e r d u r c h M o d u l f u n k t i o n e n v o n 
z w e i V a r i a b l e n . Math. Ann. Bd. 74, 1913, S. 465. 
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Idea lk lasse v o n 91 a b h ä n g t 1 0 ) . A u c h hier k a n n m a n d e n Kö rper k durch e i n e n Ring 

in k ersetzen . 

d ) D i e bisher a n g e g e b e n e n B e z i e h u n g e n zwi schen Idea l theor ie u n d F u n k t i o n e n ­

theorie h a b e n für die Zahlentheorie d ie a l lergrössten F o l g e n geze i t ig t , auf die i ch 

g a n z kurz a u f m e r k s a m m a c h e n m ö c h t e . D i e wesent l i che E r k e n n t n i s , die s ie brachten , 

ist , dass die d e n Idea lk lassen zugeordneten F u n k t i o n s w e r t e a lgebraische Zahlen s ind, 

d ie einen algebraischen Körper, den Klassenkörper, festlegen, der sich rein arithmetisch 

definieren lässt. D i e s e E r k e n n t n i s v e r d a n k e n wir Hilbert11). D a m i t e n t s t a n d das 

P r o b l e m , für d e n funkt ionentheoret i sch erha l tenen Klassenkörper d e n E x i s t e n z ­

bewei s rein ar i thmet i sch z u führen. D e r E x i s t e n z s a t z , der v ie l we i t er g e h t als es bis 

h e u t e die funkt ionentheore t i sche M e t h o d e le i s ten k a n n , ist für e inen be l i eb igen 

Grundkörper v o n Furtwängler12), für e inen be l ieb igen Strahl i m Grundkörper in 

einer g l ä n z e n d e n Arbe i t v o n Takagi13) bewiesen w o r d e n . Ganz neuerdings i s t u n s 

e in neuer e infacher B e w e i s v o n d e m v ie l z u früh der F o r s c h u n g entr i s senen Fran­

zosen Herbrand1*) g e s c h e n k t worden . 

D i e s e Theorie i s t daher v o n so wei tre ichender B e d e u t u n g , wei l für d ie K l a s s e n ­

körper der Vollständigkeitssatz g i l t , der aussagt , dass jeder Klassenkörper durch e ine 

i m Grundkörper Abelsche Gle ichung g e g e b e n wird , u n d dass u m g e k e h r t jede in 

e inem Grundkörper Abe l sche Gle ichung in e inem b e s t i m m t e n Klassenkörper l iegt . 

D a d u r c h wird die Theorie der Klassenkörper zugle ich die Theorie aller Abelschen 

Gleichungen in einem beliebigen Grundkörper. 

I m Klassenkörper wird jedes Idea l des Grundkörpers H a u p t i d e a l , w i e Furt-

wängler u n d Artin15) bewie sen h a b e n , e in Sa tz , d e m Herbrand se ine a l lgemeine 

Gesta l t gegeben h a t 1 6 ) . 

1 0 ) In Wirklichkeit liegt noch eine Komplikation vor, insofern die den Idealen zugeordneten Zahlen 
äquivalent sind nach allen Substitutionen mit einer (total) positiven Einheit als Determinante, während 
die Modulfunktionen nur in bezug auf die unimodularen Substitutionen invariant sind. D a letztere 
Gruppe aber einen endlichen Index in bezug auf erstere hat, kann man leicht Modulfunktionen definieren, 
die auch in bezug auf die erweiterte Gruppe invariant sind. 

11) D. Hilbert, Ü b e r d i e T h e o r i e d e r r e l a t i v - A b e l s c h e n Z a h l k ö r p e r . Nachr. Ges.Wiss. Göt­
tingen 1898, S. 370. 

12) Ph. Furtwängler, A l l g e m e i n e r E x i s t e n z b e w e i s f ü r d e n K l a s s e n k ö r p e r e i n e s b e ­
l i e b i g e n a l g e b r a i s c h e n Z a h l k ö r p e r s , Math. Ann. Bd. 63, 1906, S. 1. 

13) T. Takagi, Ü b e r e i n e T h e o r i e d e s r e l a t i v A b e l s c h e n Z a h l k ö r p e r s , Journal of the 
Coll. of Sc. Tokyo, Imp. Univers, vol. X L I , art. 9. Siehe hiezu auch den Bericht von H. Hasse, Jahresber. 
der D . M. V., Bd. 35 (1926, S. 1), Bd . 36 (1927, S. 233). 

14) Herbrand et Chevalley, N o u v e l l e d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e d ' e x i s t e n c e e n t h é o r i e 
d u c o r p s d e c l a s s e s , C. R. Acad. Sci., Paris, t. 193, p . 814. 

Herbrand, S u r l e s t h é o r è m e s d u g e n r e p r i n c i p a l e t d e s i d é a u x p r i n c i p a u x . Abhandlung 
Math. Seminar Hamburg Univ. , Bd. 9, 1932, S. 84. Dieser Satz ist bereits 1905 in meiner Arbeit „Die 
Theorie der Zahlstrahlen", J, reine angew. Math., Bd. 130, S. 236 ausgesprochen worden, der Beweis 
ist aber nicht vollständig. 

u) Ph. Furtwängler, B e w e i s d e s H a u p t i d e a l s a t z e s f ü r d i e K l a s s e n k ö r p e r a l g e b r a ­
i s c h e r Z a h l k ö r p e r , Abhandlung Math. Seminar, Hamburg Univ. , Bd. 7, 1929, S. 14. 

" ) siehe die zweite Abhandlung unter 1 4 ) . 
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Durch die Theorie des Klassenkörpers wird zugleich das alte Problem der 
ReziprozitäUgesetze vö l l ig erledigt , wie Artin in einer sehr schönen Arbeit zeigte 1 7). 

2. Die Hecke'schen Modulformen. 

I n e t w a s anderer W e i s e i s t v o n E. Hecke in einer R e i h e hervorragender A r b e i t e n 1 8 ) 

der Idealbegriff funkt ionentheoret i sch verwerte t worden . Se inen E n t w i c k l u n g e n h e g t 

die Modulgruppe J 1 , u n d speziell ihre Hauptkongruenzgruppe « t e r S tufe r (n) zu 

gründe . Zu ihrem Diskont inui tä t sbere iche gehört e ine R i e m a n n s c h e F läche , die ein 

algebraisches Gebi lde fest legt . D i e F r a g e der überall endl ichen Integra le des letztern 

h ä n g t i n inniger u n d merkwürdiger Weise m i t d e n Modulformen — 2ter D i m e n s i o n 

z u s a m m e n . F (coj, to 2) heisst e ine Modulform -&ter D i m e n s i o n , w e n n : 

F (A o ) 1 ; 1 (o2) = X - * F (ft)1 ; o) 2 ) , 

F (a (ol + b co2, c (ox + d <u2) = F (m^ o>2), | " ^ | < r (n). 

D a z u k o m m e n F e s t s e t z u n g e n über s ingulare Ste l len und das ana ly t i s che Ver­

ha l t en , d ie ich hier übergehe. E s e n t s t e h t das Problem, alle l inear unabhängigen 

17) E. Artin, I d e a l k l a s s e n in O b e r k ö r p e r n u n d a l l g e m e i n e s R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z , 
Abhandlung Math. Seminar Hamburg Univ. , Bd. 7 (1929, S. 46). Siehe auch den Bericht von H. 
Hasse, Jber. Deutsch. Math.Vereinig. VI . Band der Ergänzungsbände, 1930. 

w ) Von den verschiedenen Anwendungen der Idealtheorie auf die Funktionentheorie durch Hecke 
greife ich hier nur eine heraus. Weitere ausserordentlich tiefe Resultate, die für das algebraische Ge­
bilde von r(n) gelten, sind die Tatsachen, dass die Perioden mancher Integrale 1. Gattung im Klassen -
körper von k (j/ — ni) liegen, wo ni ein Teiler von n; dass die Perioden mancher Integrale 3. Gattungen 
mit Klassenzahlen zusammenhängen; und dass in der Gruppe der Integrale, welche durch die Auto-
morphien des algebraischen Gebietes definiert ist, Klassenzahlen eine Rolle spielen. Siehe hiezu: 
E.Hecke, A n a l y t i s c h e F u n k t i o n e n u n d a l g e b r a i s c h e Z a h l e n . Abhandlung Math. Seminars 
Hamburg Univ. , I. Teil, Band 1, 1922, S. 102, II . Teil, Band III , 1924, S. 213. 

D a r s t e l l u n g v o n K l a s s e n z a h l e n a l s P e r i o d e n v o n I n t e g r a l e n 3 . G a t t u n g a u s d e m 
G e b i e t d e r e l l i p t i s c h e n M o d u l f u n k t i o n . Abhandlung math. Seminars Hamburg Univ. , Band 4, 
1925, S. 211. 

Zur T h e o r i e d e r e l l i p t i s c h e n M o d u l f u n k t i o n e n . Math. Annalen, Band 97, 1927, S. 210. 
. m'- — 2 n-

Ü b e r d a s V e r h a l t e n v o n 2* e T s u n d ä h n l i c h e n F u n k t i o n e n b e i M o d u l -
(mtn) 

S u b s t i t u t i o n e n , J. reine angew. Math., Bd. 157, S. 159. 
B e s t i m m u n g d e r P e r i o d e n g e w i s s e r I n t e g r a l e d u r c h d i e T h e o r i e d e r K l a s s e n ­

k ö r p e r . Math. Zeitschr., Bd. 28, 1928, S. 708. 
T h e o r i e d e r E i s e n s t e i n s c h e n R e i h e n h ö h e r e r S t u f e u n d i h r e A n w e n d u n g a u f d i e 

F u n k t i o n e n t h e o r i e u n d A r i t h m e t i k . Abhandlung math. Seminars Hamburg Univ., Bd. 5, 1927, 
S. 199. 

Ü b e r e i n F u n d a m e n t a l p r o b l e m a u s d e r T h e o r i e d e r e l l i p t i s c h e n M o d u l f u n k t i o n e n . 
Abhandlung math. Seminar Hamburg Univ. , Bd. 6, 1928, S. 235. 

Ü b e r d a s V e r h a l t e n d e r I n t e g r a l e 1. G a t t u n g b e i A b b i l d u n g e n , i n s b e s o n d e r e in 
d e r T h e o r i e d e r e l l i p t i s c h e n M o d u l f u n k t i o n e n . Abhandlung math. Seminar Hamburg 
Univ. , Bd . 8, 1930, S. 271. 

D i e R i e m a n n ' s c h e n P e r i o d e n r e l a t i o n e n für d i e e l l i p t i s c h e n M o d u l f u n k t i o n e n . 
J. reine angew. Math., Bd . 167, S. 337 (1932). 
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Modul formen einer b e s t i m m t e n D i m e n s i o n anzugeben . V o n d e n H e c k e ' s c h e n E n t ­

d e c k u n g e n wil l i ch e ine herausgrei fen, d i e s ich auf d ie D i m e n s i o n - 1 e r s t r e c k t 1 9 ) . 

E s ge lang ihm, neue Modul formen aufzuste l len , die s ich n i c h t durch die b e k a n n t e n 

dars te l l en lassen; o h n e al lerdings d ie F r a g e b e a n t w o r t e n z u k ö n n e n , ob d a m i t alle 

Modul formen - 1 . D i m e n s i o n erhal ten werden . 

Zur Def in i t ion dieser n e u e n Modul formen legt m a n e inen reel len quadrat i schen 

Körper Je ( | /D) m i t der D i skr iminante D zugrunde u n d s e t z t : 

& (T; Q, fl, Q V # ) = Z w sgn. u e2** %AIäWL 

Hier ist N (a) = A, a e in I d e a l v o n k, Q e ine natürl iche Zahl , g e ine feste Zahl v o n 

a, u' die Konjug ier t e v o n fi; die S u m m e i s t über alle Zahlen u v o n a zu ers trecken, 

für d i e : 

U=Q (mod. a Q fD) 

ist , w o b e i aber unter al len ¡x, die s ich nur u m eine E i n h e i t untersche iden , nur je 

e ines z u n e h m e n is t . A u s s e r d e m i s t fifi' > 0 ver langt . D i e F u n k t i o n & h ä n g t n icht 

v o n a se lbst , sondern nur v o n der Idealklasse v o n a a b , w e n n g jewei ls durch das 

betref fende Idea l der K l a s s e tei lbar ist . I n j e d e m Körper k g ib t es unendl ich v ie le n icht 

ident i sch ver schwindende F u n k t i o n e n ê. W i r be trachten nur solche. Se tz t m a n j e t z t 

r = coj / a>2, so i s t « J 1 # eine Modulform —Iter D i m e n s i o n der H a u p t k o n g r u ­

enzgruppe r (QD). Sie ist e ine reguläre ana ly t i sche F u n k t i o n v o n T in der obern 

H a l b e b e n e . 

F ü r unseren S t a n d p u n k t ist die Ar t der V e r w e n d u n g des Idealbegriffes interes­

sant . I m Gegensatz zu den Aus führungen unter 1 wird der Idealbegriff d irekt zur 

Def in i t ion der a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n verwendet , indem über bestimmte Zahlen eines 

Ideals summiert wird. D i e so erhal tenen F u n k t i o n e n s ind anderse i t s notwendig zur 

Theor ie e ines b e s t i m m t e n a lgebraischen Gebildes . W ä h r e n d vorhin die Zahlentheo­

rie durch die F u n k t i o n e n t h e o r i e m ä c h t i g angeregt u n d u n t e r s t ü t z t wurde , s ehen wir 

hier u m g e k e h r t , dass der Idealbegriff n o t w e n d i g is t , u m e in so grundlegendes Pro­

b l em, w i e die Aufs te l lung der Integra le 1. G a t t u n g e ines gegebenen algebraischen 

Gebi ldes , zu erledigen. 

3. Die Picard'sche Gruppe. 

N i c h t nur der Fal l , dass die die Idea le def inierenden Zahlen reell s ind, berei tet 

Schwier igke i ten , sondern auch der Fal l , dass die Gruppe in der E b e n e uneigentlich 

diskontinuierlich i s t . D i e s tr i t t schon für d e n Körper k ( j / - í ) der Gauss'sehen I m a ­

ginären e in. Wir werden u n s i m fo lgenden auf diesen Kö rper beschränken . D i e z u -

1 9 ) siehe die dritte der unter 1 8 ) genannten Arbeiten. 

9 0 



R. Fueter: Idealtheorie und Funktionentheorie 

gehör ige Gruppe i s t d ie Picard'sche Gruppe M ) . Nach Poincaré21) besitzen solche 

Gruppen e inen D i s k o n t i n u i t ä t s r a u m . Man k a n n denselben durch lineare Substi­

t u t i o n e n fes t legen, w e n n m a n a n Stel le der k o m p l e x e n Var iablen die Quaternionen-

var iab le 
3 

z = S xk ik 

einführt , w o b e i e t w a i x die imaginäre E inhe i t des Gauss 'schen Körpers k (it) der 

S u b s t i t u t i o n e n s e i 2 2 ) . S ind <z, ß, y, ö v ier ganze Zahlen v o n k ( ij) , die der B e d i n g u n g 

ad — ß y — 1 genügen , so führen alle Abbi ldungen : 

zf=(az + ß) (yz + ß)~\ resp. 'z = (z y + ô) -1 (za + ß) 

d e n H y p e r r a u m in s ich über, w o b e i der D i s k o n t i n u i t ä t s r a u m in irgend e inen andern 

D i s k o n t i n u i t ä t s r a u m übergeht . M a n k a n n m i t Hil fe v o n vera l lgemeinerten Poin-

caré 'schen Thetare ihen F u n k t i o n e n der Quaternionenvariablen z ana ly t i sch an­

g e b e n , d ie invar iant g e g e n solche l inearen Subs t i tu t ionen s ind: 

f((az + ß) (yz+ <5)- 1 ) = / ( 2 ) 2 3 ) . 

D i e s e F u n k t i o n e n s ind in Hausdorf'schem S inne ana ly t i sch . 

E s se i mir fo lgende B e m e r k u n g ges ta t t e t . I n le tz ter Zeit h a t die Theorie der 

a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n zweier k o m p l e x e n Variablen e inen u n g e a h n t e n Aufschwung 

g e n o m m e n . D i e s e v e r m i t t e l n e ine A b b i l d u n g des H y p e r r a u m e s , wobe i je zwei 

Dimensionsrichtungen z u s a m m e n g e k o p p e l t s ind. I m Gegensatz h iezu v e r m i t t e l n die 

F u n k t i o n e n einer Quatern ionenvar iab len eine A b b i l d u n g des H y p e r r a u m e s , bei der 

e ine D i m e n s i o n , die der reel len E i n h e i t entspr icht , gegenüber den drei andern gleich­

wer t igen R i c h t u n g e n ausgeze ichnet i s t . V o n diesem Ges ichtspunkt aus l iegt kein 

Grund v o r , die e ine F u n k t i o n s k l a s s e vor der andern zu bevorzugen . 

In we lcher Wei se k ö n n e n diese F u n k t i o n e n m i t d e m Idealbegriff in Bez iehung 

gebracht werden? D e n Z u s a m m e n h a n g bringt d ie Idealtheorie der Algebren. 

N e h m e n wir d e n Hurwitz'schen m a x i m a l e n Integr i tätsbere ich der rat ionalen 

Q u a t e r n i o n e n 2 4 ) . D i e Idealklassenz'ahl ist in d e m s e l b e n e ins . Def inieren wir dagegen 

20) E. Picard, S u r u n g r o u p e d e t r a n s f o r m a t i o n s d e s p o i n t s d e l ' e s p a c e s i t u é s d u 
m ê m e c ô t é d ' u n p l a n . Bull. soc. math. t. 12, 1883, p . 43 (Selecta, Cinqu. Scient, de M. E . Picard, 
1928, p . 103). 

21) H. Poincaré, O e u v r e s , t. I I . Paris, 1916, S. 258 u. ff. 
22) R. Fueter, S u r l e s g r o u p e s i m p r o p r e m e n t d i s c o n t i n u s , C. R. Acad. Sci., Paris, t. 182. 

S. 432, 1926. 
23) B. Fueter, Ü b e r a u t o m o r p h e F u n k t i o n e n i n b e z u g a u f G r u p p e n , d i e i n d e r E b e n e 

u n e i g e n t l i c h d i s k o n t i n u i e r l i c h s i n d . J. reine angew. Math., Bd . 157, 1927, S. 66. 
Ü b e r a u t o m o r p h e F u n k t i o n e n d e r P i c a r d ' s c h e n G r u p p e I , Coram. Math. Helv. , Bd. 3, 

1931, S. 42. 
A n a l y t i s c h e F u n k t i o n e n e i n e r Q u a t e r n i o n e n v a r i a b l e n , Comm. Math. Helv. , Bd. 4, 

S. 9. 1932. 
24) A. Hurwitz, V o r l e s u n g e n ü b e r d i e Z a h l e n t h e o r i e d e r Q u a t e r n i o n e n . Berlin, Springer, 

1919, S. 23. 
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eine Subs t i tu t ion der P icard ' schen Gruppe. 

G e n a u dasse lbe t r i t t e in , w e n n oily a>2 die R e l a t i v b a s i s e ines andern Ring idea l s 

derse lben Ring idea lk lasse tr i s t . D a n u n / (z) e ine in b e z u g auf d ie P icard'sehe 

Gruppe a u t o m o r p h e F u n k t i o n is t , s o i s t : 

/ K « r 1 ) = / ( tr) 
nicht v o m Idea l (ar, sondern nur v o n seiner Ring idea lk lasse tr abhäng ig . E s g i b t 

daher so v ie le versch iedene E u n k t i o n s w e r t e , w i e e s R ing idea lk las sen g i b t i n r (<p. 

A u c h hier durchdringen s ich Idea l theor ie u n d F u n k t i o n e n der Quatern ionen-

var iablen vo l l s tändig . 

Z u m Schlüsse m ö c h t e i ch n o c h m a l s nachdrückl ich darauf h inwe i sen , dass 

ursprüngl ich d ie Idea l theor ie dank der E n t d e c k u n g der k o m p l e x e n Mul t ip l ikat ion 

durch Abel die e m p f a n g e n d e war ; der l e tz teren v e r d a n k t sie ihren m ä c h t i g e n Auf­

s c h w u n g der l e t z t e n J a h r z e h n t e . D a s s aber h e u t e u m g e k e h r t , u n d darauf h a b e i ch 

s chon bei B e s p r e c h u n g der H e c k e ' s c h e n R e s u l t a t e kurz h ingewiesen , d ie Idea l ­

theor ie der F u n k t i o n e n t h e o r i e n e u e P r o b l e m e u n d F r a g e n s te l l t u n d ihr hilft , d ie­

se lben z u b e a n t w o r t e n . 

Zürich, 13. Apri l 1932 . 

25) Rud. Fueter, Formes d 'Hermite , groupe de Picard et Théorie des i d é a u x de qua­
tern ions . C. R. Acad. Sei. Paris, t. 194, p. 2009. Eine ausführliche Barstellung wird demnächst in 
den Comm. Math. Helv., Bd. 5 erscheinen. 
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e inen Linksring r (<p28) z u e iner g a n z e n Zahl q> v o n k (ij) a l s Führer , d. h . n e h m e n alle 

Quatern ionen: 

X + Q q>, X in k (¿j), Q ra t ionales Quatern ion , 

w o i n d e n N e n n e r n der K o o r d i n a t e n v o n X u n d Q ke ine der P r i m z a h l e n der N o r m 

n (<p) auf tre ten dürfen, s o k a n n m a n in i h m Linksringideale durch e ine k a n o n i s c h e 

B a s i s re lat iv z u k ( i x ) definieren : 

(a r = (TOT, (t + oq>) r), w o TO (t + Q <p) = 0 ( m o d . TO), Q = y2 (1 + h + *2 + i3) 
i s t , d. h . R ing idea le , deren Quatern ionen s ich al le i n der F o r m : 

fxTO T + f 2 (t + o<p) r 

ausdrücken , fal ls £lt f 2 alle g a n z e n Zah len v o n k (ij) durchlaufen . D a s Verhä l tn i s der 

Bas isgrössen ( i + oy)\n h a t pos i t i ve dr i t te u n d v i er te K o o r d i n a t e n . Ver langt m a n 

dasse lbe v o n jeder Re la t i vbas i s , so erhä l t m a n alle R e l a t i v b a s e n durch die A n w e n ­

d u n g der S u b s t i t u t i o n e n der P icard ' schen Gruppe; i s t n ä m l i c h (coj, <w2) e ine ändere , 

so m u s s : 

o2 c o - = (« i ± R l + ß) ( y i + A l + ¿ j r t , a d - ß y = l , 



Über die analytischen 

Abbildungen von mehrdimensionalen Räumen 

Von C. Carathéodory, München 

1. D a s Prob lem, das in m e i n e m Vortrag behande l t werden soll, i s t in den le tzten 

J a h r e n durch v ie le verschiedene originelle Methoden vorwärts gebracht worden. 

T r o t z d e m g i b t es n o c h ausserordentl ich e infache Fragen , die m a n in d iesem Zu­

s a m m e n h a n g s te l len m u s s , u n d die noch in t ie f s ten S c h a t t e n l iegen. D e s h a l b schien 

mir das T h e m a der ana ly t i schen Abbi ldungen gee ignet zu sein, unsern Kongress zu 

beschäf t igen u n d zu interessieren. 

E s h a n d e l t s ich u m F o l g e n d e s : ein S y s t e m v o n n k o m p l e x e n Zahlen 

(1.1) Xj = Xj' + * %j" (j = 1, ...,n) 

wird als jeel ler P u n k t im 2 w-dimensionalen R a u m der (x¿, xt", . . . . xn', xn") an­

gesehen . D a n n v e r m i t t e l n n ana ly t i sche , also k o m p l e x e F u n k t i o n e n 

(1.2) yt = ft(*i, . . . , * „ ) ( i = l , . . . , n ) 

eine A b b i l d u n g v o n zwei P u n k t m e n g e n aufeinander, die beide in e inem 2w-dimen-

s ionalen R a u m e ingebe t t e t s ind. Dieses s ind die m a t h e m a t i s c h e n Gebilde, die uns 

h e u t e beschäf t igen sol len. 

D a s s es s ich hier u m ganz e igentüml iche Abbi ldungen handel t , s ieht m a n schon 

a n den h o m o g e n e n u n d l inearen Transformat ionen dieser Art , die nur v o n 2 w 2 reellen 

P a r a m e t e r n abhängen , w o doch die a l lgemeinen l inearen, h o m o g e n e n Transforma­

t i o n e n des 2 ra-dimensionalen R a u m e s 4 m 2 Parameter entha l ten . 

F ü r n = 1 ist die durch (1.2) vermi t te l t e Abbi ldung eine gewöhnl iche konforme 

Abbi ldung , deren sys t emat i s che U n t e r s u c h u n g seit 80 Jahren fast alle Fortschri t te 

in der Theorie der ana ly t i schen F u n k t i o n e n einer Veränderl ichen vermi t te l t hat . 

D i e s e grossen Erfolge s ind aber gee ignet , die Tatsache zu verschleiern, dass unsere 

Frages te l lung ausserordentl ich künst l i ch ist, u n d dass es des Genies e ines Riemann 

bedurfte , u m ihr überhaupt in der a l lgemeinen Funkt ionentheor ie Bürgerrecht zu 

verschaffen. 

D e s h a l b i s t es durchaus n icht sicher, dass der nahel iegende Analogieschluss , der 

uns b e w e g t , ana ly t i sche Abb i ldungen auch in mehrdimens ionalen R ä u m e n zu unter­

suchen , auf den bes ten W e g h inweis t , der für das S t u d i u m der ana ly t i schen F u n k ­

t i o n e n a m gee ignets ten ist . D e r Erfolg allein k a n n entsche iden , ob dieser W e g mi t 

der wahren könig l ichen Strasse ident i sch ist , die bis ins Herz des z u en tdeckenden 
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L a n d e s führt . Vie l le icht s ind unsere B e m ü h u n g e n in dieser R i c h t u n g ihrer g a n z e n 
N a t u r n a c h ungee igne t , e t w a s D a u e r n d e s u n d B l e i b e n d e s für d i e Wis senschaf t z u 
schaffen. 

D i e s soll u n s aber n i c h t h indern, s c h o n j e t z t , a n H a n d der neuerdings g e w o n n e n e n 
R e s u l t a t e , d ie Vorte i le a b z u w ä g e n , die e ine geometr i sche B e h a n d l u n g der a n a l y ­
t i s chen F u n k t i o n e n v o n mehreren Veränder l ichen m i t s ich br ingt . Mein Ziel i s t , e in 
(allerdings sehr subjekt ives ) B i l d z u entwerfen , das be i der L e k t ü r e der v i e l e n w i c h ­
t i g e n u n d schönen Arbe i t en , d ie i ch s c h o n e r w ä h n t h a b e , e n t s t a n d e n is t . 

2 . W i r m ü s s e n z u n ä c h s t kurz a n d ie L e i s t u n g e n der g e o m e t r i s c h e n F u n k t i o n e n ­
theorie für ana ly t i s che F u n k t i o n e n e iner Veränder l ichen er innern, u n d u n s über legen, 
we lche Tei le dieser Theor ie auf mehrd imens iona le R ä u m e übertragbar s ind . 

E s s ind besonders zwei D i n g e , d ie i ch hier besprechen m ö c h t e , n ä m l i c h d ie a b ­
s t rakte Def in i t ion einer R i e m a n n s c h e n F l ä c h e u n d das Grenzkre is theorem v o n 
Poincaré u n d Koebe. 

3. E s war Felix Klein, der zuerst ge lehrt h a t , dass m a n die R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n 
n icht n u r durch ihre Pro jekt ion auf einer k o m p l e x e n z -Ebene darste l len sol l , sondern 
dass e s v ie l fach zweckmäss iger is t , s ie , w i e Klein s e lbs t s ich ausdrückte , „frei s chwe­
b e n d " i m R ä u m e zu be trachten . D i e s e n o c h sehr m a n g e l h a f t e Vors te l lung w u r d e a m 
A n f a n g dieses Jahrhunder t s durch Wirtinger aufgegriffen, aber erst i m J a h r e 1912 
h a t H. Weyl in se inem klass i schen B u c h e : „ D i e Idee der R i e m a n n s c h e n F l ä c h e " e ine 
lückenlose Theorie für diese D i n g e gel iefert . N a c h Weyl i s t e ine R i e m a n n s c h e 
F l ä c h e R e ine be l iebige topo log i sche zwe id imens iona le P u n k t m e n g e , d ie fo lgende 
drei E igenschaf ten b e s i t z t : 1. sie i s t tr iangulierbar; 2 . jeder P u n k t v o n R be s i t z t 
U m g e b u n g e n , d ie m a n konform auf das Innere e ines Kre ises abbi lden k a n n ; 3 . die 
konformen A b b i l d u n g e n v o n zwei s ich überdeckenden U m g e b u n g e n s ind m i t e i n a n d e r 
kons i s t ent . 

D i e B e d i n g u n g der Triangul ierbarkeit k a n n se lbs tvers tändl i ch durch die andere 
ersetzt werden , dass m a n die F l ä c h e R m i t abzählbar v i e l en U m g e b u n g e n v o n P u n k ­
t e n überdecken k a n n , für we lche d ie B e d i n g u n g e n 2 . u n d 3 . ge l t en . S ie k a n n i m 
a l lgemeinen n i c h t wegge la s sen werden , d e n n m a n k e n n t 2 -d imens ionale topo lo ­
g i sche F l ä c h e n , d ie n i c h t tr iangul ierbar s ind. T. Rodó h a t n u n zwar geze ig t , dass 
d ie E igenschaf ten 2 . u n d 3 . , d . h . die k o n f o r m e A b b i l d b a r k e i t i m K l e i n e n , s chon die 
Triangul ierbarkeit zur F o l g e h a b e n ; der B e w e i s aber , d e n er dafür g e g e b e n h a t , 
lässt e s als sehr zweife lhaft erscheinen, dass m a n diesen Sa tz auf mehrd imens iona le 
Gebi lde übertragen k a n n . D i e s sche int daher e ine Frage zu se in , die zu u n t e r s u c h e n 
s ich l ohnen dürfte . 

4. D a s Grenzkreis theorem v o n Poincaré u n d Koebe k a n n j e t z t fo lgendermassen 
ausgesprochen w e r d e n : es gibt nur drei wesentlich verschiedene, einfach zusammen­
hängende, zweidimensionale Riemannsche Flächen ; die eine dieser Flächen kann man 
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auf die Vollkugel, die zweite auf die ganze Zahlebene, die dritte aber auf das Innere 

eines Kreises konform abbilden. 

D a n u n jeder analyt i schen F u n k t i o n / (2) eine R i e m a n n s c h e F l ä c h e zugeordnet 

werden k a n n , auf welcher / (2) e indeut ig ist , und da j ede R i e m a n n s c h e F läche eine 

e infach z u s a m m e n h ä n g e n d e Überlagerungsf läche bes i tz t , folgt hieraus bekannt l ich , 

dass m a n jede behebige analyt i sche F u n k t i o n w = / (2) m i t a l len ihren analyt i schen 

F o r t s e t z u n g e n i m m e r erhalten kann , indem m a n den Parameter t aus d e n Gleichungen 

z = <p (t), w = y>(t) 

el iminiert , wobe i 95 u n d ip meromorphe F u n k t i o n e n bedeuten , also als Quot ient von 

g e w ö h n l i c h e n Potenzre ihen dargestel l t werden können . 

Nachträg l i ch ze igt s ich also, dass solange m a n nur F u n k t i o n e n / (z) einer einzigen 

Var iablen betrachte t , der Begriff der R i e m a n n s c h e n F läche , wen igs tens theoret isch, 

en tbehr t werden k a n n , da m a n doch jede bel iebige F u n k t i o n in ihrer Tota l i tä t mi t 

Hi l fe v o n (höchstens) v ier F u n k t i o n s e l e m e n t e n darzustel len ims tande ist . 

5. D e r Begriff der abs trakten R i e m a n n s c h e n F l ä c h e k a n n ohne weiteres für 

F u n k t i o n e n v o n mehreren Veränderl ichen entwicke l t werden. F ü r das Folgende 

g e n ü g t es , F u n k t i o n e n v o n zwei Veränderl ichen 

(5.1) z = f(x,y) 

zu be trachten , die auf einer v ierdimens ionalen R i e m a n n s c h e n F l ä c h e e indeut ig s ind. 

Wir führen nun , g e n a u wie in der Gaussschen Flächentheor ie , P a r a m e t e r u und v 

ein, u n d ste l len die F u n k t i o n (5.1) in der U m g e b u n g e ines ihrer P u n k t e durch drei 

Gle ichungen 

(5.2) X = (p(u,v), y = % (u> v)> z = y> {u, v) 

dar. Hierbei bedeuten qj, %, ip ana lyt i sche F u n k t i o n s e l e m e n t e der k o m p l e x e n Ver­

änderl ichen u, v, u n d es soll ke ine der drei F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e n 

( 5 3 s ¿ (<P, X) H%> w) 3
 ( v > <P)_ 

* ' d(u,v) i (u, v) ì (u, v) 

ident i sch verschwinden . 

Auf diese Weise gewinnen wir ein E l e m e n t der R i e m a n n s c h e n F läche der F u n k ­

t ion (5.1) u n d wir rechnen auch zu den P u n k t e n der R i e m a n n s c h e n F läche , die wir 

durch ana ly t i sche For t se t zung erhalten, diejenigen algebraischen Verzweigungs­

p u n k t e v o n (5-1) h inzu, deren U m g e b u n g m a n durch ein F u n k t i o n s s y s t e m (5.2) 

uniformisieren kann . 

Man m u s s aber bei F u n k t i o n e n v o n mehreren Veränderl ichen vors icht ig scio , 

weil auch wesent l i ch singulare Ste l len unter U m s t ä n d e n uniformisiert w e r d e n können. 
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Z u m Beisp ie l i s t d ie F u n k t i o n 

y 
(5.4) 

i m P u n k t e x = y = o wesent l i ch s ingular, wei l sie in jeder U m g e b u n g dieses P u n k t e s 

j eden beheb igen W e r t a n n e h m e n k a n n . Sie wird durch die Gle ichungen 

(5.5) x = u, y = uv, z — V 

uniformisiert; hier ent sprechen aber d e m einen P u n k t (x = y = o) d ie unendl i ch 

v ie l en P u n k t e (u = o, v wi l lkürl ich) . 

B e i der Uni f ormis ierung i m Kle inen k a n n m a n n u n u m diese l e t z t en S ingular i tä ten 

auszuschl iessen, versuchen z u ver langen , dass j e d e m P u n k t e (u0, v0), der b e t r a c h t e t 

wird, e ine U m g e b u n g U zugeordnet werden k a n n , so dass i m m e r nur h ö c h s t e n s 

endl ich v ie le P u n k t e v o n U e i n e m u n d d e m s e l b e n P u n k t (x, y) en t sprechen . 

Mit dieser Vorschrif t m ü s s t e n also b e i m Beisp ie l (5.5) alle P u n k t e (u — o, v 

willkürl ich) als R a n d p u n k t e d e s Gebietes b e h a n d e l t werden , in d e m m a n die Varia­

blen (u, v) be trachte t . 

6. I n d iesem Z u s a m m e n h a n g m u s s m a n aber n o c h auf wirkl iche Schwier igke i ten 

h inweisen , die i ch durch e in fast tr iv iales Be isp ie l i l lustrieren m ö c h t e . 

E s sei <p (i) regulär i m Einhe i t skre i s \t \ < 1, dort sei \q> (t) [ < 1 u n d der Kre i s 

t = 1 sei e ine natür l iche Grenze für <p (t). D a n n ist die F u n k t i o n 

(6.1) g (u, v) = <p (u) + <p (v) 

regulär u n d beschränkt i m Dizy l inder 

(6.2) u < 1, e < 1 

u n d jeder R a n d p u n k t des Dizy l inders ist e in wesent l i ch singulärer P u n k t für g (u, v). 

D u r c h die Transformat ion (5.5) g e h t n u n die F u n k t i o n (6.1) über in 

(6.3) / (X, y)=<p(x)+cp 

die im Gebiete 

(6.4) o < x < 1 , \y < \ x \ 

regulär is t , u n d j eden R a n d p u n k t dieses Gebie tes als wesent l i ch s ingulären P u n k t 

bes i tz t . K e h r t m a n n u n zu d e n P a r a m e t e r n (u, v) zurück, so s ieht m a n , dass der 

Ex i s tenzbere ich v o n / (x, y) n i cht mehr der Dizy l inder (6.2) , sondern das mehrfach 

z u s a m m e n h ä n g e n d e Gebie t 

(6.5) o < j « I < 1, | « ¡ < 1 

i s t . Wir werden auf d ieses Be i sp ie l z u r ü c k k o m m e n . 

7. U m je tz t e ine v ierd imens iona le abs trakte R i e m a n n s c h e F l ä c h e zu definieren, 
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betrachten wir eine F o l g e v o n endlich oder unendl ich v ie len ortsuniformisierenden 

Var iablenpaaren (ult vj, (u2, v2), . . . . . die in den Dizy l indern 

(7-1) CF>: \ u k \ < \ , \ v k \ ^ \ (¿ = 1 , 2 , . . . ) 

variieren sol len. Gewisse dieser Dizy l inder sol len mite inander v e r k e t t e t sein, so dass 

ihre G e s a m t h e i t e ine z u s a m m e n h ä n g e n d e R i e m a n n s c h e F läche b i ldet . A m einfach­

s t en s te l l t m a n diese Verke t tung mi t Hilfe einer s y m m e t r i s c h e n Matrix (etk) dar, 

d ie w o h l zuerst bei Poincaré v o r k o m m t . I n dieser unendl ichen Matr ix soll jedes 

E l e m e n t en tweder d e n Wert N u l l oder den Wert E ins haben , u n d zwar d a n n und 

nur d a n n d e n W e r t E ins , w e n n die Dizyl inder CU) u n d C w verke t t e t s ind. I n diesem 

Fal le soll d a n n e in Funkt ionenpaar 

(7-2) uf = <pik (%, vk), v{ = f{k (uk, vk) 

v o n regulären ana ly t i schen F u n k t i o n e n exist ieren, durch welche der Dizyl inder 

C ( " e ine indeut ig u n d ana ly t i sch auf ein abgeschlossenes Gebiet des R a u m e s der 

(ut, vt) abgebi ldet wird, das m i t d e m Dizyl inder Cu) geme insame innere P u n k t e 

bes i tz t . E i n P u n k t P*'' dieses l e tz ten Dizyl inders auf welchen durch (7.2) e in 

P u n k t P ( i ) des Dizy l inders C ( i > abgebildet worden ist , heisst zu P ( i ! > äquiva lent . 

N u n sol len die F u n k t i o n e n <pik, y>ik so beschaffen sein, dass der eingeführte Aqui -

valenzbegriff s y m m e t r i s c h und transi t iv ist . I n Formeln soll also aus P ( , ) ~ P u ) 

fo lgen P w ~ P ( i ) u n d zwei tens soll aus P ( i ) ~ P w u n d P ( i ) ~ P w fo lgen P ( , ) ~ P 0 " ' . 

V o n der Matrix (eik) wol len wir noch ver langen, dass in jeder Zeile nur endlich 

v ie le E l e m e n t e v o n N u l l verschieden sind, u n d dass mindes tens e ins dieser E l e m e n t e 

unterhalb der Diagona le der Matrix v o r k o m m t . Endl i ch sollen alle R a n d p u n k t e 

e ines be l iebigen Dizy l inders C ( , ) mindes tens e inem inneren P u n k t e ines anderen 

Dizy l inders äqu iva lent sein. 

8. W e n n e in reguläres F u n k t i o n s e l e m e n t 

/ ( P ) = / K , W l ) 

das i m Dizy l inder CU) längs e ines jeden W e g e s auf der R i e m a n n s c h e n F läche E 

fortsetzbar ist , so wol len wir sagen, dass die durch dieses F u n k t i o n s e l e m e n t erzeugte 

F u n k t i o n zur Riemannschen Fläche gehört. F ü r zweidimensionale F lächen , beweis t 

m a n m i t Hi l fe v o n S ä t z e n aus der Theorie der konformen Abbi ldungen , die sich aber 

nicht auf mehrdimens ionale analyt i sche Abbi ldungen übertragen lassen, dass zu 

jeder abs trakten R i e m a n n s c h e n Fläche F u n k t i o n e n konstruiert werden können , 

d ie zu dieser F l ä c h e gehören. D i e Übertragung dieses Satzes auf mehrdimens iona le 

R ä u m e sche int aber sehr zweifelhaft zu sein. E s wäre lehrreich, w e n n m a n diesen 

P u n k t endgül t ig aufklären k ö n n t e . Man k a n n aber in jedem Fal l auch diesen Gor­

dischen K n o t e n zerschneiden, i n d e m m a n zu d e n schon geforderten Eigenschaf ten 
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der v ierd imens iona len F l ä c h e R n o c h die we i tere h inzufügt , dass m i n d e s t e n s zwei 
F u n k t i o n s e l e m e n t e x {uv y {uv vt) ex is t ieren, die z u R gehören, u n d für w e l c h e 
d ie F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e n i c h t ident i sch verschwinde t . 

D i e s e l e tz te Vorausse tzung er laubt insbesondere , die F l ä c h e R auf d e n R a u m d e s 
(x, y) z u projizieren, oder wie m a n zuwei l en sagt , z u realisieren. 

9. Zwei bel iebige R i e m a n n s c h e F l ä c h e n , die m a n e ine indeut ig u n d ana ly t i s ch 
auf e inander abbi lden kann , sol len ana ly t i s ch äquivalent he issen. V o m S t a n d p u n k t 
der Funkt ionentheor i e s ind sie näml i ch n icht zu untersche iden . 

W i r wol len n u n d e n Fa l l näher ins A u g e fassen, dass e ine z u einer R i e m a n n s c h e n 
F l ä c h e Rx äqu iva len te F l ä c h e R\ m i t e inem S t ü c k e iner F l ä c h e R2 zusammenfa l l e . 
I m a l lgemeinen k a n n m a n m i t dieser B e z i e h u n g n i c h t v ie l anfangen; g i l t s ie z. B . 
i m m e r für jedes beheb ige P a a r v o n beschränkten Gebie ten . Sie wird u n s aber zu 
e i n e m wicht igen Begriff führen. 

M a n weiss s chon lange , näml i ch seit d e n grundlegenden U n t e r s u c h u n g e n v o n 
Hartogs, dass es Gebie te (also a u c h R i e m a n n s c h e F lächen) g ib t , die die E i g e n s c h a f t 
h a b e n , dass jede ana ly t i sche F u n k t i o n , die zu R gehört , v o n se lbst auf e ine R i e m a n n ­
sche F l ä c h e R regulär ist , so dass R e in echtes S t ü c k v o n R i s t . 

H a t n u n die R i e m a n n s c h e F l ä c h e R{, die wir o b e n b e t r a c h t e t h a b e n , u n d die 
z u i?j äqu iva lent se in sol l te , die E igenschaf t , dass jede ana ly t i sche F u n k t i o n , die zu 
R\ gehört , auch zu R2 gehört , so wol len wir sagen, dass R1 ana ly t i s ch fortsetzbar is t , 
u n d dass R2 e ine ana ly t i sche F o r t s e t z u n g v o n R1 i s t . E i n e R i e m a n n s c h e F l ä c h e , d ie 
n i c h t fortsetzbar i s t , soll vollständig g e n a n n t werden . 

D e r Begriff der vo l l s tänd igen R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n i s t d e n Regu lar i tä t s -
bere ichen nachgebi lde t , die Herr P. Thüllen e ingeführt u n d m i t grossem Erfolg 
b e n u t z t ha t . D i e s e be iden Begriffe d e c k e n s ich aber n icht v o l l k o m m e n . D e r B e ­
griff der vo l l s tänd igen R i e m a n n s c h e n F l ä c h e sche int aber der naturgemässere zu 
sein. H a t d o c h Herr Thullen se lbst geze igt , dass es schl ichte Gebie te g ib t , deren 
Regular i tä t shül l e n i c h t mehr schl icht ist . 

E s i s t n u n klar, dass m a n nur m i t vo l l s tänd igen R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n operieren 
soll u n d dass , w e n n der Begriff der abs trakten mehrd imens iona len R i e m a n n s c h e n 
F l ä c h e überhaupt e inen W e r t h a b e n soll, m a n bewe i sen m u s s , dass j ede be l iebige 
R i e m a n n s c h e F läche vervo l l s tänd ig t werden kann . 

F ü r die a l lgemeine Über lagerungsf läche einer R i e m a n n s c h e n F l ä c h e sche int d ies 
n icht a l lzuschwer zu sein, obgle ich es n i cht sicher is t , dass m a n d e n B e w e i s o h n e 
B e n u t z u n g der Zahlen v o n der zwe i t en Cantorschen Zahlklasse wird zu E n d e führen 
k ö n n e n . 

10. E i n e besonders wicht ige K l a s s e v o n R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n wird v o n denjen igen 
geb i lde t , die m a n auf e in beschränktes Gebi lde des (x, y) R a u m e s proj iz ieren k a n n . 
I m zwe id imens iona len F a l l b e s t e h t diese K l a s s e aus d e n R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n , 
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deren Überlagerungsf läche auf das Innere e ines Kreises konform abbi ldbar ist , und 
m a n k a n n ihnen bekannt l ich - dies ist sogar der tiefere Sinn des Schwarzsehen 
L e m m a s - e ine hyperbol ische Metrik zuordnen. 

D i e v ierdimens ionalen R i e m a n n s c h e n F lächen , die soeben besprochen wurden, 
werden n u n dadurch charakterisiert , dass m i n d e s t e n s zwei beschränkte F u n k t i o n e n 
m i t n i cht ident i sch verschwindender Funkt iona lde terminante exis t ieren, die zur 
b e t r a c h t e t e n R iemannschen F läche gehören. E s ist d a n n bekannt l i ch sehr e infach, 
a u c h hier e ine Metrik zu definieren, die m i t Hil fe der Fami l i e v o n beschränkten 
F u n k t i o n e n , die zu R gehören, g e w o n n e n wird. 

11 . F ü r die zuletzt be trachte ten R iemannschen F lächen ist es natürl ich, neben 
die Begriffe der Fortse tzbarke i t und Vol ls tändigkei t , die wir oben erklärt h a b e n , 
a u c h andere zu setzen , die dadurch ents tehen , dass m a n nur beschränkte F u n k t i o n e n 
z u ihrer Def in i t ion benutz t . 

S c h o n bei zweid imens ionalen R i e m a n n s c h e n F lächen , wird hierdurch die K l a s s e 
der vo l l s tänd igen R i e m a n n s c h e n F lächen e ingeengt : e s k a n n je tz t e ine R iemannsche 
F l ä c h e unmög l i ch i m zuletzt e r w ä h n t e n S inn vo l l s tändig sein, w e n n in e inem B l a t t e 
einer ihrer Projekt ionen e in isolierter R a n d p u n k t en tha l t en ist . I m vierdimensionalen 
R a u m k a n n der Untersch ied der vo l l s tändigen R i e m a n n s c h e n F läche mit d e m 
Begriff des Regular i tä t sgebie t s für beschränkte F u n k t i o n e n an den e infachsten Bei ­
spie len demonstr ier t werden. 

I m Paragraph 6 h a t t e n wir e ine beschränkte F u n k t i o n 

(11.1) / (x, y) = <p (x) + <p 

konstruiert , die im Gebiete 

(11.2) o ... x < 1, y \ < \ x \ 

regulär u n d in jedem R a n d p u n k t e dieses Gebietes wesent l ich s ingular war. D a s Ge­
biet (11.2) is t also ein Regular i tä t sgebie t i m Sinne v o n Thullen, auch w e n n m a n nur 
beschränkte F u n k t i o n e n zur Konkurrenz zulässt . 

Wir s a h e n aber, dass dieses Gebiet e ine indeut ig auf die äqu iva len te R iemannsche 
F l ä c h e 

(11.3) o < j u I < 1, v < 1 

abgebi lde t werden k a n n u n d es i s t se lbstverständl ich, dass diese n icht vo l l s tändig 
i m engeren S inn i s t . 

E i n genaueres S t u d i u m derartiger Singulari täten scheint ausserordentl ich wicht ig 
zu sein. U n t e r diesem Ges ichtspunkte wäre als e infachste Frages te l lung der Satz zu 
prüfen, ob e in schlichter, beschränkter Regular i tätsbere ich v o m Z u s a m m e n h a n g e 
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der K u g e l i m m e r als e indeut ige Pro jekt ion einer vo l l s tänd igen R i e m a n n s c h e n F l ä c h e 

angesehen werden k a n n . 

12. E i n brauchbares Kr i t er ium, u m in v i e l en F ä l l e n zu en t sche iden , ob e ine 

gegebene R i e m a n n s c h e F l ä c h e , auf welcher e ine ana ly t i s che Metrik def iniert i s t , 

vo l l s tändig is t , e n t n e h m e ich aus einer d e m n ä c h s t ersche inenden Arbei t v o n Herrn 

Horstmann. 

Herr Horstmann h a t n ä m l i c h für Gebie te i m R ä u m e der (x, y), die ke ine R e g u ­

l a n tä t sgeb ie t e s ind, bewiesen , dass sie R a n d p u n k t e bes i tzen , die in endl icher metr i ­

scher D i s t a n z v o n e inem bel ieb igen inneren P u n k t e l i egen; der B e w e i s überträgt s ich 

wört l i ch auf R a n d e l e m e n t e v o n n icht vo l l s tänd igen R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n . 

Hieraus folgt, dass jede Riemannsche Fläche R, auf welcher eine analytische Metrik 

definiert ist, vollständig ist, wenn die Distanzen DR (o, Pn) immer gegen Unendlich 

konvergieren, falls man den Punkt o festhält, und die Punkte Pn irgendwie gegen ein 

Randelement konvergieren lassi. 

F ü r einfach zusammenhängende, zweidimensionale R i e m a n n s c h e F l ä c h e n gi l t 

auch die U m k e h r u n g dieses Satzes . Vie l le icht ist d ies aber i m v ierd imens iona len 

R a u m nicht mehr der Fal l . 

13. U m auf d e n zu le tz t besprochenen R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n F u n k t i o n e n zu 

konstruieren, die in k e i n e m R a n d e l e m e n t fortsetzbar s ind, k a n n m a n sich m i t Vor­

teil e iner Methode bed ienen , die die Herren Cartan u n d Thullen in einer g e m e i n ­

s a m e n Arbei t vor kurzem entwicke l t h a b e n . 

D e r wesent l i chs te Kunstgriff , der hierbei b e n u t z t wird, b e s t e h t in einer interes­

s a n t e n Veral lgemeinerung des Begriffes der K o n v e x i t ä t , die Herr Cartan er funden hat . 

Wir bemerken zuerst , dass , w e n n K e in be l iebiges k o n v e x e s Gebie t b e d e u t e t , die 

k o n v e x e Hül l e A e iner be l iebigen abgeschlossenen P u n k t m e n g e A, die ganz i m Innern 

v o n K l iegt , ebenfal ls in K e n t h a l t e n ist . I s t d a n n P e in P u n k t v o n K, der n icht zu 

Ä gehört , so g ibt es i m m e r m i n d e s t e n s e ine l ineare F u n k t i o n L (A) der cartes i schen 

K o o r d i n a t e n der P u n k t e des R a u m e s , für we lche 

L(Q)<L (P) 

ist , w e n n Q die P u n k t m e n g e A beschreibt . D i e s e E igenschaf t ist für die K o n v e x i t ä t 

v o n K charakteris t i sch. 

N u n sagt m a n nach Cartan, dass e in Gebie t C bezügl ich einer g e g e b e n e n K l a s s e 

• / (x, y) ! v o n ana ly t i s chen F u n k t i o n e n k o n v e x ist , w e n n zu jeder abgeschlossenen 

P u n k t m e n g e A in G e ine abgeschlossene U m g e b u n g UA v o n A derart zugeordne t 

werden kann , dass es zu j e d e m P u n k t P v o n (K—UA) m i n d e s t e n s eine F u n k t i o n 

aus der gegebenen K l a s s e g ib t , für we lche 

/(<?) < f(ñ 

100 



C. Carathéodory: Analytische Abbildungen mehrdimensionaler Räume 

10t 

ist , w e n n Q die P u n k t m e n g e A beschreibt . E s ist n u n fast se lbstverständl ich , dass 
unsere R i e m a n n s c h e F läche R k o n v e x im Cartanschen Sinne s ind, w e n n m a n die 
beschränkten F u n k t i o n e n , die zur Fläche gehören, zur Def in i t ion der K o n v e x i t ä t 
benutz t , u n d s ich der e l ementars ten Eigenschaften der ana ly t i schen Metrik bedient . 

D a n n k a n n m a n ebenso wie Cartan und Thullen zu jeder F o l g e v o n P u n k t e n 
Plt P2, • • • auf R, die keinen H ä u f u n g s p u n k t im Innern v o n R bes i tzen , F u n k t i o n e n 
konstruieren, die nicht ident isch Nul l s ind u n d in al len Pk. verschwinden . 

14. D i e vorhergehenden Ausführungen s ind in e inem sehr engen R a h m e n ge ­
ha l ten worden . D i e grosse i tal ienische Schule , die so vie le Erfolge i m Gebiete der 
ana ly t i schen F u n k t i o n e n v o n mehreren Veränderl ichen rechnen ka nn , durfte ich 
allerdings u m so eher unerwähnt lassen, als wir a m k o m m e n d e n Fre i tag e inen Vor­
trag v o n Herrn F . Severi über diesen Gegenstand zu gewärt igen h a b e n . 

Aber auch das berühmte Problem, das Poincaré geste l l t ha t , über die Äqui ­
va lenz v o n vierdimensionalen Gebieten v o m S t a n d p u n k t der ana ly t i schen A b ­
bi ldungen, habe ich unerwähnt gelassen, obgleich Herr St. Bergmann, der s ich mi t 
dieser F r a g e besonders beschäft igt hat , e ine Re ihe v o n kuns tvo l l en u n d interessan­
t e n Arbe i t en darüber geschrieben hat . E s i s t wohl nur meine persönliche Einste l lung, 
die mich verhindert hat , mich für dieses Prob lem zu interessieren. I c h habe näml ich 
d e n Eindruck, dass ebenso wie die K e n n t n i s der sechs Gaussschen Invar ianten 
E, F, G, L, M, N für spezielle Probleme der Flächentheor ie v o n kle inem N u t z e n 
s ind, e b e n s o die Auff indung aller unendl ich v ie len Invar ianten , die die analyt i sche 
Äquiva lenz v o n vierdimensionalen Gebieten implizieren, nur theoret i sches Interesse 
haben k ö n n e n . 

Viel wicht iger , g laube ich, i s t z. B . die E n t s c h e i d u n g der Frage , inwiewei t m a n 
v ierdimensionale R i e m a n n s c h e F läche uniformisieren kann; g i b t es mit anderen 
W o r t e n Kriter ien al lgemeiner N a t u r , aus denen m a n entsche iden ka nn , ob zu einer 
gegebenen , e infach z u s a m m e n h ä n g e n d e n R i e m a n n s c h e n F läche analyt i sch äqui­
va l en te F l ä c h e n exist ieren, die schl icht auf d e n v ierdimensionalen R a u m ausgebreitet 
s ind? 
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Essai sur le développement de la théorie des fonctions 

de variables complexes 

Par Gaston Julia, Paris 

E n 1909, par lant a u Congrès de R o m e , G. Darboux d i sa i t : « D e p u i s u n e t renta ine 

d 'années , u n c h a n g e m e n t profond s'est accompl i sous nos y e u x dans l 'or ientat ion 

des é t u d e s m a t h é m a t i q u e s . L a théorie des fonct ions , puisqu' i l faut l 'appeler par son 

n o m , at t ire aujourd'hui , a v e c u n e force irrésistible, les recherches des p lus j eunes , 

des p lus act i fs , des p lus invent i f s parmi n o u s . U n esprit n o u v e a u les a n i m e : il nous a 

déjà v a l u , e t nous p r o m e t p l u s encore pour l 'avenir, d e bel les e t p r o f o n d é m e n t origi­

na les découver te s . » 

N o u s al lons essayer , dans c e t t e conférence, de f ixer que lques é t a p e s e t d e préciser 

que lques caractères d u d é v e l o p p e m e n t d e c e t t e théor ie des fonct ions d o n t G. Darboux 

re levai t déjà la séduct ion . D a n s des congrès antérieurs , des v o i x autor isées v o u s ont 

en tre tenus , à diverses reprises, des fonct ions d e variables réelles e t d u prodig ieux 

r e n o u v e l l e m e n t que leur é t u d e a p r o v o q u é dans la sc ience m a t h é m a t i q u e . N o u s 

considérerons aujourd'hui les fonct ions de var iables c o m p l e x e s pour no ter les progrès 

réalisés d a n s les prob lèmes qui les concernent . Sans entrer dans les déta i l s q u e d o n n e n t 

les « E n c y c l o p é d i e s » e t les « M é m o r i a u x », nous chercherons s i m p l e m e n t à dis­

cerner les grandes phases de ce d é v e l o p p e m e n t e t les p lus caractér is t iques , pour e n 

présenter u n e esquisse aussi n e t t e e t aussi c o m p l è t e q u e le p e r m e t le cadre de c e t t e 

conférence. 
* * * 

Ce qui caractérise e s sent ie l l ement les fonct ions de var iables c o m p l e x e s que l 'on 

étudie , e t les différencie des fonct ions de variables réelles, c'est qu'e l les s o n t parfaite­

m e n t dé terminées dans t o u t le d o m a i n e c o n n e x e où el les ex i s t en t , dès qu'el les sont 

dé terminées dans u n e part ie arbi tra irement p e t i t e d e ce d o m a i n e . A ce t égard, les 

fonct ions env i sagées par les a n a l y s t e s o n t é té , d 'abord e t p e n d a n t l o n g t e m p s , unique­

m e n t des fonct ions m o n o g è n e s e t a n a l y t i q u e s d 'une o u de plusieurs var iables . L a 

théorie de ces fonct ions , assise d'abord par Cauchy, sur les no t ions de monogénéité 

(dérivée unique) e t d'intégrale définie, a é t é assise ensu i te par Weierstrass sur la série 

de Taylor e t le prolongement analytique. L 'équiva lence n'étai t c e p e n d a n t p a s parfai te 

c o m m e on l'a cru l o n g t e m p s , la différence des d e u x p o i n t s de v u e correspondant à 

u n e différence très profonde d a n s les d o m a i n e s où il e s t poss ible de définir les fonc­

t i ons m o n o g è n e s . L a révé la t ion de c e t t e différence es t l 'œuvre , récente , d e M. Borei, 
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qui réussit il y a v i n g t ans à dégager n e t t e m e n t la n o t i o n générale d e fonct ion m o n o ­

g è n e de Cauchy, qu 'on p e u t définir dans u n d o m a i n e C o u d o m a i n e de Cauchy, d e 

la no t ion p lus restrict ive de fonct ion analyt ique , qu 'on p e u t définir d a n s un "domaine 

m o i n s général , domaine W ou de ~Wtier strass. N o u s examinerons d o n c : d'une part, 

les fonct ions monogènes analytiques d'une o u d e plusieurs variables; d'autre part , 

les fonct ions monogènes non-analyt iques q u ' o n appel le aujourd'hui fonct ions quasi-

analytiques, ces dernières const i tuant , entre les fonct ions ana ly t iques e t les fonct ions 

d e variables réelles, une bande étroite où les é tudes , bien que fort a t tachantes , sont 

jusqu' ic i assez restreintes . E t nous dist inguerons en gros trois périodes, la première 

a l lant de Cauchy a u x environs de 1880, la seconde al lant a u x environs de 1900, la 

tro i s ième al lant jusqu'aux recherches contemporaines . 

P R E M I È R E P É R I O D E 

Cauchy se préoccupe surtout de poser les principes de sa théorie, de créer les 

m é t h o d e s fondamenta le s (intégrale de Cauchy, calcul des limites ou méthode des majo­

rantes, méthode d'approximation dite de Cauchy-Lipschitz) par lesquel les elle se d é v e ­

loppera, e t de les appl iquer a u x principaux problèmes de l 'Analyse : calcul des fonc­

t ions impl ic i tes , intégrat ion des équat ions différentiel les e t a u x dérivées partiel les; 

i l é tabl i t ce que nous appelons les théorèmes d'existence locaux. Mais il c o m m e n c e 

l 'é tude des points singuliers (pôles, résidus), calcule le rayon de convergence de la 

série d e Taylor e t emplo ie déjà le pro longement ana ly t ique pour les équat ions diffé­

rentie l les . 

Succédant à Cauchy, e t f idèles à son p o i n t de v u e , Puiseux, Briot e t Bouquet, 

H ermite por tent leurs efforts sur les fonctions algébriques, é tudiées pour toutes les 

valeurs de la variable, leurs po in t s singuliers cri t iques ou non, leurs intégrales e t leur 

périodicité , les transcendantes périodiques p r o v e n a n t de l ' inversion des différentielles 

a lgébriques (fonctions elliptiques ou abéliennes), sur le rôle de ces transcendantes dans 

la théorie des équat ions différentielles ou l 'Ari thmét ique , en m ê m e t e m p s qu'ils 

amorcent l 'étude locale des points singuliers des intégrales des équat ions différen­

t iel les . 

Ail leurs, su ivant des orientat ions et ut i l i sant des m é t h o d e s différentes, Riemann, 

Weierstrass e t leurs émules ou é lèves (Clebsch, Neumann, Schwarz, Klein) poursuivent 

l 'étude des m ê m e s problèmes algébriques, t and i s que Fîichs, se rat tachant p l u t ô t à 

l'école de Cauchy, é tudie les po in t s singuliers les plus s imples des équat ions diffé­

rentiel les , e n particulier les permutat ions des intégrales des équat ions l inéaires par 

des circuits autour des po in t s singuliers. 

Cédant à leurs efforts répétés le monde algébrique fait apparaître des possibi l i tés 
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n o u v e l l e s qu i enr ichissent l 'obje t d e la théor ie d e s fonct ions e t l ' ensemble d e ses 

m é t h o d e s . 

Les n o t i o n s d e po in t s cr i t iques , de lace ts , cel le , si i m p o r t a n t e , d e périodic i té , 

éc la irent la n o t i o n d e f o n c t i o n mul t i forme t a n d i s que^ par les surfaces à plusieurs 

feui l le ts d e Riemann, ces n o t i o n s d e v i e n n e n t p lus i n t u i t i v e s e t famil ières . L a con­

na i s sance d e p l u s e n p lus précise d u m o n d e a lgébrique sou lève d e s p r o b l è m e s inté ­

res sant s c o m m e la représentation paramétrique des courbes algébriques, dé jà résolue 

pour les genres zéro e t u n . Conjugué a v e c les recherches d e Briot e t Bouquet, de Fuchs, 

Schwarz e t Jordan sur l ' inversion des différentiel les a lgébriques e t sur les é q u a t i o n s 

différentiel les, ce t ensemble d e v a i t about ir à la théor ie de l'uniformisation qui sera 

u n des t h è m e s pr inc ipaux d e recherches dans la pér iode s u i v a n t e . 

P a r la théor ie des fonc t ions e l l ipt iques , les points singuliers essentiels isolés 

m o n t r e n t déjà leur c o m p l e x i t é e t Weierstrass c o m m e n c e l 'é tude de ces p o i n t s . Les 

lignes singulières lui apparaissent aussi e t il fournit la première série de Taylor a d m e t ­

t a n t pour coupure s o n cercle d e convergence t a n d i s que , v e n a n t de l 'Ar i thmét ique , 

par ses é t u d e s sur la fonct ion modula ire , Hermite d é c o u v r e lui aussi ces l i gnes s ingu­

lières d o n t la na ture apparaî tra p lus c la irement d a n s les t r a v a u x d e Schwarz e t dam? 

les fonct ions fuchs iennes d e Poincaré. 

L a théorie d e s fonct ions s 'é lève d e prob lèmes locaux à des prob lèmes généraux 

d o n t certa ins , les prob lèmes a lgébriques , s o n t déjà p lus o u m o i n s réso lus : é t u d e d a n s 

t o u t le d o m a i n e d 'ex i s tence , recherche d e ses frontières e t des s ingulari tés , é t u d e des 

fonct ions au vo i s inage des s ingulari tés , e t Weierstrass ébauche u n e s y n t h è s e d 'une 

log ique très sat i s fa isante , b a s é e sur la série d e Taylor, l e s é l é m e n t s de fonc t ion ana ly ­

t ique , le p r o l o n g e m e n t ana ly t ique , f ondus d a n s la n o t i o n de d o m a i n e d 'ex i s t ence W 

défini a v e c précis ion. D a n s l ' intérieur d e ce d o m a i n e o n cherche des représentations 

analytiques (séries, produi t s infinis, intégrales) v a l a b l e s dans des régions d e p lus e n 

p lus é t e n d u e s ( théorèmes d e Weierstrass e t d e Mittag-Leffler); la série d e Taylor j o ue 

toujours u n rôle prépondérant , m a i s les séries de fract ions rat ionnel les i n t e r v i e n n e n t 

déjà d a n s les fonc t ions e l l ipt iques te l les que les présente Weierstrass, e t l es séries 

t h ê t a à u n e ou plusieurs var iables , é tud iées par Jacobi, Hermite, Weierstrass e t Rie­

mann m e t t e n t entre les m a i n s des a n a l y s t e s des représentat ions a n a l y t i q u e s nou­

ve l les souples e t précises . 

U n enr ich i s sement parallèle s 'observe dans les m é t h o d e s . D é j à Riemann ava i t , 

dans la déf ini t ion des fonct ions a n a l y t i q u e s , soul igné le rôle des d e u x é q u a t i o n s diffé­

rent ie l les c lass iques de Gauchy pour l 'ex is tence d 'une dérivée u n i q u e e t r a m e n é 

l 'étude des fonct ions a n a l y t i q u e s de z = x + iy à cel le des fonct ions h a r m o n i q u e s 

réelles d e x e t y. P a r sa théor ie des surfaces de Riemann e t de leur c o n n e x i o n il fa i t 

jouer u n rôle f o n d a m e n t a l à c e t t e topologie d o n t le rôle, grâce a u x b e a u x t r a v a u x de 

Jordan, n e fera q u e grandir. P a r l ' introduct ion d u genre des surfaces d e Riemann 
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1° Les fonctions entières 

Weierstrass ava i t c o m m e n c é l 'étude des t ranscendantes uniformes d'une variable 

les plus s imples , les fonct ions entières , et , par sa décompos i t ion e n facteurs primaires, 

donné u n e représentat ion c o m m o d e m e t t a n t b ien e n év idence les zéros de la fonct ion . 

I l a v a i t m o n t r é qu'une fonct ion entière approche indéf in iment t o u t e valeur a u voisi­

nage d u po in t singulier essentie l laissant p e n d a n t e la ques t ion des valeurs effect ive­

m e n t prises. E n 1879, s 'appuyant sur la fonct ion modulaire qu'i l connaî t b ien par 

ses é tudes antérieures, M. Picard démontre les d e u x célèbres théorèmes qui t ranchent 

la q u e s t i o n précédente : « théorèmes révélateurs , d i t M. Painlevé, qui , tels d e u x caps 

d'un cont inent i n c o n n u découverts par que lques hardis navigateurs , font pressentir 

u n m o n d e mystér i eux , m o n d e si vas te e t si riche que c inquante années d'explorat ion 

n'en ont pas encore épuisé les secrets. » 

L a théorie des fonct ions entières reçoit par cet te découverte une prodigieuse 

impuls ion. Laguerre introduit la not ion de genre, Poincaré é tabl i t une relation entre 

la croissance du module maximum M (r) (ordre apparent) e t d'une part le genre, d'autre 

part Voilure asymptotique des coefficients de Taylor. Pu i s M. Hadamard montre que 
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algébriques , il fait apparaître le véri table rôle d e l ' invariant à*Abel. P a r l ' introduct ion 

des substitutions birationnelles, il classe les courbes algébriques à l'aide d u nombre 

m i n i m u m d e paramètres , les modules. Par ses recherches sur le problème de Dirichlet 

e t sur la représentation conforme, il fournira d e s é l éments f o n d a m e n t a u x à la théorie 

d e l 'uniformisation. Ce qu'ici ses démonstrat ions o n t d'insuffisant, Weierstrass le 

m o n t r e par une crit ique lucide e t créatrice. Neumann, Schwarz donnent alors des 

so lut ions rigoureuses de ces problèmes sous des h y p o t h è s e s convenables re lat ives 

a u x frontières du domaine , ils é tendent ensu i te ces so lut ions a u x théorèmes d'exis­

t e n c e sur u n e surface d e Riemann algébrique donnée à priori. 

P e n d a n t que les disciples de Cauchy, de Riemann, de Weierstrass con t inuent 

d'explorer le domaine algébrique, pendant q u e Fuchs, Schwarz e t Jordan après Briot 

e t Bouquet rapprochent ce domaine des équat ions différentielles par leurs t r a v a u x sur 

les intégrales uniformes des équat ions du premier ordre, sur l ' inversion uniforme d u 

rapport d e d e u x intégrales d'une équat ion l inéaire d u second ordre, sur les équat ions 

l inéaires d u second ordre à coefficients rat ionnels e t intégrale algébrique, se forment 

d a n s les pépinières de l 'Ecole P o l y t e c h n i q u e e t de l 'Ecole N o r m a l e Supérieure de 

Par is des h o m m e s qui v o n t répondre à plusieurs des quest ions ouvertes , puis donner 

un nouve l essor à la théorie des fonctions. 
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l a croissance d e M (r) rense igne sur Y allure, des modules des zéros e t il é tab l i t pour 

M (r) u n e borne inférieure t rès précieuse , sur des cercles de r a y o n indéf in iment 

cro i s sant : il conc lu t e n é tab l i s sant q u e la fonc t ion f (i) de Riemann est de genre zéro. 

M. Borei enf in d o n n e la première démonstration élémentaire d u t h é o r è m e d e M. Picard 

e t , d a n s s o n m é m o i r e f o n d a m e n t a l sur les zéros d e s fonct ions ent ières , ass ied la t e c h ­

n i q u e d e ces fonc t ions sur les bases déf ini t ives , où n o u s la t r o u v o n s aujourd 'hu i : 

i n t r o d u c t i o n e t rôle d e Vordre réel, s a re lat ion a v e c la croissance de M (r), classifica­

tion des fonctions d'après c e t t e croissance, re lat ion d e M (r) a v e c le plus grand terme 

de la série de Taylor , méthode d'exclusion . . . , te ls sont les principes que les Lindelöf, 

les Boutroux, les Wiman d é v e l o p p e r o n t e t préciseront d a n s t o u s leurs déta i l s . L a 

théor ie des fonct ions ent ières e s t u n des premiers e x e m p l e s réussis d 'é tude dans t o u t 

le d o m a i n e d 'ex i s tence . 

2° Les fonctions automorphes. L'uniformisation des fonctions algébriques ou 

analytiques d'une variable 

Le m o n d e algébrique v a subir de n o u v e a u x assauts . 

P a r sa découver te des groupes fuchsiens ou kleinéens, e t des fonct ions uni formes 

invar iantes par les subs t i tu t ions de ces groupes , Poincaré é tabl i t l ' ex is tence de repré­

sentations paramétriques de toutes les courbes algébriques, d o n t Klein d'autre part a v a i t 

é tabl i la poss ibi l i té dans des cas spéc iaux; l'uniformisation des fonctions algébriques 

d'une variable e s t ainsi réalisée, e t Poincaré donne u n e représentat ion conforme sur 

un p o l y g o n e p l a n de la surface de Riemann de ces fonct ions . I l intègre e n p a s s a n t 

t o u t e s les équat ions l inéaires à coeff ic ients a lgébriques d o n t les po in t s s inguliers s o n t 

assez s imples : il donne u n e général i sat ion surprenante de la théorie des fonc t ions 

e l l ipt iques e t des e x e m p l e s nature l s e t instruct i fs de ces l ignes s ingulières q u e Weier­

strass e t Hermite ava i en t rencontrées . Les fonctions fuchsiennes ou kleinéennes s o n t 

u n autre e x e m p l e d 'é tude réussie dans t o u t le d o m a i n e d 'ex is tence; el les m o n t r e n t 

les part iculari tés curieuses q u e p e u t présenter ce d o m a i n e : frontières régulières 

ou courbes d e Jordan sans courbure ou ensembles parfai ts d i scont inus du t y p e 

Schottky, e tc . 

P e u après , e t sauf une lacune qu'i l comblera ensu i te , Poincaré uniformise toutes 

les fonctions analytiques, d o n n a n t le premier e x e m p l e d'une spécu la t ion hardie sur 

les surfaces de Riemann à une inf inité de feui l lets . I l n e perdra pas de v u e ce sujet e t 

il reviendra p lus tard à des q u e s t i o n s c o n n e x e s , c o m m e le prob lème de Dirichlet, e n 

créant c e t t e originale « méthode du balayage » qu'i l ut i l isera, pour établ ir la représenta­

t i o n conforme des surfaces d e Riemann s i m p l e m e n t c o n n e x e s sur des cercles d e r a y o n 

fini ou infini, dans s o n célèbre m é m o i r e des A c t a où l 'uniformisat ion des fonc t ions 

a n a l y t i q u e s se t r o u v e acquise sans restr ict ion. 
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P a r ail leurs, en ut i l i sant sa belle m é t h o d e d 'approximat ions success ives , M. Pi­

card, par intégrat ion de A u = k e" (k > 0) , apporte des contr ibut ions précieuses à 

la réso lut ion d' importants problèmes d 'ex is tence sur les fonct ions automorphes . 

Cet ensemble de découvertes admirables , complé té par les recherches des Appell, 

d e s Ooursat, des Humbert, des Painlevé, des Klein, des Fricke, des Hurivitz..., 

achèvera d e nous rendre famil ières les courbes algébriques, leurs représentat ions 

paramétr iques , leurs surfaces de Riemann e t leurs représentat ions planes , tandis que 

le problème de la représentation conforme des aires multiplement connexes recevra de 

M. Schottky des so lut ions intéressantes qui le feront rentrer dans le cycle des pro­

b l è m e s algébriques . 

3° Les fonctions algébriques de deux variables 

M. Picard s 'at taque a u x fonct ions algébriques de deux variables. Avec ses groupes 

hyperabéliens, hyper'fuchsiens, hyperkleinéens e t les fonct ions qu'i ls laissent invari­

a n t e s , il pénètre p lus a v a n t dans ce m o n d e des fonct ions ana ly t iques de plusieurs 

var iables desquel les on sait encore si peu de chose en dehors des problèmes locaux. 

On n 'avai t alors que des rense ignements généraux très rédui ts : les théorèmes de 

Cauchy, de Weierstrass puis de Hurwitz sur les fonct ions implic i tes ou les fonct ions 

rat ionnel les . Mais les fonct ions abél iennes fournissaient une base de départ analogue 

a u x fonct ions e l l ipt iques pour une variable. C'est de ce t t e base, améliorée d'abord 

par de n o m b r e u x t r a v a u x , que M. Picard partira pour étudier ses fonct ions hyper-

fuchs iennes , hyperkle inéennes . . . 

A v e c Poincaré il démontre la nécessité d'une relation quadratique entre les périodes 

d e s fonct ions quadruplement périodiques. E t , tandis que, par une analyse d'une 

é t o n n a n t e hardiesse où se révè lent les diff icultés du problème de Dirichlet à deux 

variables complexes , Poincaré é tabl i t , pour les fonct ions méromorphes de deux varia­

bles , la représentation par un quotient de deux fonctions entières, e t , plus tard, é tendra 

aux: intégrales doubles la théorie des résidus de Cauchy, M. Picard, par une analyse 

péné trante e t féconde, fonde la théorie moderne des fonct ions algébriques de deux 

variables . I l leur découvre des caractères profonds e t sans équiva lent dans les fonc­

t i ons algébriques d'une variable, n o t a m m e n t le rôle des intégrales de différentielles 

totales algébriques de première ou deuxième espèce qu'une surface algébrique ayant 

suf f i samment de singularités (surface irrégulière) peut seule posséder: il caractérise 

par un ent ier g > 1 le nombre des courbes logarithmiques possibles des intégrales de 

troisième espèce, il introduit le genre géométrique, nombre des intégrales doubles de 

première espèce, calcule le nombre des intégrales doubles de deuxième espèce et de 

leurs périodes d is t inctes . . . 

P a r ces principes qu'Humbert , MM. Painlevé, Gamier en France , MM. Castel-
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nuovo, Enriques, Severi e t leurs é l èves e n I ta l ie , déve lopperont , complé teront , pré­

c iseront , M. Picard n o u s a in trodui t s a u c œ u r des fonc t ions a lgébriques d e d e u x varia­

bles , e t , par ses t r a v a u x sur les fonct ions hyperfuchs iennes , il a t e n t é sur le prob lème 

difficile d 'uni formisat ion d e ces fonct ions l'essai q u e p e r m e t t a i e n t les diff icultés de 

la topo log ie des e spaces supérieurs . 

4° Les intégrales des équations différentielles algébriques 

E n fidèles disc iples de Gauchy, les d e u x grands g é o m è t r e s français d o n t n o u s 

v e n o n s d' indiquer que lques œ u v r e s maî tresses n e séparaient p a s la théor ie générale 

des fonct ions de cel le des é q u a t i o n s différentiel les à var iables c o m p l e x e s , c e t t e der­

nière é t a n t pour e u x u n chapi tre f o n d a m e n t a l de la première . Après e u x , la théorie 

des fonc t ions a lgébriques e s t a c h e v é e d a n s ses grandes l ignes . Mais , c o m m e il fal lait 

s 'y a t tendre , i ls o n t sur les é q u a t i o n s différentiel les a lgébriques posé d e n o u v e a u x 

prob lèmes d o n t M. Painlevé, a n i m é d u m ê m e esprit , v a poursuivre l 'é tude. 

D a n s sa thèse , approfondissant la n o t i o n d e p r o l o n g e m e n t ana ly t ique , il affermit 

ses connai s sances (et les nôtres) sur les d o m a i n e s d 'ex i s tence des fonct ions générales 

e t leur représentat ion a n a l y t i q u e d a n s ces d o m a i n e s ; puis , les fonct ions a lgébriques 

désormais b ien c o n n u e s , il explorera les intégrales des équations différentielles algé­

briques pour déterminer leurs s ingulari tés , leur d o m a i n e d 'ex i s tence , leur uni formité 

o u mul t i formité , leurs représentat ions ana ly t iques . P e n d a n t d i x années d 'un labeur 

s o u t e n u il s 'a t tachera à ces prob lèmes diffici les: prospecteur hardi e t perspicace , 

très informé auss i des p lus récents progrès de la théor ie des fonct ions , créant des 

m é t h o d e s originales e t f écondes lorsqu'i l n e p e u t uti l iser cel les qu'i l t i en t de ses 

prédécesseurs , il progressera sur ce « c o n t i n e n t i n c o n n u » d o n t a u jubi lé d e son ancien 

maî tre il a parlé e n t ermes si é m o u v a n t s . Considérant d'abord les é q u a t i o n s d u 

premier ordre, c'est en fonction de la constante d'intégration qu' i l é tud ie leurs in té ­

grales; c h e m i n fa i sant il a joute des t h é o r è m e s à la théor ie des fonct ions a lgébriques , 

n o t a m m e n t sur les t rans format ions s i m p l e m e n t rat ionnel les ; e t cherchant c o m m e n t 

les s ingulari tés des intégrales d é p e n d e n t de la c o n s t a n t e d ' intégrat ion, il o b t i e n t 

ses premiers résu l ta t s . Mais c'est dans l ' é tude des é q u a t i o n s d'ordre supérieur qu'i l 

rencontre les p lus grandes di f f icul tés: s ' a t t a q u a n t a u prob lème fondamenta l , il crée 

une m é t h o d e p e r m e t t a n t de former t o u t e s les équat ions d o n t les intégrales ont des 

points critiques fixes qu 'on p e u t dé terminer sans in tégrat ion à partir de l ' équat ion 

e l l e - m ê m e . D é t e r m i n a n t e f f ec t ivement ces équat ions pour l'ordre d e u x , e n part icul ier 

cel les d o n t l ' intégrale e s t uni forme o u n'a qu 'un n o m b r e fini de branches , il e n 

découvre de remarquables d o n t l ' intégrale générale e s t une fonc t ion ent ière ou méro-

m o r p h e , irréduct ible a u x t r a n s c e n d a n t e s connues , e t p o s s é d a n t des propriétés a s y m p -

t o t i q u e s curieuses d é c o u v e r t e s par P. Boutroux. L a m ê m e m é t h o d e sera p lus tard 
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appl iquée a u x équat ions d'ordre supérieur par ses é lèves Boutroux, Chazy, Garnier. 

E n s ignalant enfin l ' inversion par des fonct ions uniformes d'un s y s t è m e de d e u x 

différentiel les to ta les algébriques de d e u x variables qui se ra t tachent a u x é tudes de 

M. Picard, nous aurons donné que lque idée des succès que , grâce à M. Painlevé, la 

théorie des fonct ions vérif iant une équat ion différentielle a lgébrique aura enre­

gistrés sur u n des plus difficiles terrains de recherche qui se soient rencontrés jus­

qu'ici . 

5° Le prolongement analytique 

I o Etude d'une fonct ion à partir de données relatives à un point d'holomorphie 

D a n s les paragraphes précédents nous a v o n s v u la théorie des fonct ions pro­

gresser vers des problèmes de p lus en plus généraux, sur les terrains que l 'expérience 

e t l ' intui t ion révéla ient peu à p e u a u x ana lys tes : fonct ions algébriques e t leurs inté -

grales, fonct ions uniformes (el l iptiques, automorphes) , possédant des propriétés 

c o n n e x e s d' invariance ou de périodicité très s imples permet tant l 'étude du domaine 

d 'ex is tence t o u t entier e t de l'allure aux frontières; fonct ions uniformes (entières ou 

méromorphes) n ' a y a n t qu'un po int singulier essentiel; fonct ions sat isfaisant à des 

équat ions différentielles algébriques où la déterminat ion d u d o m a i n e d'existence e t 

des propriétés sont beaucoup plus difficiles. Chemin fa isant , sous l 'empire de la 

nécess i té e t parce que les problèmes particuliers bien posés sont un facteur essentie l 

de progrès, des m o y e n s techniques (surfaces de Riemann, polygone fondamental, ...) 

e t des représentat ions ana ly t iques de plus en plus puissants e t appropriés à leur objet 

(séries de po lynômes , de fract ions rationnelles , séries thê ta , produi ts infinis, séries 

de Weierstrass e t de Mittag-Leffler) é ta ient créés à côté de ce t t e série de Taylor qui , 

pouvant convenir à toutes les fonctions analytiques, se trouvai t par là m ê m e impropre 

a u x é tudes particulières citées p lus haut . 

Sous l ' influence des progrès ainsi réalisés, nous allons voir grandir le nombre e t 

l ' importance d'études consacrées c o m m e la théorie des fonct ions entières o u méro­

morphes à des classes très générales de fonct ions , surtout de fonct ions uniformes 

(auxquel les se ramènent les mult i formes par l 'uniformisation), satisfaisant à des 

condi t ions de plus en plus larges, e t définies par des m o y e n s de plus en plus variés. 

A c c o m p a g n a n t la marche parallèle de la théorie des fonct ions de variable réelle, la 

théorie des fonct ions de variable complexe dev ient avare d 'hypothèses à priori (voir 

par e x e m p l e la démonstra t ion de M. Goursat pour le théorème de Cauchy, où seule 

l 'ex is tence d'une dérivée est supposée) ; l 'é tude minut ieuse des conséquences qu'en­

traînent de strictes h y p o t h è s e s vo i t se révéler une quant i t é de possibi l i tés nouvel les , 

tandis que se déve loppe l 'étude serrée des représentat ions ana ly t iques , de leurs 
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d o m a i n e s d e va l id i té , des propriétés d e la fonc t ion dédu i t e s de ces représentat ions e t 

d e s poss ibi l i tés d e représentat ion des fonct ions d a n s t o u t leur d o m a i n e d 'ex is tence . 

a) Les singularités d'une fonction déduites de sa série de Taylor 

L a p lus anc ienne de ces représentat ions es t la série de Taylor d o n t Cauchy, à 

part ir d e son intégrale , é t a b l i t l ' ex is tence e t dé t ermine le d o m a i n e de va l id i té . E n 

ca lcu lant à part ir des coeff ic ients le r a y o n d u cercle d e convergence , Cauchy donna i t 

la d i s tance au centre d u po in t singulier le p lus vo i s in , e t Weierstrass, par le pro longe­

m e n t ana ly t ique , indiquai t , pour dé terminer le d o m a i n e d 'ex is tence e t calculer les 

va leurs de la fonct ion , u n m o y e n , il est vrai , théor ique . Ains i se t rouva ien t posés d e u x 

prob lèmes pr inc ipaux: détermination des points singuliers, calcul de la fonction dans 

tout le domaine d'existence. 

Tandi s q u e Darboux a v a i t ob tenu , à part ir d e s p o i n t s s inguliers de la fonc t ion , 

des r e n s e i g n e m e n t s sur l 'allure a s y m p t o t i q u e de ses coeff ic ients d e Taylor, M. Hada-

mard s 'est a t t a c h é à déterminer les singularités à partir de ces coefficients. D a n s u n 

m é m o i r e aujourd'hui c lass ique e t dans ses t r a v a u x ultérieurs , il a créé des m é t h o d e s 

d 'explorat ion d o n t les principes , a l lant b ien au-de là des appl ica t ions qu'il e n a fa i tes , 

s o n t les bases d e l 'é tat ac tue l d e la q u e s t i o n : critères p e r m e t t a n t de déceler les 

pôles, leurs part ies infinies, m ê m e des p o i n t s s ingul iers p lus généraux , e t par consé­

q u e n t de reconnaître les fonctions méromorphes, ordre en u n p o i n t du cercle de con­

vergence , t h é o r è m e sur la multiplication des singularités, inf luence des lacunes sur 

les p o i n t s s inguliers, n o t a m m e n t des séries n o n pro longeables W, vo ic i que lques 

pr incipes d o n t la f écondi té a é t é conf irmée par les n o m b r e u x successeurs de M. Hada-

mard (Borei, Leau, Le Roy, Lindelöf, Faber, Fabry, Dienes, Hardy, Nörlund, Sonia, 

Mandelbrojt...). 

L ' é t u d e des séries n o n prolongeables e t des lacunes recevra u n d é v e l o p p e m e n t 

part icu l ièrement é l égant par les b e a u x t r a v a u x de MM. Borei e t Fabry, e t , t o u t 

r é c e m m e n t , MM. Pólya e t Ostrowski lui apporteront des é l é m e n t s n o u v e a u x : rôle d e 

la densité des coefficients non nids, re lat ion des lacunes avec l'ultra-convergence d e s 

s o m m e s part ie l les . 

I n d é p e n d a m m e n t des t r a v a u x précédents , gu idé par ses recherches sur les sér ies 

t r igonométr iques , Fatou d o n n e plusieurs t h é o r è m e s concernant l'allure de la série 

sur le cercle de convergence e t il énonce u n b e a u t h é o r è m e , q u e Hurwitz e t M. Pólya 

d é m o n t r e r o n t d e d e u x façons différentes, sur le rôle des signes (c'est-à-dire des argu­

ments) des coefficients, que l s q u e so ient les module s , d a n s les séries non prolongeables , 

t a n d i s que , dans la vo i e o u v e r t e par le t h é o r è m e c lass ique d'Eisenstein, les t r a v a u x d e 

MM. Borei e t Pólya d 'une part , d e Fatou d 'autre part , d e v a i e n t about ir a u b e a u 

t h é o r è m e de M. Carlson sur les séries à coeff ic ients ent iers e t r a y o n de c o n v e r g e n c e 

éga l à un . 
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Quant à l 'étude de la série de Taylor sur son cercle de convergence : convergence , 

d ivergence , allure a u vois inage d u cercle, théorème à'Abel, ses ex tens ions e t inver­

s ions , s o m m a t i o n s diverses e t propriétés différentielles d e la s o m m e , il faudrait u n 

l ivre pour passer e n revue les résultats acquis , dont beaucoup re lèvent d'ailleurs d u 

pro longement que n o u s allons m a i n t e n a n t examiner . 

b) Le prolongement analytique des séries de Taylor 

C'est, e n effet, surtout dans le pro longement ana lyt ique que les progrès réalisés 

o n t é t é impor tant s . L a quest ion a t enu le premier p lan des préoccupat ions de Weier­

strass : son théorème sur la convergence dans u n domaine , vers une fonct ion holo­

morphe , d'une série de fonct ions holomorphes lorsqu'elle converge un i formément 

sur le contour ( théorème corrélatif de l' intégrale de Cauchy), c o m m e son « Doppel-

reihensatz » en t é m o i g n e n t suff i samment . Sa représentat ion de la dérivée logar i thmique 

des fonct ions entières conduis i t Mittag-Leffler au beau théorème par lequel il donna i t , 

p o u r t o u t e fonct ion ana ly t ique uniforme d o n t les points singuliers forment un e n ­

s e m b l e réduct ible , une express ion, valable en tout po int non singulier, où se trou­

v a i e n t m i s e n év idence les po in t s singuliers e t la s ingularité de la fonct ion en ces 

po int s . P e u après, Runge représentait avec un large arbitraire une fonction uniforme 

q u e l c o n q u e par une série de fractions rationnelles abso lument e t un i formément con­

vergente dans t o u t d o m a i n e intérieur au d o m a i n e d'existence , e t lorsque ce d o m a i n e 

e s t s i m p l e m e n t c o n n e x e il donna i t pour le m ê m e objet des séries de polynômes d o n t 

MM. Painlevé, Hilbert, . . . on t démontré au trement l 'existence. D a n s sa thèse , 

M. Painlevé e x a m i n a i t le prolongement l'un par l'autre de deux éléments co ïnc idant 

n o n plus dans une aire c o m m u n e , mais sur une frontière linéaire commune, o u v r a n t 

par là des quest ions d'unicité d o n t l 'étude, poursuivie jusqu'à nos jours, sous d e s 

h y p o t h è s e s de plus en plus larges, a été une des portes par où les fonct ions de variable 

réelle e t la théorie des ensembles sont entrées au cœur de la théorie des fonct ions de 

variable c o m p l e x e . 

Mais u n problème précis e t dél icat restait à résoudre dont on n'avai t de so lut ion 

q u e pour des séries très particulières c o m m e la série hypergéométr ique : la série de 

Taylor d'une fonction f (z) étant donnée, former à partir de ses coefficients une expression 

analytique représentant f (z) dans un domaine plus vaste que le cercle de convergence (C), 

le plus vaste possible. C'est de ce problème que M. Borei, par sa théorie des séries som-

mables, a donné la première so lut ion générale , e t ses t r a v a u x sur les séries diver­

g e n t e s m a r q u e n t u n e da te importante de l'histoire du pro longement ana ly t ique . 

P a r t a n t des s o m m a t i o n s par m o y e n n e s l inéaires de Frobenius, Holder, Cesaro, e t 

dégageant l ' idée-mère, il définit la s o m m a t i o n exponent ie l l e des séries numér iques , 

i l associe à t o u t e série de Taylor à rayon de convergence fini / (z) = Ean zn, une fonc-
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t i on ent ière F (z) = E zn qui , prise pour n o y a u d'une intégrale c o n v e n a b l e d e 

Laplace-Abel j eraF (az) da, r e n d c e t t e intégrale a b s o l u m e n t e t u n i f o r m é m e n t con-
u 

vergente à l ' intérieur d'un d o m a i n e (B) (po lygone si / a u n n o m b r e fini de po in t s 

s inguliers) , domaine de sommabilité exponentielle, c o n t e n a n t (G), la va leur d e l ' inté­

grale é t a n t / (z) d a n s (C) e t s o n p r o l o n g e m e n t a n a l y t i q u e d a n s (B). H o r s le cas où 

(G) e s t coupure W, (B) dépasse (C) e n t o u s les p o i n t s où / e s t ho lomorphe , e t la 

généra t ion d e (B) à part ir des p o i n t s s ingul iers de / e s t aisée à concevoir . M. Phrag-

men m o n t r a ensu i te q u e l ' intégrale d e M. Borei n e converge p a s hors de (B). 

E n remplaçant la fonc t ion exponent i e l l e par d'autres fonct ions s o m m a t r i c e s il a 

é t é poss ible d 'étendre (B) e t d'appl iquer ces m é t h o d e s à l 'é tude des po in t s s ingul iers 

s i tués sur la frontière de (B). Mais surtout , la so lut ion d e M. Borei a susc i té d e n o u ­

ve l les recherches (Lindelöf, Mittag-Leffler, Painlevé, . ..) qui o n t about i à de n o u ­

ve l les so lut ions par des m é t h o d e s u n p e u différentes (représentat ion conforme, 

intégrales de Laplace-Abel général isées où i n t e r v i e n n e n t les fonct ions Ea (z), E (z) 

d e Mittag-Leffler) d a n s lesquel les l ' intégrale de Cauchy j o ue toujours u n rôle d e 

premier ordre. L e s so lut ions de Mittag-Leffler n o t a m m e n t , o n t d o n n é des séries de 

p o l y n ô m e s , qu 'on p e u t former l inéa irement à l 'aide des coeff ic ients de Taylor de / 

e t d e cons tante s universe l les , c o n v e r g e a n t u n i f o r m é m e n t vers / (z) à l ' intérieur d e 

« Y étoile principale », t a n d i s q u e M. Painlevé donna i t p lus de souplesse à ces pro longe­

m e n t s e n d o n n a n t des d é v e l o p p e m e n t s va lab le s dans des é to i les curvi l ignes var iables 

qui p e r m e t t e n t d 'at te indre t o u t po in t régulier de la fonct ion . 

R é c e m m e n t Porter e t Jentzsch o n t d o n n é des e x e m p l e s de séries d e Taylor d o n t 

cer ta ines su i tes d e s o m m e s partie l les c o n v e r g e n t u n i f o r m é m e n t au-delà du cercle d e 

c o n v e r g e n c e e t M. Ostrowski a e x p l i q u é c e t t e ultraconvergence par l 'ex is tence dans la 

série, après d é d u c t i o n éventue l l e d'une série à r a y o n d e convergence supérieur, d 'une 

inf ini té de lacunes de largeur re lat ive infér ieurement bornée ; il a m o n t r é qu'alors 

l 'u l traconvergence a l ieu u n i f o r m é m e n t d a n s t o u t d o m a i n e intérieur a u d o m a i n e 

d 'ex i s t ence de la fonct ion uni forme l imi te / (z), réal i sant dans ce cas particul ier, d e 

la façon la p lus s imple , le problème d u p r o l o n g e m e n t ana ly t ique . 

6° Le prolongement analytique 

2° Etude d'une fonct ion à partir de données relatives au 

vo i s inage d'un point s ingulier 

Tand i s qu 'on cherchai t à t irer de la série de Taylor e t d e s o n p r o l o n g e m e n t t o u s 

l e s r e n s e i g n e m e n t s qu'i ls p o u v a i e n t donner , e t d e m ê m e que les g é o m è t r e s p r e n n e n t 

d a n s c h a q u e prob lème les coordonnées les p lus a d é q u a t e s , les a n a l y s t e s poursu iv irent 
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l ' é tude de t o u t e s les représentat ions analyt iques dont l 'expérience ou l ' intuit ion 

révé la ient l 'uti l ité prat ique e t qu 'une suspicion née d u souci croissant de la rigueur 

a v a i t e m p ê c h é de progresser. 

a) Séries asymptotiques 

Cauchy, dans son travai l sur la série de Stirling, ava i t e u déjà des soucis d e ce 

genre; Poincaré par sa théorie des séries asymptotiques donne une base m a t h é m a t i q u e 

sérieuse à des considérat ions ut i les qui jusque- là m a n q u a i e n t d e r igueur e t d o n n e des 

règles prat iques d'uti l isat ion de ces séries, en particulier pour l ' intégrat ion des équa­

t ions différentielles; Siieltjes d'autre part, poursu ivant une idée de Laguerre, é tudie 

la l iaison de ces séries avec les d é v e l o p p e m e n t s en fract ion cont inue qui deva ient , 

p lus tard, ouvrir u n c h a m p si fécond de découvertes à l 'act iv i té des analys tes . L a 

théorie des séries a s y m p t o t i q u e s divergentes , ou celle des séries de Taylor à rayon 

de convergence nul e s t e n s o m m e l'étude d'une fonction uniforme au voisinage d'un 

point singulier A, dans un domaine dont la frontière passe par A, à l'aide de données 

sur la fonction au voisinage de A. Poincaré eut surtout en v u e l 'appl icat ion a u x équa­

t ions différentiel les; M. Borei é tud ia le problème dans le cadre de la théorie des fonc­

t i o n s : domaine de validité ( secteur de s o m m e t A) d'une série a s y m p t o t i q u e ; existence, 

pour un d é v e l o p p e m e n t a s y m p t o t i q u e donné à priori, d'une infinité de fonctions 

correspondantes, au m o i n s lorsque le domaine de val idi té e s t angula irement assez 

restreint , restrict ion que lèvera p lus tard M. Carleman ; relat ion de ce problème avec 

les problèmes d'interpolation de fonct ions ent ières; calcul d'une fonction distinguée 

correspondant au d é v e l o p p e m e n t a s y m p t o t i q u e par la m é t h o d e de s o m m a t i o n des 

séries d ivergentes . . . Après lui, le problème des condit ions à imposer a u x coeffi­

c ients de la série e t au domaine de val idité pour que la fonct ion correspondante soit 

un ique fera l 'objet de t r a v a u x de plus en plus précis (Watson, F. e t R. Nevanlinna) 

jusqu'à M. Carleman qui en a d o n n é une so lut ion complè te et e x t r ê m e m e n t originale 

dans le cas du domaine circulaire passant par A, so lut ion que M. Ostrowslci a ensui te 

é t e n d u e à des domaines très généraux . 

b) Fractions continues et intégrales de Stieltjes 

D a n s une autre voie , Stieltjes approfondissant e t déve loppant un exemple de 

Laguerre, é tabl issai t une liaison e x t r ê m e m e n t intéressante entre une série a s y m t o -

t ique d ivergente , une classe de fractions cont inues e t un ty pe n o u v e a u d'intégrales 

auquel son n o m est demeuré a t taché . L'admirable mémoire de 1894—1895 qui 

expose ses résul tats est aujourd'hui classique. Bien que la classe des séries a s y m p t o ­

t iques auxquel les s 'applique la s o m m a t i o n de Stieltjes soit particulière, par les con­

nex ions fécondes qu'il établ i t , par l ' ingéniosité et la fécondité des concepts e t des 
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m é t h o d e s m i s e n œ u v r e (intégrale de Stieltjes, noyaux de convergence des suites bornées 

de fonctions holomorphes, . . . ) par les prob lèmes in téressants qu'i l pose (problèmes 

d e s m o m e n t s e t recherches c o n n e x e s ) , par les t r a v a u x qu'i l a susc i tés depu i s c e u x 

d e M. Borei jusqu 'à c e u x de M. Carleman, le m é m o i r e de Stieltjes, qu 'on t r o u v e à 

la base d e s recherches m o d e r n e s sur le problème des m o m e n t s , l es fonct ions quasi -

a n a l y t i q u e s de var iable réelle, la convergence des su i tes de fonct ions a n a l y t i q u e s , 

a exercé sur le d é v e l o p p e m e n t de la théor ie des fonct ions une inf luence capi ta le . 

c) Séries de Dirichlet 

L e s recherches ar i thmét iques de Dirichlet l ' ava ient condui t a u t y p e de séries 

£ a n e a u q u e l son n o m a é té a t t a c h é e t d o n t l ' intérêt a grandi avec les célèbres 

recherches d e Riemann sur £ (s). D e p u i s les t r a v a u x de MM. Cahen e t Hadamard 

l ' é tude d e ces séries, de leurs d o m a i n e s d e convergence s imple , absolue , uni forme, 

d u calcul de leurs coeff ic ients , de l'allure de la s o m m e au vo i s inage des droi tes d e 

c o n v e r g e n c e e t part icu l ièrement de z = oo, de la sommabi l i t é , des s ingularités e t du 

p r o l o n g e m e n t a n a l y t i q u e de c e t t e s o m m e . . . , a é t é poussée très lo in sous l ' inf luence 

d e M. Landau par les t r a v a u x d e n o m b r e u x géomètres . D ' u n e part (Bohr, M. Riesz, 

Hardy, . . . ), o n a cherché à leur étendre les progrès réalisés dans le prolongement analy­

tique des séries de Taylor, d 'autre part (Bohr, ...), o n a cherché à caractériser les 

fonctions admettant de tels développements en série, enf in o n a cherché (Bohr, Hardy) 

à uti l iser les conna i s sances acquises pour étudier la fonct ion f (s) d e Riemann. 

T a n d i s q u e M. Hardy réuss issai t à prouver que £ (*) possède une infinité de zéros sur 

la droite R (s) = Y2, m o r d a n t ainsi pour la première fois sur le t h é o r è m e précis 

é n o n c é sans d é m o n s t r a t i o n par Riemann, M. Bohr, outre ses mul t ip l e s apport s de 

déta i l a u x ques t ions précédentes , m o n t r a i t la f écondi té des cons idérat ions ar i thmé­

t iques sur les Xn, e t , par sa bel le théorie des fonctions presque périodiques, réuss issai t 

d a n s u n e certaine mesure à caractériser les fonc t ions dév e l o ppa b l e s e n série de 

Dirichlet. 

d) Séries de facultés et d'interpolation 

Corré lat ivement , l 'emploi des séries de facul tés (ou de factoriel les) et des séries 

d'interpolation (de Stirling, Newton, . ..) s'est mul t ip l i é e n A n a l y s e après 1900 pour 

résoudre des prob lèmes posés par les é q u a t i o n s différentiel les , les équat ions l inéaires 

a u x différences f inies. S' inspirant des résu l ta t s acquis sur les séries d e Taylor, les 

séries a s y m p t o t i q u e s , les séries de Dirichlet, MM. Landau, Carlson e t surtout M. Nör-

lund o n t d é v e l o p p é l ' é tude m o d e r n e d e leurs convergences , d e leur s o m m a b i l i t é , de 

leur p r o l o n g e m e n t a n a l y t i q u e , de leur allure a u vo i s inage d u p o i n t s ingulier z — oo, 

d e leur re lat ion a v e c les séries a s y m p t o t i q u e s e t l es fract ions cont inues , . . . , t a n d i s 
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que leur exce l l ente adaptation à l'étude des solutions des équations linéaires aux diffé­

rences finies ou des équations différentielles linéaires au voisinage de leurs singularités, 

résulta i t des t r a v a u x de MM. Nörlund, Horn e t de leurs émules . 

T R O I S I E M E P É R I O D E 

Les environs de 1900 accusent une or ientat ion nouvel le dans les méthodes e t 

problèmes de la théorie des fonct ions de variable complexe . Vers ce t t e époque , la 

théorie des ensembles e t des fonct ions de variable réelle a acquis ses bases essentie l les : 

les fonct ions à var iat ion bornée, l ' intégrale de Stieltjes, la puissance des ensembles , 

leur classif ication e t leur mesure , l ' intégrale de Lebesgue. Parmi les artisans de cet 

épanouis sement , Jordan, Stieltjes, M. Borei, o n t quelquefois travai l lé en v u e des 

fonct ions de variable complexe . A leur e x e m p l e , et profitant d u rajeunissement des 

idées de .Riemann par M. Hilbert, des é tudes sur les fonct ions orthogonales provo­

quées par la théorie des équat ions intégrales , les nouve l les générat ions d 'analystes 

travai l leront en unissant les variables réelles a u x variables c o m p l e x e s ; tandis que 

les anc iennes m é t h o d e s se déve lopperont par les apports n o u v e a u x , de plus e n plus 

s'affirmera u n principe que l'on peut énoncer ainsi: aux frontières du domaine 

d'existence W, l'allure de la fonction relève surtout de la théorie des fonctions de variable 

réelle, les possibilités nouvelles révélées par les progrès de celle-ci se réalisant presque 

toutes aux frontières dans les problèmes << naturels » sur les fonctions analytiques qu'on 

pouvait croire les plus simples, e t ainsi se réalisera une fusion chaque jour plus in t ime 

des po in t s de v u e réel e t c o m p l e x e dans la théorie des fonct ions . 

D a n s sa thèse de 1894, M. Borei t ente les premiers essais d 'extens ion du prolon­

g e m e n t ana ly t ique : avec ses séries de fract ions s imples , et ut i l i sant sa m é t h o d e 

d'exclusion, il fournit les premiers exemples d'express ions dont les valeurs ,dans des 

régions de convergence séparées au point de v u e W, sont pourtant l iées entre el les. 

D a n s son mémoire des A c t a sur les séries de p o l y n ô m e s e t de fract ions rationnelles , il 

précisera ses idées : par les séries de p o l y n ô m e s (M), la s o m m e d'une série de fract ions 

s imples peut , sous des hypothèse s convenables , se prolonger d'une région d'holo-

morphie dans une région à pôles denses où la s o m m e n'existe pas au point de v u e de 

Weierstrass. E n 1912 enfin, il donnera les principes d'une théorie générale des 

fonct ions quasi-analytiques de variable complexe, de leurs domaines d'exis tence C, 

de leur représentat ion ana ly t ique par les d é v e l o p p e m e n t s M. 

L e mémoire de Stieltjes (1894—1895) , t a n t par la représentat ion ana ly t ique en 

intégrales de Stieltjes des fonct ions bornées (ou s'y ramenant ) , que par le théorème sur 

la convergence uniforme des séries de fonct ions holomorphes bornées dans un do­

maine sous l 'hypothèse d'un n o y a u de convergence intérieur à ce domaine , marque 
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lui auss i d e s progrès e t u n e or ientat ion qui , e n c o n n e x i o n a v e c les t r a v a u x d'Arzela 

e t d e M. Hilbert favor iseront les é t u d e s sur des fami l les in téressantes d e fonct ions 

a n a l y t i q u e s (en part icul ier l es fonc t ions bornées) sur leur représentat ion e t leurs 

propr ié tés g é o m é t r i q u e s e t sur leur convergence . 

D a n s s o n b e a u m é m o i r e d e 1901, à la faveur des progrès réalisés par Arzela 

d a n s l ' é tude des su i tes d e fonc t ions e t de leur répart i t ion e n su i tes c o n v e r g e n t e s , 

M. Hilbert reprend le r a i s o n n e m e n t d e Riemann e t , le m e t t a n t sur des bases r igou­

reuses , d o n n e une nouve l l e so lut ion d u prob lème d e Dirichlet pour les fonc t ions har­

m o n i q u e s . S o n a n a l y s e consacrera l ' in troduct ion d e la m é t h o d e d e s var ia t ions pour 

d é m o n t r e r r igoureusement l ' ex i s tence des so lut ions d 'un grand n o m b r e d e prob lèmes 

n o n l o c a u x de la théorie des fonct ions e t aussi pour les calculer. 

L ' in troduct ion des idées d e M. Lebesgue dans les représentat ions de fonc t ions 

a n a l y t i q u e s où in terv ient l ' intégrale, l ' é tude c o n n e x e des séries de Fourier, e t , e n 

général , des séries de fonct ions or thogonales susc i tée par la théorie des é q u a t i o n s 

intégrales , c o m p l è t e n t l ' influence des trois m é m o i r e s précédents sur l ' évo lut ion de la 

théorie des fonct ions . D a n s sa thèse de 1906 sur les séries t r igonométr iques e t les 

séries de Taylor, Fatou o b t i e n t des résul tats , c o m m e son célèbre t h é o r è m e sur 

l 'ex i s tence des va leurs l imi tes radiales des fonc t ions bornées d a n s un cercle, dont 

les conséquences n e se c o m p t e n t p lus e t qui feront de plus en plus apparaî tre l ' impor­

t a n c e des e n s e m b l e s de mesure nul le q u e par ail leurs M. Borei c lassait e t dont il 

re levait l ' importance f o n d a m e n t a l e pour les d o m a i n e s C. 

Les é l é m e n t s n o u v e a u x incorporés dans l 'objet e t la t e c h n i q u e de la théorie des 

fonct ions s'y dif fusent rap idement , produisent d e s rejets f éconds d o n n a n t à la 

théorie l 'aspect d e ces figuiers des b a n y a n s , forêts a u x mil le co lonnes . 

1° Développements sur les fonctions entières ou holomorphes dans un cercle, 

sur la convergence des suites et le prolongement analytique 

D a n s la théor ie des fonc t ions ent ières , de n o m b r e u x géomètres préc isent e t 

c o m p l è t e n t les principes d o n n é s par MM. Hadamard e t Borei. Boutroux perfect ionne 

la m é t h o d e d 'exc lus ion , M. Wiman d o n n e à celle d u p lus grand t e r m e une précis ion 

et une e x t e n s i o n a u x fonct ions h o l o m o r p h e s dans u n cercle qui , outre des résu l ta t s 

très or ig inaux p r o v o q u e r o n t en particul ier les t r a v a u x de MM. Pólya e t Valiron. 

Concurremment a v e c e u x MM. Lindelöf, Blumenthal, Denjoy, Maillet, Littlewood, 

. . . é t u d i e n t les fonc t ions d'ordre ent ier , d'ordre infini, d'ordre nul , précisant les 

re lat ions entre la croissance e t la dens i t é des zéros. Par l'extension du principe du 

maximum du module qu'i l donnera a v e c M. Phragmen, M. Lindelöf amorce avec ses 

é lèves l ' é tude de la fonc t ion ent ière au vo is inage de l'infini lorsque la frontière d u 

d o m a i n e passe par l'infini. 
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A u n autre po int de vue , dans la vo ie ouverte par la démonstra t ion é lémentaire 

de M. Borei, M. Landau, M. Schottky donnent d ' importantes proposi t ions aujourd'hui 

c lass iques concernant les fonct ions ho lomorphes dans u n cercle e t y a d m e t t a n t 

deux valeurs exceptionnelles, t and i s que M. Caratheodory re lève le rôle essentie l de la 

fonct ion modula ire e t du l e m m e de Schwarz dans les inégalités précises sur le rayon d u 

cercle d 'holomorphie ou, sur le m a x i m u m du m o d u l e qui traduisent a n a l y t i q u e m e n t 

ces propos i t ions . Sous des condi t ions init iales très larges, ces inégal i tés font rentrer 

les fonct ions à valeurs except ionnel les dans le cadre, considéré par Stieltjes, des 

fonct ions à module borné. Re l iant ces n o u v e a u x théorèmes a u x t r a v a u x de M. 

Osgood, A' Ar zela, d e Vitali, de M. Montel e t de leurs émules , sur les fonct ions bornées , 

MM. Caratheodory e t Landau ob t i ennent un critère de convergence pour les familles 

à valeurs exceptionnelles e t M. Montel, pour marquer la solidarité remarquable créée 

entre les fonct ions d 'une m ê m e famil le par une l imi te supérieure d u module (Stieltjes), 

par l 'égale cont inui té (Arzéla) par d e u x valeurs except ionnel les (Caratheodory, 

Landau) propose de les appeler familles normales e t poursuit l 'étude des cas où cet te 

sol idarité ex i s te . D e n o u v e a u x critères venus d'ailleurs s 'ajouteront a u x anciens , en 

particulier celui de Vunivalence (Kœbe), tandis que l 'étude, sur la sphère de Riemann, 

par M. Ostrowski, de l'oscillation sphérigue des fonct ions méromorphes d'une famil le , 

poursuiv ie par M. Caratheodory à l 'aide du concept de convergence continue de Hahn 

donnera pour caractériser ces famil les , u n critère nécessaire e t suff isant d'une élé­

gance achevée . A v e c p lus de précis ion encore, M. Ostrowski, s ' appuyant sur le lemme 

des deux constantes par lequel , a v e c M. Nevanlinna, il généralise le théorème des 

trois cercles de M. Hadamard, mesure et compare la convergence d'une suite 

de fonct ions dans les diverses part ies du domaine de convergence uniforme et , parmi 

les corollaires de son étude , obt i en t ses belles proposi t ions sur l 'ultra-convergence 

des séries de Taylor. Les critères de convergence antérieurs s'affineront encore de 

M. Blaschke à MM. Khintchine e t Ostrowski, lorsque seront introduits dans les h y p o ­

thèses so i t des noyaux de convergence à la Vitali, mais à point limite frontière, soit 

des noyaux de convergence entièrement frontières mais intéressant les l imites presque 

par tout sur le cercle frontière (Fatou) des fonct ions de la famille supposées bornées . 

A v e c le théorème de Fatou les quest ions soulevées par la thèse de M. Painlevé 

recevront d e Fatou lu i -même , de MM. Riesz, Priwaloff, Lusin, . . . , sous des h y p o ­

thèses de plus en plus larges, des solut ions de plus en plus précises, qui nous ren­

se ignent sur la mesure des ensembles où une fonct ion analyt ique s'annule à la 

frontière d u domaine d'exis tence . E m p l o y é pour les passages à la l imite dans les 

m o y e n n e s circulaires d'ordre positif des modules des fonct ions holomorphes , 

dont l ' introduct ion s y s t é m a t i q u e par M. G. H. Hardy, déve loppée par MM. 

Littlewood e t F. Riesz, permet n o n seu lement d'obtenir c o m m e je l'ai montré , des 

proposi t ions parallèles a u x proposi t ions c lass iques où interv ient le m a x i m u m 
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du m o d u l e , m a i s encore d'explorer p l u s f i n e m e n t les propriétés des famil les d e fonc­

t i ons e t d e les représenter a n a l y t i q u e m e n t , le théorème de Fatou permet tra d'une part , 

d'affiner les critères e n v i s a g é s p lus h a u t , d'autre par t de déve lopper c e t t e théorie 

des fonctions subharmoniques d o n t M. F. Riesz a m a r q u é e n d e b e a u m é m o i r e s t o u t e 

l ' importance e n A n a l y s e e t spéc ia l ement d a n s la théor ie d u potent ie l . 

A v e c l ' é tude approfondie par MM. Faber, Fejer, Müntz, Sasz, Carleman, . . . des 

d é v e l o p p e m e n t s e n séries de p o l y n ô m e s o u des a p p r o x i m a t i o n s par des s o m m e s de 

m o n ô m e s d'ordres c o n v e n a b l e s , avec l ' é tude d e ces p o l y n ô m e s de mei l leure appro­

x i m a t i o n d o n t o n d o i t l ' in troduct ion à Tchebychef, e t l ' é tude d é v e l o p p é e à MM. 

S. Bernstein, Tonelli, Faber, Jackson, de La Vallée-Poussin, . .., e n particul ier des 

re lat ions entre l 'ordre a s y m p t o t i q u e d e l 'approx imat ion e t les s ingulari tés de la 

fonct ion à approcher , n o u s aurons s ignalé enfin que lques progrès récents de la 

représentat ion des fonct ions d a n s l'ordre d u p r o l o n g e m e n t ana ly t ique . 

2° Rôle des variations et des suites orthogonales 

M. Hilbert a dé terminé , par son m é m o i r e de 1901 , u n retour fécond a u x idées de 

Riemann caractérisé par u n large recours à la méthode des variations e t a u x définitions 

par une propriété d'extremum. 

L u i - m ê m e ou ses é l èves MM. Courant, Kœbe . . . on t o b t e n u ainsi des so lut ions 

é l égantes pour la représenta t ion conforme des aires o u des surfaces de Riemann de 

c o n n e x i o n q u e l c o n q u e e t pour les prob lèmes d 'ex i s tence qui se posent dans l'uni­

formisat ion des fonct ions a lgébriques ou ana ly t iques . E n m i n i m a n t , avec des données 

in i t ia les très s imples , n o n p lus des intégrales mais des q u a n t i t é s c o m m e le m a x i m u m 

du m o d u l e dans u n d o m a i n e , ou en opérant corré la t ivement , MM. Fejer, F. Riesz, 

Carathéodory, Rado, . . . on t d é m o n t r é a v e c u n e s impl ic i té « m a x i m u m » l 'ex is tence de 

la fonc t ion de Riemann représentant le d o m a i n e sur un cercle. On s'est a t tache 

aussi a u x famil les de fonct ions s imples d é p e n d a n t d'un indice ( p o l y n ô m e s des d ivers 

degrés , . . . ) e t d o n t c h a c u n e jouit de la propriété d ' e x t r e m u m caractér isant une 

fonct ion à déterminer . M. Bieberbach a ainsi d o n n é pour la fonc t ion de Riemann 

une série de p o l y n ô m e s m i n i m a n t l ' intégrale de Riemann, t and i s que j ' employa i s à 

ce t obje t des p o l y n ô m e s ou des fract ions rat ionnel les m i n i m a n t le m a x i m u m du 

m o d u l e ou d'autres intégrales , e t , d a n s des cas très généraux , par u n e m é t h o d e 

dual i s t ique de celle de Ritz, je ramenai s le problème de Dirichlet au problème de 

meilleure approximation sur la frontière e n mesurant l ' approx imat ion soit c o m m e 

Tchebychef so i t à l 'aide d' intégrales c o n v e n a b l e s . 

L'emploi très é l égant des var ia t ions d a n s les t r a v a u x d e M. Carleman sur les 

séries a s y m p t o t i q u e s o u le ca lcul des fonc t ions quas i -ana ly t iques procèdent aussi d e 

l ' inf luence de M. Hilbert. 
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D a n s u n ordre d'idées vois in , les é tudes sur les équat ions intégrales , sur les suites 

d e fonct ions orthogonales , de MM. Hilbert, Schmidt... o n t provoqué l 'apparit ion de 

sui tes d e p o l y n ô m e s définis dans u n domaine par leurs propriétés d'orthogonal i té sur 

la frontière ou dans le domaine , à l'aide desquels MM. Szegö e t Carleman, par e x e m p l e 

o n t p u représenter t o u t e fonct ion ana ly t ique dans le domaine , ces p o l y n ô m e s 

s ' expr imant a s y m p t o t i q u e m e n t par la fonct ion de Riemann d u d o m a i n e lorsque 

leur degré dev ien t infini. 

3° Retour à l'esprit „Funktionentheoretisch" de Weierstrass 

Les per fec t ionnements de la technique que nous v e n o n s de noter dans les I o e t 2°, 

l 'é tude approfondie , nécessaire au problème général de l 'uniformisation, de la 

topologie des surfaces de Riemann générales, que nous d e v o n s à Poincaré, à MM. Weyl, 

Kœbe e t leurs successeurs, ont ramené u n souci d'ordre es thét ique e t phi losophique 

procédant de Weierstrass, e t e x c l u a n t des problèmes sur la déterminat ion des fonc­

t ions ana ly t iques tous les é l ément s autres que des fonct ions ana ly t iques . Ce souci 

nous a v a l u les b e a u x mémoires de MM. Caratheodory e t Lindelöf sur la représen­

ta t ion conforme, une reprise par M. Kœbe dans cet esprit , de tous ses t r a v a u x sur la 

représentat ion des aires de connex ion quelconque, sur l 'uniformisation, e t des 

t r a v a u x ultérieurs d e M. Bieberbach. L a technique e t la topologie en ont bénéficié 

e l l e s - m ê m e s : in troduct ion de sui tes de fonct ions algébriques d 'approximat ion , 

ut i l i sat ion meil leure du l e m m e d e Schwarz et des l e m m e s analogues , introduct ion des 

sui tes d e surfaces de Riemann e t de leurs noyaux.... tandis qu'ail leurs la thèse de 

M. Painlevé suscitait d 'excel lents out i l s c o m m e le l e m m e de M. Carleman, auquel je 

crois avo ir donné récemment l ' extens ion qu'il mérite. 

4° La géométrie des fonctions analytiques 

Le m ê m e souci d'ordre es thé t ique a, sous l ' influence de Klein, Study et de 

M. Caratheodory, favorisé, il m e semble , les é tudes géométr iques sur les fonct ions 

ana ly t iques . 

M. Caratheodory d'une part, par ses é tudes sur les coefficients de Taylor des fonc­

t ions à part ie réelle pos i t ive ou bornée dans le cercle unité , poursuivies par MM. 

Herglotz, Ostrowski ( intégrale d e Stieltjes) et , pour les fonct ions à module borné, par 

MM. I. Schur, R. Nevanlinna, Denjoy, . . . , a déve loppé un é légant chapitre de 

géométrie des fonctions bornées où la convex i t é de Minkowski joue u n rôle fondamenta l 

e t dont le l e m m e de Schwarz fa isai t soupçonner l 'ex is tence . 

D 'autre part , pour étudier la convergence singulière des i térées d'une fract ion 

rat ionnel le , j 'établ is e n 1917 une ex tens ion du l e m m e de Schwarz a u x cercles t a n -
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g e n t s a u cercle f o n d a m e n t a l , d o n t le s u c c è s a dépassé t o u t e s m e s espérances , MM. 

R. Nevanlinna, Wolff, Carathéodory n o t a m m e n t l ' a y a n t dé jà d é v e l o p p é e e t appl iquée 

a u p r o b l è m e des m o m e n t s , à l ' ex i s tence d e s dér ivées l imi tes , à la représentat ion 

c o n f o r m e . . . 

E n s e c o n d l ieu, l es é t u d e s d e M. Kœbe sur la m e s u r e des ensembles frontières d e 

d o m a i n e s où e x i s t e n t les fonc t ions a u t o m o r p h e s uni formisantes , nous o n t v a l u le 

b e a u « Verzerrungssatz » inaugurant la géométrie des fonctions univalentes d a n s un 

cercle, q u e M. Bieberbach a c o m p l é t é par u n h e u r e u x « Drehungssatz », t a n d i s q u e son 

« Flächensatz » fournissai t pour leurs coeff ic ients de Taylor d e s inégal i tés dont 

la précis ion s'affirme vers u n e l imi te e x a c t e qu'i l a conjecturée e t q u e M. Dieudonné 

a é tabl i dans le cas réel. 

M. Carathéodory, e n é t u d i a n t , dans le cas le p lus général , la correspondance entre 

p o i n t s frontières d a n s la représenta t ion conforme sur u n cercle des aires p lanes , 

inaugura i t u n autre chapi tre d e c e t t e géométr i e où la topo log ie e t l 'analyse se m ê l e n t 

d e la façon la plus heureuse e t la p lus f éconde , t a n d i s q u e les déformat ions intérieures 

o u frontières créées par c e t t e correspondance sous des h y p o t h è s e s frontières d e plus 

e n p lus restr ic t ives (courbes d e Jordan p o u r v u e s o u n o n de tangente s , c o n v e x e s , à 

courbure bornée , e tc . . . . ) o n t susc i té les n o m b r e u x t r a v a u x de MM. Study, Lindelöf 

e t des é l èves de M. Carathéodory. 

M e n t i o n n a n t enf in le diamètre transfini des aires d o n t l ' introduct ion par M. 

Felcete e t l 'ut i l i sat ion e n représentat ion conforme par MM. Pólya, Szegö, . . . o n t 

d o n n é l ieu à d e bel les propos i t ions , n o u s aurons d o n n é u n aperçu de ce t t e géométrie des 

fonction analytiques qui se tradui t s o u v e n t par la recherche de limites exactes as­

s ignées a u x famil les de fonc t ions douées d 'une propriété caractér is t ique 

5° Equations fonctionnelles. Itération des substitutions. Points et courbes J. 

Nouvelles recherches sur les fonctions entières et méromorphes 

L'enr ich issement de la t e c h n i q u e des fonct ions a n a l y t i q u e s d o n t nous a v o n s suivi 

les progrès dans les paragraphes précédents a c o m m e n c é dans les quinze premières 

années d e ce siècle. I l s'est poursuiv i le p lus s o u v e n t par la nécess i té de créer les 

m é t h o d e s les m i e u x a d a p t é e s à l 'é tude de ques t ions intéressantes rendues plus 

abordables , e t au cours de c e t t e é t u d e se s o n t révé lées des c irconstances nouve l l e s qui 

ont enrichi l 'objet d e la théorie des fonct ions . 

Tand i s q u e les so lut ions des é q u a t i o n s a u x différences finies, l inéaires ou non , 

leurs d é v e l o p p e m e n t s , leurs s ingulari tés , leurs d o m a i n e s W, a v a i e n t fait l 'objet de 

t r a v a u x é t endus , n o t a m m e n t de M. Nörlund, les so lut ions des équat ions fonct ion­

nel les d o n t la s u b s t i t u t i o n f o n d a m e n t a l e n'est pas l inéaire, n 'ava ient a v a n t 1917 fa i t 

l 'objet q u e d 'é tudes locales ou très part icul ières , d o n t l ' intérêt , pour cel les de 
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Kœnigs e t de Fatou n o t a m m e n t , faisait souhaiter une é t u d e dans t o u t le domaine d'exis­

tence . Lorsque la subs t i tu t ion fondamenta le e s t rationnelle , les recherches que 

Fatou e t m o i - m ê m e , i n d é p e n d a m m e n t l 'un de l'autre, a v o n s poursuivi t a n t sur l'ité­

rat ion de la subst i tut ion , la dé l imi tat ion des domaines de convergence , leur structure, 

leur connex ion , les s ingularités de leurs frontières, . . . q u e sur les so lut ions des équa­

t ions fonct ionnel les correspondantes les p lus s imples (Schrœder, Poincaré, Abel, 

Picard, équat ion de permutabi l i té ou semi-permutabi l i té , . . . ) o n t about i d'abord à 

la vérif icat ion du principe que nous énoncions au début de ce t te trois ième partie sur 

la pénétrat ion , par les frontières, des s ingularités de la théorie des ensembles e t des 

fonct ions d e variable réelle jusqu'au cœur des problèmes « naturels » les plus s imples 

concernant les fonct ions ana ly t iques (ici, frontières sans tangentes , à po ints doubles 

par tout denses , domaines à connex ion infinie, à frontières ponctue l les ou linéaires, 

. . . ). D ' u n autre cô té , e t sans parler de la mise au point e t du perfect ionnement de 

la t echn ique acquise qu'el les o n t nécess i té e t d o n t nous a v o n s antér ieurement c i té des 

e x e m p l e s , el les ont imprimé une nouvel le direct ion a u x é tudes sur les famil les de 

fonct ions e t sur les fonct ions ent ières e t méromorphes . C'est, en effet, en é tendant 

a u x famil les d e fonct ions méromorphes la propriété caractérist ique des points sin­

guliers de l ' i tération que j'ai découver t ces ensembles de «points singuliers des 

familles de fonctions » (points J) auxque l s les géomètres , (Ostrowski, Valiron ...) qui 

en ont poursuiv i l ' é tude ont d o n n é m o n n o m et d o n t l 'appl icat ion a u x fonct ions 

entières ou méromorphes (points , droites , courbes J) dans mes recherches sur les 

théorèmes de M. Picard a susc i té ensui te des t r a v a u x pleins d' intérêt de MM. 

Ostrowski, Milloux (cercles de remplissage) , Pólya, Valiron, . . . . en relation avec 

l'ordre de la fonct ion, les lacunes de sa série de Taylor.. ., en dernier lieu de M. 

W. Bernstein en relat ion avec le po lygone de sommabi l i t é de M. Borei. 

Tandis que des résul tats généraux sur les arguments des racines des équat ions 

/ (z) = Z é ta ient ob tenus dans ce t t e voie , les ana lys te s poursuivaient autrement 

l 'étude des / (z) entières ou méromorphes par des m é t h o d e s de plus e n plus précises, 

concurremment avec l 'étude rigoureuse des singularités de la fonction inverse z = y (Z) 

[ valeurs asymptotiques de f (z) ] (I ver sen, Gross, . ..). 

E n 1920, par une analyse perspicace des m o y e n n e s de Poisson-Jensen, appl iquées 

a u x logar i thmes des modules des fonct ions entières, dont M. R. Nevanlinna allait 

tirer une m é t h o d e générale très fine et très précise d 'étude des fonct ions méro­

morphes , M. Carleman obtenai t sur les fonct ions entières d'ordre fini g, un théorème 

limitant le nombre de leurs valeurs asymptotiques en fonction de l'ordre; sa m é t h o d e 

remarquablement précisée e t perfect ionnée par M. Ahlfors, deva i t fournir la l imite 

e x a c t e 2 g d o n t M. Denjoy ava i t conjecturé l 'existence. Puis , par les b e a u x e t péné­

trants t r a v a u x de M. R. Nevanlinna que suivirent MM. Valiron, Bloch, H. Cartan, 

Ahlfors, . . . , la théorie des fonct ions méromorphes dans tout le p lan ou dans un 
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cercle r e c e v a i t d e s contr ibut ions substant ie l l e s t a n d i s q u e MM. Pólya e t Nevanlinna 

s o u l e v a i e n t d'originales ques t ions d 'unic i té in téressant ces fonc t ions . 

I l res te dans les é q u a t i o n s fonct ionnel les , dans l ' i térat ion, d a n s la théor ie des 

fonc t ions m é r o m o r p h e s b ien des q u e s t i o n s à résoudre qui mér i t en t l'effort des j eunes 

a n a l y s t e s : M. Valiron, dans sa conférence , v o u s e n indiquera que lques -unes . 

6° Le rôle des surfaces de Riemann générales 

L'uni formisat ion des fonc t ions mul t i formes , après q u e Poincaré en e u t d é m o n t r é 

la poss ibi l i té , s 'est d é c o m p o s é e en d e u x prob lèmes d i s t i n c t s : u n problème d e t o p o ­

log ie sur les surfaces d e Riemann générales e t leurs d iverses surfaces de recouvrement , 

u n p r o b l è m e consécut i f d e représenta t ion conforme, qui o n t t o u s les d e u x p r o v o q u é 

d e n o m b r e u x t r a v a u x . 

L e premier d e ces prob lèmes n o u s a famil iarisés a v e c les surfaces d e Riemann 

générales e t cel les d u t y p e parabo l ique o u hyperbo l ique a d m e t t a n t des groupes 

de superpos i t ion . L ' é t u d e des fonc t ions inverses des fonct ions m é r o m o r p h e s t e n d a i t 

au m ê m e b u t pour les surfaces s i m p l e m e n t c o n n e x e s du t y p e parabol ique . A v e c 

M. Carathéodory s ' introduisa ient les fami l les de surfaces de Riemann e t leurs n o y a u x . 

A la faveur de ces progrès de la t e c h n i q u e des surfaces de Riemann que j 'ava i s 

é p r o u v é s dans m e s recherches sur les équat ions fonct ionnel les , cons idérant qu 'une 

fonc t ion Z = f (z) réalise u n e représentat ion conforme b i u n i v o q u e d'une surface d e 

Riemann d [ d o m a i n e d 'ex i s tence e t d'uniformité de / (z) ] sur la surface D que 

décrit Z lorsque z décri t d [ d o m a i n e d 'ex is tence e t d'uniformité de la fonc t ion in­

verse z = 99 (Z) ] , j 'a i , dès 1922, e t pour t o u s les problèmes où une d o n n é e ana ly ­

t ique ou g é o m é t r i q u e , ou b ien une propriété fonct ionnel le , permet d'établir à 

priori les d o m a i n e s d e t D ou l 'un d 'eux , proposé d'en déduire , par le t h é o r è m e fon­

d a m e n t a l sur la représenta t ion conforme, à la fois la so lut ion / , son inverse <p, e t 

les d o m a i n e s d 'ex i s tence de / e t cp. J 'a i e f f ec t ivement montré , pour de n o m b r e u s e s 

é q u a t i o n s fonct ionnel les , où d e t D a d m e t t e n t des groupes d e transformat ions 

rat ionnel les , la pu i s sance de c e t t e m é t h o d e qui p e r m e t la d é t e r m i n a t i o n e t l 'é tude 

s i m u l t a n é e de / e t ç>, dans d, D e t a u x frontières , par u t i l i sa t ion des résul tats c o n n u s 

sur la correspondance des frontières d e d e t D. Lorsque / e s t uniforme il c o n v i e n t 

quelquefo is de dé terminer e t d'étudier d'abord D, c o m m e je l'ai fait encore t o u t ré­

c e m m e n t pour la représentat ion conforme des aires m u l t i p l e m e n t c o n n e x e s sur des 

aires d u t y p e de La Vallée Poussin. 

D ' u n autre p o i n t d e v u e q u ' o n p e u t ra t tacher a u x recherches s y n t h é t i q u e s d e 

M. Lindelöf, à part ir de s o n principe f o n d a m e n t a l ana logue au l e m m e de Schwarz 

t ransposé a u x surfaces de Riemann, la conna i s sance d e propriétés g é o m é t r i q u e s o u d e 

l i m i t a t i o n s o u d e propr ié tés d ' e x t r e m u m d o n n é e s à priori sur D p e r m e t d e conclure à 
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des théorèmes d'exis tence ou des inégal i tés précises e t variées p o u r / , ou pour une 

classe de fonct ions , dans des domaines variés à l' intérieur de d. Ce point de vue , sur 

lequel j 'a i insisté à la suite des t r a v a u x de M. Littlewood sur les fonct ions subor­

données m e paraît lui aussi devoir être fécond. 

L'ut i l i sat ion de plus en plus grande des surfaces de Riemann à ces divers points 

de v u e c o m m e m é t h o d e de découverte ou d'unif ication, s'est affirmée, c o m m e je 

l 'avais espéré, dans les t r a v a u x ultérieurs de M. Bloch e t de ses cont inuateurs d'une 

part, de MM. Speiser, Nevanlinna, Ahlfors, . . . de l'autre, dont l'effort, sous l'in­

f luence du théorème de M. Picard, s'est appl iqué à la recherche de critères topo­

logiques o u autres différenciant les surfaces hyperbol iques et parabol iques . Sur ce 

chapitre je ne saurais m i e u x faire que de v o u s renvoyer à la conférence de M. Nevan­

linna. Mais je pense qu'il conviendra aussi d'étudier les familles de surfaces de 

Riemann c o m m e les famil les de fonct ions . J e vo i s dans l 'étude approfondie de 

classes de plus en plus nombreuses de surfaces de Riemann douées de propriétés géo­

métr iques intéressantes une source de progrès futurs pour la théorie des fonct ions. 

7° Les fonctions analytiques de plusieurs variables complexes 

La théorie des fonct ions ana ly t iques de plusieurs variables complexes , longtemps 

délaissée par les analys tes , a c o n n u dans ces d ix dernières années une reprise de 

faveur couronnée de succès dont les conférences de MM. Caratheodory e t Severi vous 

sont ici m ê m e un témoignage . 

Après sa représentat ion (simplifiée par Cousin) des fonct ions méromorphes par un 

quot i ent de fonct ions entières, Poincaré a t taquai t en 1907 un deux ième problème 

général , celui de la représentation analytique biunivoque l'un sur l'autre de deux 

domaines bornés à quatre dimensions e t montra i t que le problème est généralement 

impossible, m ê m e pour des domaines s implement connexes . 

Après l 'étude de la convergence des séries doubles de puissances et des diverses 

manières de les ordonner (Phragmen, Pringsheim, Fabry, Faber, Hartogs), le prolon­

g e m e n t ana lyt ique et l 'étude des singularités essentielles ou non, ont é t é abordés par 

M. Hartogs dans de remarquables recherches que E. E. Levi a poursuivies par la 

recherche des singularités essentielles. Il en ressort que ces s ingularités, jamais isolées, 

possèdent au vo is inage de c h a c u n de leurs points des propriétés métriques caracté­

ristiques (pseudo-convexité) définies généra lement par des inégalités différentielles 

précises fournies pour d e u x d imens ions par M. Hartogs et pour trois par E. E. Levi. 

Après m e s é tudes sur les « po ints J » des familles de fonct ions d'une variable , 

j 'ai conjecturé que les «points J » des familles de fonctions de plusieurs variables, 

points singuliers pour l'ensemble des fonctions de ces familles, deva ient avoir les m ê m e s 

propriétés que les po ints singuliers d'une fonct ion de plusieurs variables . Après une 
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brève théor ie de la normal i té des famil les , j 'a i d é m o n t r é q u e t o u s les t h é o r è m e s d e 

M. Hartogs e t de E. E. Levi é ta i ent vrais pour les po in t s J d e fami l les d e fonct ions , 

exp l iqua ien t les propriétés antér i eurement reconnues a u x r a y o n s de convergence 

assoc iés d e s séries d e puissances , e t j 'ai sou levé u n prob lème général , q u e MM. 

H. Cartari e t P. Thullen v i e n n e n t de résoudre a f f i rmat ivement , sur l ' ident i té des 

frontières fermées d 'ho lomorphie ou de méromorphie d'une fonc t ion e t des fron­

tières fermées d e convergence ou de normal i t é (ensemble frontière d e po in t s J) d 'une 

famil le de fonct ions . 

D ' a u t r e part , après de n o m b r e u x t r a v a u x locaux , le problème de la correspon­

d a n c e b iun ivoque a n a l y t i q u e d e d e u x d o m a i n e s e t des transformat ions a u t o m o r p h e s 

d'un d o m a i n e , a t t a q u é par MM. Reinhardt, Behnke, par M. Carathéodory qui a t tacha i t 

u n e métr ique à c h a q u e d o m a i n e borné d e l 'espace par l ' intermédiaire des famil les 

ho lomorphes bornées d a n s ce d o m a i n e , par MM. H. Cartan, P. Thullen, Bergmann,. . ., 

a m a r q u é d a n s ces dernières années d e cons idérables progrès , pour l ' exposé desque l s 

je v o u s renvo ie à la conférence de M. Carathéodory. 

I l s emble enfin q u e sa connai s sance d u m o n d e algébrique e t l 'é tude d u prob lème 

de Dirichlet à quatre d imens ions a i ent déc idé M. Severi à vouer a u x prob lèmes soule­

v é s par les fonc t ions générales de d e u x ou plusieurs var iables , l 'ac t iv i té qu'il a 

antér ieurement v o u é e avec t a n t d e succès a u x fonct ions a lgébriques de d e u x varia­

bles. I l v o u s e n parlera l u i - m ê m e dans sa conférence. 

L e s fonct ions a n a l y t i q u e s de plusieurs variables offrent les mei l leures perspect ives 

a u x recherches des a n a l y s t e s e t il faut souhai ter qu' i ls s'y consacrent n o m b r e u x e t 

act i fs . 

8° Les fonctions quasi-analytiques d'une variable 

M. Borei, par les péné trante s recherches qui r e m o n t e n t à sa thèse , a v a i t e n 1912 

c o m p l è t e m e n t différencié les concept s de fonct ion m o n o g è n e e t de fonct ion ana ly ­

t ique , défini les d o m a i n e s d 'ex i s tence C, d o n n é des e x e m p l e s d e séries de fract ions 

s imples représentant des fonct ions quasi-analytiques e t ind iqué d a n s des cas très 

généraux la poss ibi l i té de leur calcul par séries de p o l y n ô m e s d u t y p e Mittag-Leffler. 

U n e te l le fonct ion n o n prolongeable W, par fa i tement dé terminée par sa va leur e t les 

valeurs de t o u t e s ses dér ivées en un po in t A du d o m a i n e C, a d m e t un « prolonge­

ment B », un ique d a n s t o u t C, à part ir de A. 

D'autre part , l ' é tude des é q u a t i o n s a u x dér ivées part ie l les a condui t M. Holm­

gren e t M. Hadamard à des c lasses de fonct ions de variable réelle / (x), indéf in iment 

dér ivables sur u n s e g m e n t d a n s lequel [f(:)(x)] < k7 A„, (k i n d é p e n d a n t de y, 

Ay = / 2 y ou Ay = / [ 1 + e ] y), pour lesquel les le p r o l o n g e m e n t e s t poss ible d'une 

inf inité d e manières . C o m m e n t dès lors, caractériser les A„ des classes réelles quasi-
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analytiques, c'est-à-dire à pro longement unique ? Par tant d'une condit ion suffisante 

donnée par M. Denjoy e t précisée par M. Borei, M. Carleman, dans un pet i t livre résu­

m a n t ses recherches de 1922-1923 , où la profondeur des idées s'allie à une élégance par­

fa i te des m é t h o d e s , a n o n seu lement résolu la quest ion e n fournissant plusieurs formes 

de conditions nécessaires et suffisantes e t en d o n n a n t des méthodes de calcul effectif, 

mais il l'a encore rapprochée de quest ions anciennes , c o m m e l 'unicité des fonct ions 

a y a n t u n d é v e l o p p e m e n t a s y m p t o t i q u e donné , le problème des m o m e n t s de Stieltjes, 

la transformat ion des séries a s y m p t o t i q u e s d ivergentes en fract ions cont inues de 

Stieltjes convergentes , qui en ont reçu des solut ions e t u n nouve l essor. 

Vers la m ê m e époque , MM. de La Vallée-Poussin et S. Bernstein, plus tard 

M. Ostrowski, apporta ient a u x m ê m e s quest ions d' intéressantes contr ibut ions par 

d'autres m o y e n s (séries de Fourier, meil leure approx imat ion , . . . ) . P a r tous ces tra­

v a u x se trouva i t é tabl ie e t caractérisée entre les fonctions analytiques et les fonc­

tions quelconques d'une variable réelle l'existence d'un champ étroit de fonctions quasi-

analytiques. 

Les résul tats de M. Carleman m'ont suggéré en 1925 de reprendre le point de vue 

c o m p l e x e de M. Borei (condensat ion des singularités) , en recherchant les classes assez 

générales e t « naturelles » de fonct ions quas i -analyt iques d'une variable complexe 

qu'on pourrait obtenir par l'application d'un algorithme régulier. Les « points J » de 

la su i te des i térées Rn d'une fraction rat ionnel le condensant les pôles de ces Rn, les 

séries £an Rn formées avec les Rn c o m m e la série de Taylor associée ¿7 anz
n avec 

les puissances de z, outre des fonct ions à propriétés Weierstrass iennes remarquables , 

m'ont fourni, correspondant (avec m ê m e s an) à des classes de fonctions entières d'ordre 

nul définies simplement par leur croissance, des fonctions quasi-analytiques de toutes 

les classes, douées de propriétés fonctionnelles remarquables (des équat ions linéaires 

ana ly t iques aux différences finies p e u v e n t admet tre , par exemple , des solutions 

quas i -analyt iques , nulle part ana ly t iques , ou p o u v a n t se prolonger B à travers des 

coupures W). 

Ces recherches sur les fonct ions quas i -analyt iques m e paraissent dignes d'être 

poursuivies . L' intégrat ion des fonct ions quas i -analyt iques de variable complexe et 

la théorie des équat ions fonct ionnel les ou différentielles à solut ions quas i -analyt iques 

me paraissent n o t a m m e n t receler des phénomènes n o u v e a u x que j'ai s ignalés dans 

une no te des Comptes -Rendus et qui diffèrent radica lement de la mult i formité 

classique des fonct ions analyt iques . Il paraît aussi intéressant de rechercher d'autres 

e x e m p l e s naturels de prolongement B à travers des l ignes ou des aires singulières W. 
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C O N C L U S I O N 

A u l o n g d e ces p a g e s nous a v o n s v u la théor ie des fonc t ions s 'élever gradue l l ement 

d u local a u général par les fonct ions rat ionnel les , les fonct ions a lgébr iques e t les 

t r a n s c e n d a n t e s c o n n e x e s , les fonct ions ent ières o u m é r o m o r p h e s , j u s q u ' a u x fonc­

t i ons générales déf inies par des représentat ions a n a l y t i q u e s (séries, intégrales , 

produits ) à pu i s sance cro i s sante . N o u s a v o n s v u les a n a l y s t e s élargir c o n s t a m m e n t 

les d o m a i n e s de va l id i té de ces représenta t ions a n a l y t i q u e s e t rechercher pour el les 

les d o m a i n e s m a x i m a . N o u s a v o n s v u le concept m ê m e d e fonc t ion d e var iable c o m ­

p l e x e se préciser e t la fonction monogène de Cauchy fournir la fonction analytique de 

Weierstrass e t la fonc t ion quasi-analytique de M. Borei. L e s c lasses é t u d i é e s s o n t d e ­

v e n u e s d e p lus e n p l u s générales : fonct ions sat i s fa isant à des é q u a t i o n s a lgébriques , 

à des équat ions différentiel les a lgébriques , à des é q u a t i o n s fonct ionne l les , c lasses 

d e fonct ions soumises à des cond i t ions a n a l y t i q u e s de p l u s e n p lus larges, o u à 

des condi t ions g é o m é t r i q u e s o u à des cond i t ions d ' e x t r e m u m , fonc t ions bornées , 

fonct ions à va leurs except ionne l l e s , fonct ions u n i v a l e n t e s . L 'é tude des c lasses de 

fonct ions est d e v e n u e de p lus e n p lus fine e t minut i euse , mani fes tant par endroi t s 

u n e préc iss ion e t u n e é l égance qui font songer à l ' e s thét ique de la géométr ie 

d 'Euc l ide . 

N o u s a v o n s n o t é les apport s féconds a u x ques t ions posées , a u x m é t h o d e s , a u x 

principes , des branches c o n n e x e s de la Sc ience M a t h é m a t i q u e ; n o u s a v o n s v u la 

théorie des fonct ions de var iable c o m p l e x e s'enrichir e n s 'ass imi lant p lus i n t i m e m e n t 

des c o n c e p t s e t des m é t h o d e s d e la Topolog ie , du calcul des var ia t ions , d e la théorie 

des fonct ions de variable réelle. N o u s a v o n s v u aussi , c o m m e c o n s é q u e n c e de ces 

apport s e t des progrès réalisés sur la représentat ion conforme e t la topo log ie des 

surfaces de Riemann, s ' introduire des m é t h o d e s n o u v e l l e s de définition et d'explo­

ration en bloc pour des fonct ions ou des c lasses de fonc t ions d 'une variable , e t s ' inau­

gurer des recherches ana logues pour plusieurs var iables . La théorie moderne résulte de 

la fusion intime de tous ces éléments. 

Loin qu'el le a i t é t é s e u l e m e n t ass imilatr ice , la théor ie des fonct ions a é té souvent 

l ' inst igatr ice des progrès réalisés par ces sc iences c o n n e x e s . I l serait faci le d'en donner 

b ien des e x e m p l e s différents de c e u x rencontrés d a n s c e t t e conférence . N o u s n' in­

s i s terons pas sur les progrès que la théor ie des fonct ions a susc i tés e n A r i t h m é t i q u e , 

dans la théorie des c lasses de formes , des n o m b r e s premiers . . . , d a n s la théor ie d e s 

é q u a t i o n s différentiel les e t a u x dér ivées part ie l les , e t , par ses é l égantes représen­

t a t i o n s paramétr iques inaugurées par Riemann, d a n s la géométr i e n o n euc l id ienne , 

les surfaces à courbure c o n s t a n t e , les surfaces m i n i m a , le prob lème de Plateau. 

Cette r e v u e rapide nous a m è n e à la conc lus ion s u i v a n t e e x p r i m é e m a i n t e s fois par 
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Poincaré et M. Picard dans leurs écrits phi losophiques , e t e n ces termes par M. Hilbert 
a u Congrès de Paris . 

« Les problèmes précédents , disait-i l , nous montrent la variété croissante de la 

Science m a t h é m a t i q u e . N'est- i l donc pas à redouter qu'el le se sc inde en plusieurs 

branches n 'ayant plus guère de rapports entre elles? J e ne le crois pas e t je ne le 

souhai te pas ; la Science m a t h é m a t i q u e est un t o u t indivis ible , u n organisme dont le 

d é v e l o p p e m e n t est subordonné à la cohésion de ses parties . N o u s v o y o n s du reste 

qu'en se déve loppant , très loin de perdre son caractère de science organisée, elle le 

mani fes te de jour en jour plus clairement. D e plus , chaque progrès réel v a de pair 

a v e c la découverte de m o y e n s p lus pénétrants e t de méthodes plus s imples , dont 

l 'acquis i t ion e t l 'adaptat ion permet ten t à chaque géomètre un accès plus facile a u x 

diverses branches des mathémat iques . » 

R é d u i t e à ses seules préoccupat ions , à des problèmes , à des m é t h o d e s purement 

« funktionentheoretisch » la théorie des fonct ions se subdiviserait indéf iniment sans 

progrès réel, produisant des r a m e a u x sans force, une floraison sans durée e t sans 

fruits. 

P a r u n contac t in t ime avec les autres branches de l 'Analyse: fonct ions de va-

variable réelle, équat ions différentielles et a u x dérivées partielles, calcul des va­

riations, elle progressera, 

« et les fruits passeront la promesse des fleurs ». 

Paris, le 23 Août 1932. 



Die Probleme der modernen Galoisschen Theorie 

Von N. Tschebotaröw, Kasan 

Sehr geehr te A n w e s e n d e ! I n d i e s e m J a h r e i s t e in J a h r h u n d e r t seit d e m T o d e v o n 
É v a r i s t e Galois verf lossen. D a r u m erlaube i ch mir, d ie ehrenvol le E i n l a d u n g des 
hies igen Organi sa t ionskomitees z u b e n u t z e n , u m d e n h e u t i g e n S t a n d und die 
P e r s p e k t i v e n der w i c h t i g s t e n Schöpfung v o n Galois darzulegen , die unter d e m 
N a m e n „Galo i ssche Theor ie" b e k a n n t ist . E s l iegt ausser d e m R a h m e n m e i n e s Vor­
trages , die B e d e u t u n g seiner I d e e n für die versch iedenen Gebie te der m a t h e m a t i s c h e n 
Wissenschaf t ause inanderzuse tzen . I c h er laube mir nur , hervorzuheben , dass die 
durch die Galoissche Theorie bee inf lusste U m o r d n u n g v o n Interessen , d a s E n t ­
s t ehen neuer m a t h e m a t i s c h e r Gebie te , w i e der „ R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n " , der 
„ a u t o m o r p h e n F u n k t i o n e n " , der „kont inu ier l i chen Trans format ionsgruppen" , als 
ein prächt iges Be isp ie l dafür d i enen k a n n , dass Algebra als W i e g e wicht igs ter 
m a t h e m a t i s c h e r M e t h o d e n erscheint , die später e ine l e i tende Ro l l e in der g a n z e n 
M a t h e m a t i k zu spie len beg innen . 

Der n e u e A u f s c h w u n g der Rol l e , we lche die Gruppentheor ie in der g a n z e n Mathe­
mat ik spielt , bewirkt e ine f u n d a m e n t a l e U m g e s t a l t u n g der gruppentheore t i s chen 
Grundlagen . D a s Muster , n a c h w e l c h e m die Gruppe als Ersatzb i ld einer a l lgemeinen 
Mannigfa l t igke i t in den versch iedens ten Auf fas sungen dieses Begriffes (z. B . Ga­
loissche Gruppe für algebraische Zahlkörper, F u n d a m e n t a l g r u p p e für topo log i sche 
R ä u m e usw. ) erscheint , ist im w e s e n t l i c h e n dasse lbe . D a s h a t einerseits die A n ­
näherung der M e t h o d e n der Algebra u n d der Topolog ie zur F o l g e g e h a b t . Anderse i t s 
e n t s t a n d e n die M e t h o d e n , we lche die en t sprechenden Zweige der Gruppentheor ie , 
die endl ichen und die kont inuier l ichen Gruppen , als Tei le der a l lgemeinen Gruppen­
theorie zu be trachten g e s t a t t e n . D i e „l ineare Gruppentheor ie" ist e ine w a h r e Brücke , 
we lche diese be iden Zweige der Gruppentheor ie verb indet . Gle ichzei t ig ist die 
Theorie der d i skreten unendl i chen Gruppen e n t s t a n d e n , we lche auf e in ige Fragen 
der Topo log ie a n w e n d b a r i s t . 

Ich m u s s zuerst die m o d e r n e Auf fassung des Begrif fes „Galo i s sche G r u p p e " dar­
legen, we lche v o n der ä l teren Auf fassung e t w a s a b w e i c h t . E s ist mir schwer zu sagen, 
v o n w e m die neuere Auffassung herrührt . D i e ältere Galoissche Theorie b e t r a c h t e t e 
die E l e m e n t e der Galo i sschen Gruppe, die S u b s t i t u t i o n e n (oder die P e r m u t a t i o n e n ) , 
als V e r t a u s c h u n g e n unter den Wurze ln einer erzeugenden Gle ichung (die auch 
reduzibel sein kann) , we lche s ä m t l i c h e R e l a t i o n e n zwischen diesen W u r z e l n nicht 
s tören. D i e moderne Galoissche Theorie b e t r a c h t e t d a g e g e n Ü b e r g ä n g e , welche 
g le ichze i t ig alle Grössen e ines (normalen) Körpers K erle iden, ohne die zwischen 
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i h n e n bes tehenden Re la t ionen zu stören. Mit anderen Worten , jedes E l e m e n t der 

Galo isschen Gruppe ist eine Abbi ldung des Körpers K auf sich selbst , oder, wie m a n 

i n der Gruppentheor ie zu sagen pflegt, e in Automorph i smus , d. h. ein solcher 

Ü b e r g a n g aller Grössen des Körpers in Grössen desse lben Körpers , welcher die 

S u m m e u n d das P r o d u k t in die S u m m e bezw. das Produkt überführt. 

E s i s t für die Galoissche Theorie die gegense i t ige Zuordnung der Unterkörper 

v o n K u n d der Untergruppen seiner Galoisschen Gruppe ® vor al lem wesent l ich. 

Man k a n n d a s genauer wie folgt formulieren : 

Man ordne j e d e m Unterkörper U von K d ie grösste Untergruppe £ ( ( 7 ) v o n ® zu, 

die die Grössen v o n U n icht ändert . Andererseits ordne m a n jeder Untergruppe S¡ 

v o n ® den gröss ten Unterkörper U (£) v o n K zu , deren Grössen s ich n icht gegenüber 

$j ändern. I s t Ul > U2, so ist jj ( t / J < jj (U2) und umgekehrt . Ausserdem g i l t : 

S3[IH33)]^S¡ U[S)(U))^U. 

M a n n k a n n aber die Galoissche Theorie nur d a n n ohne weiteres entwickeln , w e n n 

es g i l t : 

(1) $ [ff ( * ) ] = $ , 

(2) U [í¡ (U)} = U. 

D a m i t (1) gel te , m u s s K über se inem Rat ional i tä t sbere ich endl ich sein (Krull) 1 ) . 

D a m i t (2) gel te , m u s s K über se inem Rat ional i tä t sbere ich v o n der 1. Art sein 

(Ste in i tz ; B a e r - H a s s e ) 2 ) . 

I s t K unendl ich , so hat W . Krull den H a u p t s a t z der Galoisschen Theorie auf 

diesen Fa l l erweitert , indem er nicht alle, sondern nur die abgeschlossenen Unter­

gruppen in B e t r a c h t zog. D a z u führte er den Begriff der U m g e b u n g eines E lements 

der Galoisschen Gruppe ein, welcher auf d e m Verhal ten eines endl ichen Normal­

unterkörpers v o n K gebaut ist und allen Hausdorff sehen A x i o m e n genügt . D a n n 

definierte er nach e inem b e k a n n t e n topolog ischen Muster die Begriffe v o n Häufungs­

e l e m e n t e n und abgeschlossenen Untergruppen und erhielt folgendes merkwürdiges 

R e s u l t a t : 

D a m i t für eine Untergruppe £ von & £ [U ($})} = $ gelte, m u s s S) e ine abge­

schlossene Untergruppe v o n © sein. 

D i e B e d i n g u n g e n für das Bes tehen der R e l a t i o n (2) wurden v o n R. Baer aus­

führlich untersucht . 

E s ist v ie l schwieriger, die Galoissche Gruppe für die Fälle zu definieren, w o der 

z u untersuchende Körper K e inen höheren Transzendenzgrad hat als sein Rat ional i -

M Math. Ann. 100 (1928), S. 687—698. 
2 ) E . Steinitz, Algebraische Theorie der Körper. Neuausgabe 1930. Anhang von R. Baer und 

H. Hasse. 
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t ä t s b e r e i c h . D e r Grund d a z u l iegt darin, d a s s d ie universe l le N o r m e ines so lchen 

K ö r p e r s (d. h . der Körper , we lcher al le m i t d e n U n t e r k ö r p e r n v o n K konjug ier ten 

K ö r p e r e n t h ä l t ) e in unendl icher Körper i s t , dessen De f in i t i on schwer ana ly t i s ch 

z u fassen i s t . U m e ine Gruppe, d ie d ie H a u p t e i g e n s c h a f t e n der Galo isschen Gruppe 

bes i t zen soll , m i n d e s t e n s theore t i sch aufzuste l len , k a n n m a n fo lgendes S c h e m a 

skizz ieren. E s se ien x 1 ; x2, . . . , x„ die erzeugenden Grössen e ines K ö r p e r s K, zw i schen 

d e n e n g e w i s s e a lgebraische R e l a t i o n e n b e s t e h e n m ö g e n , d ie wir m i t (1) beze ichnen 

wol len . M a n k a n n j eden Unterkörper U v o n K a n a l o g durch erzeugende Grössen 

| j , b e s t i m m e n , w o b e i die s ich rat ional durch die x{ a u s d r ü c k e n : 

= £ i fo» Xt, ...,x„) (i — 1, 2 , . . . , ra). 

D i e Gle ichungen 

(2) f,. (xv x2, . . . , xn) = (y„ y2, . . . , yn) (i = 1, 2, . . . , m) 

b e s t i m m e n e inen n e u e n Körper , dessen E r z e u g e n d e n (xlt x2, . . . , xn; yx, y2, . . . , yn; 

Vi'> yi< • • •) durch die R e l a t i o n e n (1) u n d (2) v e r b u n d e n s ind . D e r Ü b e r g a n g v o n 

(xv x2, . . . , xn) zu (ylt y2, . . . , yn) w ird als T r a n s m u t a t i o n v o n K oder P e r m u t a t i o n 

seiner R e l a t i v n o r m beze ichnet . Durch läuf t U s ä m t l i c h e U n t e r k ö r p e r v o n K, so er­

zeugen die en t sprechenden R e l a t i v n o r m e n die g e s u c h t e universe l le N o r m . D a s 

K o m p o s i t u m sämt l icher s o e b e n aufgeste l l ter P e r m u t a t i o n e n i s t e ine Gruppe, d ie 

alle H a u p t e i g e n s c h a f t e n der Galo isschen Gruppe bes i t z t . 

Man k a n n die Galoissche Gruppe e ines Körpers a lgebraischer P u n k t i o n e n e t w a s 

anders aufs tehen , i n d e m m a n n icht die F u n k t i o n e n d e s Körpers , sondern die Ge­

s a m t h e i t ihrer W e r t e s y s t e m e ins A u g e fasst , die die sog . a b s o l u t e R i e m a n n s c h e F l ä c h e 

bi lden. D a n n führt jede Trans format ion der Galo i sschen Gruppe j eden W e r t e iner 

F u n k t i o n v o n K in e inen anderen W e r t über, so dass z w i s c h e n d e n W e r t e n versch ie ­

dener F u n k t i o n e n diese lben R e l a t i o n e n bes t ehen b le iben . D a jede F u n k t i o n durch 

die G e s a m t h e i t ihrer W e r t e vo l l s tänd ig b e s t i m m t i s t , s o w e r d e n durch e ine so lche 

Trans format ion a u c h die F u n k t i o n e n b e s t i m m t , in w e l c h e die g e g e b e n e n F u n k ­

t i o n e n übergehen . D i e versch iedenen Monodromiegruppen , d ie gewis se R a t i o n a l i t ä t s ­

bereiche in R u h e lassen, s ind in dieser Gruppe e n t h a l t e n . E s k a n n sehr w o h l e i n ­

tre ten , dass e ine Trans format ion e inige F u n k t i o n e n v o n K aus K h inausführt . D a s 

f indet i m Fa l l e e iner u n a b h ä n g i g e n Veränder l ichen se inen A u s d r u c k darin, dass e ine 

durch ihre N u l l - u n d Unend l i chke i t s s t e l l en bis auf e ine m u l t i p l i k a t i v e K o n s t a n t e 

b e s t i m m t e F u n k t i o n 

Pl Vi • • • Vm 

in e in P r o d u k t 

p y P i ' . - p y 

Pi P 2 • • • Vm 
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übergeht , worin der Zähler u n d der Nenner in verschiedenen Idealklassen l iegen. 
J e d e Transformation, welche Divisoren in äqu iva len te Div i soren überführt, gehört 
zur s o g e n a n n t e n Gruppe der Transformat ionen in sich, die eine analoge Rol le spielt 
wie die v o n A. L o e w y eingeführte Gruppe der a u t o m o r p h e n Transformat ionen. 

D i e F r a g e n der algebraischen Zahlkörpertheorie, d ie die algebraischen Zahlen in 
bezug auf ihre Rat iona l i tä t betrachten, s ind meis tens durch die Methoden der 
Galo isschen Theorie lösbar. E n t h a l t e n aber die zu untersuchenden Körper gewisse 
t ranszendente (veränderliche) Grössen, so lassen die diesen Körpern entsprechenden 
Strukturfragen n icht e ine unmit te lbare gruppentheoret i sche Einkle idung zu . W e n n 
ich n ichtsdes toweniger diese F r a g e n in den Galoisschen Ideenkreis einschliesse, so 
m a c h e i ch dies aus fo lgenden Gründen. E s ist erstens nicht naturgemäss , die Ga­
loissche Theorie als denjenigen Ideenkreis zu definieren, dessen Probleme mi t Hilfe 
der Galo isschen Gruppe ge lös t werden k ö n n e n , da die Galoissche Gruppe e in 
L ö s u n g s m i t t e l ist , während sogar diese lben Probleme mi t Hil fe verschiedener 
Mit te ln lösbar sein können, so dass ein Lösungsmi t t e l ke ineswegs gee ignet ist , e in 
Wissenschaf tsgebie t abzugrenzen. Zweitens k ö n n e n wir v o n vornherein nicht sagen, 
ob e in zu untersuchendes Prob lem nicht m i t Hilfe e ines zweckmäss ig eingeführten 
Begriffes der Galoisschen Gruppe gelöst werden kann . Es ist viel zweckmässiger , 
die Galoissche Theorie als den Problemenkreis zu definieren, dessen Probleme sich 
m i t der rat ionalen Abhäng igke i t von Körpern und einzelnen Körpergrössen be­
schäft igen. 

I . Identität von zwei algebraischen Körpern. Ein Körper ist ke ineswegs durch seine 
Galoissche Gruppe b e s t i m m t . Man kann v ie lmehr verschiedene Körper m i t iso­
morphen Gruppen aufstel len. D i e Frage n a c h der Ident i tä t von Körpern l iegt also 
e igent l ich ausser d e m R a h m e n der Galoisschen Theorie . I s t K insbesondere e in 
Zahlkörper, so ist die Frage wesent l ich zahlentheoret i sch . 

E s g ib t dennoch eine rein algebraische Methode für die Lösung des Ident i tä t s ­
problems. S ind näml ich K und K1 die zu untersuchenden Zahlkörper, deren Gruppen 
m i t @ i somorph sind, so hat das K o m p o s i t u m KK1 i m al lgemeinen das direkte 
Produkt ® X @ als Galoissche Gruppe. H a b e n aber K u n d K1 e inen nicht rat ionalen 
Durchschn i t t , so verwandel t s ich die Gruppe v o n KKX in einen echten Teiler von 
@ X @. S ind insbesondere K u n d Kl ident i sch , so ist die Gruppe v o n KK1 mi t ® 
isomorph. Daraus k a n n m a n e in brauchbares Kri ter ium der I d e n t i t ä t v o n K und K1 

herle i ten. S ind näml ich 

(3) x" + a i x»-1 + . . . + o , . ! x + an = 0, y" + 6 t y"-1 - j - . . . + 6 „ _ , y + 6 . = 0 

die Gleichungen, deren e inzelne Wurzeln die Körper K bezw. A', erzeugen, so ist 
K = Kx dann und nur dann , w e n n eine der Grössen 
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* 1 * Vi + * 2 * + • • • + Vn (A = 1, 2 , . . . , W — 1) 

ra t iona l i s t , w o b e i xlt x2, . . . , xn u n d ylt y2, . . ., yn s ä m t l i c h e W u r z e l n der Gle ichun­

g e n (3) b e d e u t e n . J e d e der Grössen x* yt -f- x2 y2 -f- . . . -f- xn

k yn g e n ü g t einer 

Gle i chung v o m Grade n\, deren Koef f i z ienten m a n rat ional durch die at, 6¿ ausdrük-

k e n k a n n . Die Körper K u n d Kt s ind d a n n u n d nur d a n n ident i sch , w e n n diese 

Gle ichung wen igs t ens e ine rat ionale Wurze l bes i tz t . H a t dabe i ® b e k a n n t e N o r m a l ­

teiler, so k a n n m a n d e n Grad dieser („gemischten") Gle i chung m i t Hil fe gewisser 

R e s o l v e n t e n erniedrigen. 

B . D e l a u n a y u n d i c h 3 ) h a b e n in russ i schen Arbe i t en alle R e c h n u n g e n für die 

Fä l l e n = 3 u n d n = 4 durchgeführt . 

I s t aber K e in algebraischer Funkt ionskörper , s o läss t die Galo issche Theorie 

ke ine A n w e n d u n g auf die L ö s u n g des I d e n t i t ä t s p r o b l e m s zu . B e s i t z t K nur e ine 

u n a b h ä n g i g e Variable , so i s t das P r o b l e m m i t Hi l fe funkt ionentheore t i scher Mit te l 

lösbar. H ä n g t K d a g e g e n v o n mehreren u n a b h ä n g i g e n Veränder l i chen a b , s o i s t das 

P r o b l e m i m a l lgemeinen uner led igt . E s gehört z u m Gebie te , in w e l c h e m die a l ten 

d e u t s c h e n und die i t ahen i schen G e o m e t e r mehrere äusserst w ich t ige R e s u l t a t e 

geometr i s ch erha l ten h a b e n . D e n n o c h fürchte ich, dass wir darüber noch h e u t e 

fo lgende Phrase wiederholen m ü s s e n , die i m Züricher Vortrag v o n F . Enr iques 

e n t h a l t e n i s t : 

, ,Malheureusement la p lupart de ces prob lèmes d e m e u r e n t aujourd'hui sans 

réponse , e t les contr ibut ions q u ' o n a portées dans ce c h a m p s d e recherches ressem­

b lent en vér i té à de rares f l a m b e a u x au mi l ieu d'une obscur i té épa i s se ." 

I I . Rationale Minimalbasis. B e t r a c h t e n wir den Kö rper Kn aller rat ionalen 

F u n k t i o n e n v o n n u n a b h ä n g i g e n Veränder l ichen OC J j X 2 -, • • • ; *̂ )J) SO e n t s t e h t die Frage 

n a c h al len mög l i chen T y p e n seiner Unterkörper . Man k a n n le icht „tr iv ia le T y p e n " 

solcher Körper aufs te l l en: m a n n e h m e näml i ch e ine A n z a h l m < n funkt iona l un­

abhäng iger E l e m e n t e v o n Kn (d. h. rat ionaler F u n k t i o n e n v o n xv x2, . . ., xn) als 

erzeugende E l e m e n t e e ines Unterkörpers . D e r auf d iese W e i s e geb i lde te Körper ist 

of fenbar e n t w e d e r m i t Kn oder m i t d e m Körper Km der rat iona len F u n k t i o n e n v o n 

m (m < n) Veränder l ichen i somorph . Man k a n n aber die E x i s t e n z v o n anderen 

K ö r p e r n erwarten , deren erzeugende E l e m e n t e n o t w e n d i g durch e ine R e l a t i o n ver­

b u n d e n s ind . E s e n t s t e h t die F r a g e , ob die „ tr iv ia l en" T y p e n v o n Unterkörpern alle 

m ö g l i c h e n T y p e n erschöpfen. Mit anderen W o r t e n , man fragt s ich n a c h der E x i s t e n z 

e ines S y s t e m s u n a b h ä n g i g e r E l e m e n t e des Unterkörpers , durch we lche alle E l e m e n t e 

d ieses Unterkörpers rat ional darste l lbar s ind . E i n so lches S y s t e m n e n n t m a n rat io ­

na le Minimalbas i s . 

3 ) Journal des sciences pures et appliquées. Odessa. T. I. , No . 2 (1922), russisch. 
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D i e s e Frage wurde für n = 1 v o n P . L ü r o t h 4 ) und für n = 2 v o n G. Cas te lnuovo 4 ) 
be jahend beantworte t . D i e Bewe i se beruhen auf den M e t h o d e n der algebraischen 
Geometr ie . Für. d e n Fal l n = 3 haben G. F a n o 6 ) u n d F . E n r i q u e s 7 ) e in Gegen­
beispiel ge funden . 

D a s P r o b l e m der rat ionalen Minimalbasis h a t e ine A n w e n d u n g in der klass ischen 
Galo isschen Theorie , näml ich in der Frage n a c h der E x i s t e n z v o n Körpern m i t vor­
geschriebener Galoisscher Gruppe. U m diese letztere Frage zu beantwor ten , ist es 
nöt ig , das Prob lem der rat ionalen Minimalbasis nur für den Fal l zu lösen, dass der zu 
untersuchende Unterkörper d e n Körper der e l ementar - symmetr i schen F u n k t i o n e n 
eines S y s t e m s erzeugender E l e m e n t e v o n Kn en thä l t . Be i dieser Beschränkung ist 
das P r o b l e m der rat ionalen Minimalbasis weder erledigt noch widerlegt . 

D ie ses Prob lem k a n n auch als Problem der I d e n t i t ä t v o n Körpern aufgefasst 
werden . D e n n s ind unter den erzeugenden E l e m e n t e n des Unterkörpers K v o n Kn 

e t w a m (m < n) funkt ional unabhängig , so wird die Frage darauf zurückgeführt , die 
I d e n t i t ä t (genauer: I somorphi smus) v o n K u n d Km nachzuweisen . 

D a s P r o b l e m v o n Gle ichungen mit vorgeschriebener Gruppe k a n n in folgenden 
zwei A r t e n aufgefasst w e r d e n : 

A) Man finde irgendwelche Gle ichungen, deren Gruppe mi t einer gegebenen 
Gruppe <B i somorph ist . 

B) Man stel le e in Verfahren zur B e s t i m m u n g v o n Gle ichungen auf, deren Gruppe 
m i t ® i somorph ist . Dieses Verfahren soll al le Gle ichungen dieser Art erschöpfen, 
falls es hinlängl ich wei t fortgesetz t wird. 

E . N o e t h e r hat das Problem A auf das P r o b l e m der Rat iona lbas i s zurückgeführt. 
Man k a n n aber zeigen, dass auch das P r o b l e m B auf das Problem der Rat ionalbas is 
zurückgeführt werden kann . D a z u benutze m a n n icht den Hi lbertschen Irreduzibili-
t ä t s s a t z 8 ) , sondern ein Verfahren v o n M. B a u e r 9 ) , nach we lchem m a n Kongruenzen 
m o d u l o p betrachtet , wobei p e ine Pr imzahl bedeute t . D a s Prob lem A führt uns 
aber zu einer ganzzahl igen Lösung einer gewi s sen D i o p h a n t i s c h e n Gleichung, die 
(gebrochene) rat ionale und auch ganzzahl ige p-adische Lösungen besitzt . 

E s ist n icht ausgeschlossen, dass die g e s u c h t e Rat iona lbas i s n icht rat ionalzahl ig 
ist . D a n n k a n n auch das entsprechende P r o b l e m der Gleichungen mi t vorgeschrie­
bener Gruppe n icht befriedigend lösbar sein, da die in den Koeff iz ienten auftreten­
den Irrat ional i täten einen irrationalen Rat ional i tä tsbere ich erzeugen. D i e Frage 

' ) Ma th . Ann . 9 (1876). S. 163—165. 
5 ) Ma th . Ann. 44 (1894), S. 125—155. 
«) At t i Ace. Torino 43 (1908), S. 973—981. 
; ) Ma th . Ann. 51 (1899), S. 134—153. 
s) Creile 110 (1892). S. 104—129. 
») Math . Ann. fi 4 (1907). S. 325—327. 
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n a c h e iner rat ionalzahl igen R a t i o n a l b a s i s w u r d e v o n F . F u r t w ä n g l e r 1 0 ) u n d 

S. B r e u e r 1 1 ) für d e n F a l l zykl i scher u n d metazyk l i s cher Gruppen u n t e r s u c h t . 

I I I . Einfachste Auflösung von Gleichungen mit mehreren Veränderlichen. 

E s sei e in Körper K der rat iona len F u n k t i o n e n v o n n Veränder l i chen xv x2, . . . . 

xn g e g e b e n , zw i schen d e n e n e ine a lgebraische R e l a t i o n 

/ (Xi, x2 xn) = 0 

s ta t t f inde t (der F a l l mehrerer R e l a t i o n e n k a n n le icht auf d iesen F a l l zurückgeführt 

werden) . M a n soll n e u e erzeugende Grössen yv y2, . . . , yn v o n K s o w ä h l e n , dass die 

zwi schen d e n y( b e s t e h e n d e Gle ichung v o n m ö g h c h s t n iedr igem Grade in b e z u g auf 

e ine v o n ihnen , e t w a v o n ylt i s t . W a s k a n n m a n v o n dieser Gradzahl s a g e n ? 

D i e s e F r a g e w u r d e v o n E n r i q u e s a m ers ten I n t e r n a t i o n a l e n M a t h e m a t i k e r -

K o n g r e s s (Zürich, 1897) ausführl ich behande l t . 

I c h wi l l e inige der dort b e t r a c h t e t e n s c h ö n e n R e s u l t a t e w i e d e r h o l e n 7 ) . 

1. W i r fas sen xlt x2 als Veränder l iche u n d x3, xt, . . . , xn a ls P a r a m e t e r auf. 

I s t d a s Gesch lecht der Gle ichung / {xlt x2) = / (xlt x2, x3, xv . . . , x„) — 0 be ­

s t ä n d i g g le ich N u l l , so k a n n m a n e ine Veränderl iche t derart a u s w ä h l e n , dass 

xlt x2 s ich rat ional durch t, x3, xv . . . , xn u n d e ine Quadratwurze l e iner rat iona len 

F u n k t i o n v o n x3, xx, . . . , xn ausdrückt (M. N o e t h e r ) 1 2 ) . 

I s t n = 3 , so k a n n m a n s ich durch z w e c k m ä s s i g e W a h l v o n t a u c h v o n der q u a ­

drat i schen Irra t ionahtä t befreien. 

Man k a n n v e r m u t e n , dass dieser S a t z v o n B e d e u t u n g für die Auf f indung v o n 

Körpern m i t vorgeschriebener Gruppe ® ist . D a s l e tz te P r o b l e m sche in t le ichter 

lösbar z u se in , w e n n die Gruppe S/@ v o n ungerader Ordnung i s t , w o b e i S den 

Holomorph der Gruppe @ b e d e u t e t . 

2. I s t das Geschlecht p der Gle ichung / (x2, x3) — 0 grösser a l s 1, so k a n n der 

K ö r p e r K durch A d j u n k t i o n einer I rra t ionahtä t v o m Grade < 2p — 2 ge lö s t werden . 

3 . N u r i m Fal le p = 1 k a n n m a n die obere Grenze für d e n G r a d dieser Irra­

t i o n a h t ä t n i c h t v o n vornhere in a n g e b e n . 

I V . „Wahrer Transzendenzgrad" eines Oberkörpers. E s sei e in Körper k der 

rat iona len F u n k t i o n e n v o n uv u2, . . . , un g egeben , d ie mi t e inander e v e n t u e l l durch 

e ine a lgebraische R e l a t i o n v e r b u n d e n sein k ö n n e n . E s sei aus serdem e in Ober­

körper K v o n d e m s e l b e n Transzendenzgrad gegeben , dessen erzeugende Grössen 

x¡, x2, . . . , xn m i t d e n ui durch die Gle ichungen 

1 0 ) Sitzber. Wiener Akad. 134 (1925), S. 69—80. 
» ) Creile 156 (1927), S. 13—42. 
l s ) Math. Ann. 3 (1871), S. 221—227. 
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<Pi «2, •. •, xn) = u¡ {i = 1 , 2 , . . . , n) 

v e r b u n d e n s ind . Man finde e inen Unterkörper Ä \ v o n K derart, dass 

1. das K o m p o s i t u m v o n K1 u n d k den Körper K ergibt; 

2. der Transzendenzgrad v o n K¡ mögl ichst klein ist . 

D e n Transzendenzgrad v o n Ki wol len wir den wahren Transzendenzgrad v o n 

KJk n e n n e n . E s i s t ersichtl ich, dass jedes Prob lem der Körpertheorie wesent l i ch 

vere infacht wird, w e n n m a n d e n Transzendenzgrad eines zu untersuchenden Körpers 

vermindert . Dar in l iegt die B e d e u t u n g dieses Problems . 

D ie ses Prob lem verwande l t s ich als Spezialfal l in das sogenannte Reso lventen -

problem, we lches fo lgendermassen formuliert werden k a n n : 

E s sei e ine algebraische Gle ichung 

(5) / (x) = x» + a i x - 1 + . . . + o , _ , x + an = 0 

m i t d e n unbeschränkt veränderl ichen Koeff iz ienten a1, a 2 ; • • • > a n gegeben. Man 

finde e ine Tschirnhausensche Transformation dieser Gle ichung derart, dass die 

Koef f i z i enten der transformierten Gleichung mögl ichst wenige veränderl iche Para­

m e t e r e n t h ä l t . D a b e i schhessen wir in den Koeff iz ientenkörper e ine zu einer Gruppe 

@ gehörende rationale F u n k t i o n 0 der Wurze ln xu xît . . . , xn der Gleichung (5) e in . 

D ie ses P r o b l e m ist n ichts anderes a ls d a s sogenannte Kle insche Reso lventen -

p r o b l e m 1 3 ) . U m es zu lösen, führe m a n die Einkleidungsgruppe (kurz E . G.) P 

v o n @ e in , d. h. die kont inuier l iche Gruppe, we lche eine mi t ® isomorphe Gruppe als 

Tei ler e n t h ä l t . D a b e i soll weder e in echter Teiler v o n / 7 noch eine ech te Faktorgruppe 

v o n P e i n e m i t @ i somorphe Gruppe entha l ten . 

I s t insbesondere ® eine e infache Gruppe, s o ist ihre E . G. P a u c h einfach. 

D a s ges te l l te Reso lventenprob lem lässt s ich mi t Hil fe fo lgenden Satzes beant ­

w o r t e n 1 4 ) : 

Satz. E i n e algebraische Gle ichung mit unbeschränkt veränderl ichen Koeff iz ienten 

bes i t z t e ine ¿-parametrige R e s o l v e n t e d a n n u n d nur dann , w e n n ihre Galoissche 

Gruppe @ eine E . G. P hat , we lche im Ä-dimensionalen R ä u m e darstellbar ist (wir 

wol len s a g e n : P ist e ine k-Gruppe). 

D ieser Sa tz wurde i m wesent l i chen v o n F . Kle in für den Fall bewiesen, dass P m i t 

e iner ^-Gruppe n icht nur isomorph, sondern auch ähnlich ist . U m diese Res tr ikt ion 

z u verme iden , m a c h t e Kle in e inen U m w e g . Er transformierte näml ich die Gle ichung 

(5) vorläufig in eine Gleichung, deren Wurzeln durch die Re la t ion 

*i* + * 2 2 + ••• + *n2 = 0 . (w = -5) 

13) F. Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 2, Berlin 1922. S. 255—504. 
") Math. Ann. 104 (1931), S. 459—471; 105 (1931), S. 240—255. 
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v e r b u n d e n s ind. M a n k a n n aber d iesen S a t z ohne diese R e s t r i k t i o n bewe i sen , i n d e m 

m a n d a s s o g e n a n n t e Cartansche Pr inz ip a n w e n d e t , we l ches in f o l g e n d e m b e s t e h t : 

S ind zwei kont inuier l iche G r u p p e n r u n d 7 \ i somorph , aber n i c h t ä h n l i c h , so k a n n 

m a n die Gruppe J 1 s o erwei tern , dass m a n aus ihr die Gruppe ri erhält , i n d e m m a n 

auf die gewis sen F u n k t i o n e n der verlängerten Gruppe r e n t s p r e c h e n d e n Var iab len 

d ie Trans format ionen v o n r a u s ü b t 1 5 ) . 

D e r soeben e r w ä h n t e Sa tz g i l t n i cht ohne wei teres . D i e in R e d e s t e h e n d e n Trans ­

format ionen k ö n n e n Irrat ional i tä ten erzeugen, w e l c h e Wurze ln e iner Gle ichung 

(Nebenr esolvente) s ind , deren Koef f i z ienten I n v a r i a n t e n der ver länger ten Gruppe F 

s ind. Ü b e r die N e b e n r e s o l v e n t e weiss i ch nur, dass sie h ö c h s t e n s e inparametr ig i s t , 

w e n n © e ine a l ternierende Gruppe ist . 

I s t © gegeben , so k a n n sie w o h l mehrere n icht i somorphe E . G. bes i t zen . B e s i t z t 

© ke in Z e n t r u m , so gesch ieh t die Auf f indung ihrer E . G. m i t Hi l fe der M e t h o d e n der 

l inearen Gruppentheor ie . I c h k a n n j e t z t n o c h n icht sagen , o b die A n z a h l verschie­

dener E . G. endl ich i s t oder n i cht . W o l l e n wir aber nur d ie jenigen E . G. u n t e r s u c h e n , 

w e l c h e i m R ä u m e v o n mög l i chs t kleiner A n z a h l D i m e n s i o n e n darste l lbar is t , u n d i s t 

© e infach, so b i e t e t die Frage ke ine prinzipiel len Schwier igke i ten , da s o w o h l alle 

T y p e n e infacher kont inuier l icher Gruppen, wie a u c h ihre Darste l lbarke i t s fragen 

sehr vo l l s tändig v o n É . Cartan in seiner „These" untersucht w u r d e n . 

E s e n t s t e h e n n o c h zwei F r a g e n , die bei der Lösung unserer A u f g a b e unentbehr l i ch 

s ind : 

1. K a n n es geschehen , dass e ine kont inuier l iche Gruppe r e ine k-Gruppe ist , 

w ä h r e n d ihre F a k t o r g r u p p e 7^ n icht i m £ - R a u m darste l lbar sein k a n n ? 

Is t rt e infach, so k a n n diese F r a g e durch e inen Sa tz b e a n t w o r t e t werden , der v o n 

W . Ki l l ing v e r m u t e t u n d E . E . L e v i vo l l s tändig bewie sen w u r d e : 

B e s i t z t e ine Gruppe r e ine e infache F a k t o r g r u p p e ru so bes i t z t sie a u c h e inen 

m i t Pj i somorphen Teiler. 

2. K a n n es geschehen , dass © n icht durch e ine ^-Gruppe e ingek le ide t werden 

k a n n , w ä h r e n d dies v o n einer Gruppe Ä gi l t , die als © e ine F a k t o r g r u p p e e n t h ä l t ? 

D a s k a n n wirkl ich e intre ten , wie das A . W i m a n a m Beispie l n = 6 z e i g t e 1 8 ) . 

D i e Gruppe S ist mi t © in b e z u g auf das Zentrum h o m o m o r p h und gehör t zur 

Klasse v o n s o g e n a n n t e n Darstellungsgruppen, die v o n I . Schur in se inen Arbe i t en 

über d ie Darste l lbarkei t v o n endl i chen Gruppen durch gebrochene l ineare Sub­

s t i t u t i o n e n untersucht w u r d e n 1 7 ) . I . Schur hat geze igt , dass die A n z a h l v o n mög l i chen 

1 5 ) C. R. 135 (1902), S. 851—854. 
" ) Math. Ann. 47 (1896), S. 531—556. 
" ) Creile 127 (1904), S. 20—50; 132 (1907), S. 85—137. 
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Darste l lungsgruppen endl ich ist . W e n n wir d e m n a c h das Reso lventenproblen i für 
e ine Gruppe @ lösen, so ist es notwendig , die E . G. n icht nur v o n ®, sondern auch 
v o n al len ihren Dars te l lungsgruppen aufzuste l len. 

D . H i l b e r t 1 8 ) h a t e in wei teres Problem über die K e t t e n v o n R e s o l v e n t e n m i t 
mög l i chs t kleiner Anzah l k v o n Parametern geste l l t . E s folgt aus seinen U n t e r ­
suchungen , dass für n — 9 k 5Í 4 ist. A . W i m a n 1 9 ) h a t a l lgemein bewiesen, dass 
bei n S 9 n — k 3 : 5 gi l t . Man k a n n andererseits aus anderen U n t e r s u c h u n g e n v o n 
W i m a n 2 0 ) schl iessen, dass für d a s Kle insche Prob lem bei íí ä 8 n — k ~ 3 gi l t . 
D a r u m h e g t es nahe , dass das Hi lbertsche P r o b l e m eine wesent l i che Erwei terung 
des Kle inschen Prob lems ist . Der Grund dazu l iegt darin, dass der für die klass ische 
Galoissche Theorie gü l t ige Sa tz v o n den natürl ichen Irrat ional i täten für den F a l l des 
R e s o l v e n t e n p r o b l e m s aufhört , gü l t ig zu sein. 

D a s R e s o l v e n t e n p r o b l e m u n d seine Erwei terung — das Hi lbertsche Problem nach 
d e n K e t t e n v o n R e s o l v e n t e n — sind zugle ich ex treme Probleme der klass ischen 
Galo isschen Theorie u n d k ö n n e n als eine natürl iche Erwei terung der ursprünglichen 
Grundaufgabe der Galoisschen Theorie, der Radika l lösung , aufgefasst werden. D e n n 
die Dars te l lung v o n Wurze ln durch Radika lausdrücke h a t den Vorteil , dass sie 
er laubt , d ie Wurze ln durch e ine Folge v o n Operat ionen zu ermit te ln , von denen jede 
nur m i t einer Veränderl ichen zu t u n hat . Man k a n n d e m n a c h eine Tabel le bewerk­
ste l l igen, die j edem R a d i k a n d se in Radika l zuordnet , so dass so lche Tabel len uns 
ermögl ichen, Wurzeln aller auflösbaren Gle ichung v o m gegebenen Grade zu be­
rechnen. 

D i e soeben erwähnte Eigenschaf t i s t ke ineswegs für auflösbare Gle ichungen 
charakterist isch. Man k a n n v ie lmehr die Auff indung v o n Gleichungswurzeln durch 
Operat ionen ganz anderer Art aufstel len, v o n denen jeder diese Eigenschaft zu­
k o m m t . Z. B . ist die a l lgemeine Gleichung 5ten Grades auf diese Weise lösbar 
(Bring; Kle in ) . D a s in R e d e s tehende R e s o l v e n t e n p r o b l e m ist e ine Erwei terung 
dieser Aufgabe , i n d e m man es n icht nur mi t d e m Fal l k = 1 zu t u n hat , sondern für 
jeden Fal l e inen mögl ichst k le inen Wert v o n k sucht . 

«) Got t . Nachr . 1900, S. 280; Math . Ann. 97 (1920), S. 243—250. 
'») Math . Ann. 52 (1890), S. 243—270. 
s») Nova Acta Uppsa la 1927. S. X 4- 3 — 8. 
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S u r l a t h é o r i e d e s é q u a t i o n s i n t é g r a l e s 
e t s e s a p p l i c a t i o n s 
Par Torsten Carleman, Stockholm 

L a théor ie d e s é q u a t i o n s intégra les qui s'est d é v e l o p p é e très r a p i d e m e n t à la 

s u i t e d e s t r a v a u x d e Vol terra , F r e d h o l m e t H i l b e r t , c o n s t i t u e aujourd'hui u n e impor­

t a n t e branche d e l 'ana lyse m a t h é m a t i q u e , t rop v a s t e p o u r q u ' o n pu i s se donner , d a n s 

u n e seu le conférence , u n e x p o s é s y s t é m a t i q u e de s o n d é v e l o p p e m e n t . J e m e bornerai 

à parler de certa ins chapi tres chois i s . 

Remarques sur les théories générales 

L e s é q u a t i o n s intégra les l inéaires , ,proprement d i t e s " s o n t d e s re lat ions d e la 

forme 

(1) A(x)<p(x) + $ K{x,y)<p(y)dy =f(x) 

E 

où <p (x) e s t la f o n c t i o n i n c o n n u e , E le d o m a i n e d ' in tégrat ion , A (x), K (x, y) e t / (a;) 

d e s fonc t ions d o n n é e s . I l f a u t y adjo indre les é q u a t i o n s à p lus ieurs var iables q u ' o n 

o b t i e n t si l 'on in terprê te x e t y c o m m e p o i n t s d a n s des e spaces à plus ieurs d i m e n s i o n s . 

I l e s t s o u v e n t u t i l e d e cons idérer les é q u a t i o n s (1) c o m m e c a s part icul iers des 

é q u a t i o n s fonct ionne l l e s l inéaires 

(2) S (?) = /, 

où S e s t u n e t rans format ion fonct ionne l l e l inéaire, c 'est -à-dire u n e opéra t ion sa t i s ­

fa i sant a u x re la t ions 

S(v + V) = 8(q>)+S iw), S(c<p) = cS (fp), 

c é t a n t u n e c o n s t a n t e arbitraire. Cela n ' e m p ê c h e p a s q u e les é q u a t i o n s (2) p e u v e n t 

se réduire à la forme (1) a u m o y e n d e s t rans format ions c o n v e n a b l e s . On v o i t i m m é ­

d i a t e m e n t que les généra l i sa t ions s u i v a n t e s d e (1) 

* a p , <Pip) K, <(*)] + (K (x, y)viy)dy=*Hx) 
E 

Ç<p(y)dvK(x, y) = f(x) 

s o n t d e s cas part icul iers d e (2). 
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E n ut i l i sant la représentat ion de fonct ionnel les l inéaires cont inues donnée par 

M. H a d a m a r d on e s t condui t à considérer des équat ions l inéaires d e la forme 

(3) Iim C On (x, y)<p(y)dy = f (x) 

o ù G„ (x, y) est une su i te d o n n é e de fonct ions cont inues . I l s emble que c e t t e classe 

d ' é q u a t i o n s embrasse t o u s les cas considérés jusqu' ic i . 

Equivalence de la théorie des équations intégrales linéaires et celle des systèmes 

d'équations linéaires à une infinité d'inconnues. 

R e m a r q u o n s d 'abord que les s y s t è m e s d 'équat ions l inéaires à u n e infinité d'in­

c o n n u e s p e u v e n t se ramener à d e s équat ions intégrales . Cela peut se faire de plusieurs 

manières . L a plus s imple e s t la su ivante . Considérons un s y s t è m e d'équat ions 

l inéaires sous la forme 

(4) xp — A 27 cpq xq = av (p = 1, 2, ). 
«=i 

S i n o u s déf inissons u n n o y a u K (x, y) par les re lat ions 

K (x, y) = cpq pour p — 1 < x < p, q — 1 <y <q 

K (x, y) — 0 pour x ou y — nombre ent ier 

e t une fonc t ion / (x) par les condi t ions 

/ (x) = ap pour p — 1 < x < p 

f (x) = 0 pour x = n o m b r e ent ier 

e t si n o u s fa isons correspondre à la su i te xlt x2 . .. xn . .. une fonct ion (p (x) : 

q> (x) = xp pour p — 1 < x < p 

(p (x) = 0 pour x = n o m b r e ent ier 

n o u s t rouverons que le s y s t è m e (4) est é q u i v a l e n t à l 'équat ion intégrale 

<p(x) — \ \ K (X, y)cp(y)dy = / (x). 

0 

L a propos i t ion inverse , c 'est -à-dire que chaque équat ion fonct ionnel le l inéaire 

p e u t se réduire à u n s y s t è m e d 'équat ions l inéaires à une inf inité d ' inconnues , e s t 

m o i n s é v i d e n t e . E l l e e s t d é m o n t r é e sous des condi t ions assez générales si l 'on se 

borne à chercher des so lut ions à carré integrable . Considérons le cas su ivant . So i t 

K (x, y) u n n o y a u pour lequel 

b-

jj\K(x, y)*dy = k(xr-
a 
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fi>= j / i*) Vf ( * ) d x -

A c h a q u e so lut ion d e carré integrable de (5) il correspond une so lu t ion du s y s t è m e (6) 

tel le q u e Z <pp

 2 converge . On d é m o n t r e q u e la réc iproque es t vra ie e n u t i l i sant 

le t h é o r è m e s u i v a n t qui s 'obt ient par u n procédé d o n n é par M. W e y l . Soi t F (x) u n e 

fonct ion te l le que 

converge . Si alors la série 

f g (x) F (x) , 2 d x 

b 2 
j F (x) ipr (x)dx\ 

converge il faut que l ' intégrale J F (x) 2 d x e x i s t e e t so i t égale à la série (7). Si 
a 

les coeff ic ients de Fourier sont t o u s nuls il faut que F (x) s 'annule aussi . 

E c r i v o n s m a i n t e n a n t l ' équat ion (3) sous la forme 

i 

(S) l im \Gn(x, y)d f(x) = f (x) 

140 

e x i s t e presque p a r t o u t e t p r o p o s o n s - n o u s d e dé terminer t o u t e s les so lut ions à carré 

in tegrable de l ' é q u a t i o n : 

b 
(5) <p (x) — A j K (x, y) <p (y) d y = / (x). 

a 

Soi t P j (x), P 2 (x) . . . Pn (x).. u n s y s t è m e or thogona l fermé d e fonc t ions à carré 

integrable . P o s o n s 

e { x ) = T(xY+i 

e t or thogonal i sons le s y s t è m e des fonc t ions g (x) P„ (x). D é s i g n o n s le s y s t è m e or tho ­

gona l a ins i o b t e n u par y>t, (x) (v = 1, 2 . . . ) . I l e s t clair q u e / (x) g (x) d o i t ê tre à 

carré in tegrable . E n m u l t i p l i a n t (5) par xp., (x) e t e n in tégrant , il v i e n t 

(6) <pp— A Hkpq (p,t= / p p — 1, 2 . . . 

où l 'on a posé 

b b b 
<pp= \cp (x) xpp (x) dx, k p q = j j K (x, y) y>q (x) fq(y)dxdy 
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1\ " = 1. 2 . . . 2 
M 2" / n = 0, 1, . . . 

il s 'ensui t 

E 
v 

i « ?" r / 2 v \ / 2 c — 1 \ ' j Kp (f„„ 1) vo,i + ^ r ^ i T J £,,„ 2„ + , ) + Kp{ f » i . ) VW 1,2.-1 

E n in troduisant les var iables auxi l ia ires 

(10) f ^ = ^ i f . + ^ I L i J y , , 
ï) = 0 

o n t r o u v e 

(11) £o^ = f(U 

A ces re lat ions il faut a jouter les ident i tés 

(12) ? „ , , • = 1 , 2 , + Vn+ 1,2 r - l 

e t les inégal i tés 
2" 

i y«, ¡ < constante . 

r - l 
L e problème posé se t rouve ainsi ramené à la résolut ion d u s y s t è m e (9), (10) , (11) , 

(12) où fn ,., Y^\, °\ f igurent c o m m e inconnues . 141 

e t s u p p o s o n s que / (x) so i t cont inue dans l ' interval le (0,1) e t q u e le premier m e m b r e 

t e n d e u n i f o r m é m e n t vers / (x). N o u s nous proposons d e ramener le problème de 

déterminer les so lut ions à var iat ion bornée de (8) à la résolut ion d 'un s y s t è m e d'équa­

t i o n s à u n e inf inité d ' inconnues . P o s o n s 

Kx (x, y) = Gi (x, y) 

Kp (x, y) = G, (x, y) — Gp_, (x, y) p :> 2 

e t so ient £ x f 2 . . une inf inité d e nombres par tout denses dans l ' interval le 

(0, 1). Cela posé , n o u s p o u v o n s remplacer (8) par les é q u a t i o n s 

i 

E (kp (!„„ y)dV(y) = f ( f m ) m = 1, 2 . . . 

E n prenant c o m m e var iables inconnues les q u a n t i t é s à d e u x indices 

' „ \ tv— 1 \ v = 1 2 . . 2" 
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Problèmes divers concernant la résolution des systèmes d'équations à une infinité 

d'inconnues. 

Grâce a u x t r a v a u x d e Po incaré , v . K o c h , Hi lber t , D i x o n , S c h m i d t , P . R i e s z , 

T o e p l i t z , H e l l y e t d 'autres n o u s p o s s é d o n s u n e série d e m é t h o d e s p lus o u m o i n s 

généra les pour tra i ter des s y s t è m e s d 'équat ions d e l a forme 

OD 
(13) Lp{x) = Z cpq xq = ap p = 1, 2 

D a n s t o u t e s ces théor ie s o n se p o s e le p r o b l è m e d e dé terminer t o u t e s les s o l u t i o n s 

(#! x2 • - x„.. ) qui sa t i s font à cer ta ines cond i t ions C d e c o n v e r g e n c e ou d e cro i s sance 

(p. ex. \ xn I borné, Z \xn\
p c o n v e r g e n t e ) d o n n é e s à priori e t l 'on i m p o s e à l a 

m a t r i c e (cpt) des res tr ic t ions qui p e r m e t t e n t d'assurer la convergence a b s o l u e d e s 

Lp (x) pour t o u t e s les su i te s xn qui sa t i s font a u x cond i t ions C. Cet te m é t h o d e d e 

tra i ter la q u e s t i o n e s t très s o u v e n t cel le qui es t la p l u s ut i l e p o u r les app l i ca t ions . 

Or, i l e x i s t e des c a s où l 'on e s t c o n d u i t à considérer le p r o b l è m e p lus généra l q u e 

vo ic i : Rechercher toutes les suites (xu x2.. xn.. ) qui rendent les séries Lp (x) conver­

gentes et égales aux quantités données ap. I l s emble q u e c e t t e q u e s t i o n n'a é t é t r a i t é e 

q u e d a n s d e s cas part icul iers (vo ir : E . Bore i . A n n . d e l 'Eco le n o r m a l e 1895, O. T o e p ­

l i t z : Ü b e r zei lenf inite G l e i c h u n g s s y s t e m e ) . N o u s n o u s proposons d' indiquer u n e 

m é t h o d e qui p e r m e t d ' a t t a q u e r ce p r o b l è m e e t d e le transformer en u n autre qu i 

para î t ê tre p lus s imple . 

S u p p o s o n s d 'abord q u e l ' équat ion Lx (x) = a1 c o n t i e n n e t o u t e s les var iab le s 

Xix2... e t q u e les Lp (x) so i ent l inéa irement i n d é p e n d a n t e s . E t a n t donnés d e s n o m ­

bres ent iers posi t i fs m, m2... mn nous chercherons le m i n i m u m R (mlt m2, . . . mn) d e 

m, 

Z X,\2 

lorsque l e s inégal i tés ' 1 

(Zcltl xq — a-i) < 1 i»! <v < mx + m 2 

(14) (Zcpq xq — ap) < -i- wii + m 2 <v ¿ » , + m 2 + m 2 , p~ 1 ,2 . 

(Zcpq xq—ap) < -,mï~\-m2+ . . . m n _ i < v ^m1 + m2 - f .. m„,p = l,2..,n—1 
q = l n I 

s o n t rempl ies . Si ces inéga l i t é s s o n t i n c o m p a t i b l e s n o u s poserons R (m„ m 2 . . . mn) 

— oo. A cause de l ' indépendance des Lp (x) o n es t sûr q u e R e s t u n e q u a n t i t é f inie 

lorsque mx, e s t su f f i samment grand . O n v o i t aussi q u e R (mt m 2 . . . mn) e s t u n e 

fonc t ion n o n cro issante des var iables m2... mn. N o u s o b t e n o n s a ins i , par d e s ca l cu l s 

a lgébr iques , u n e inf ini té d é n o m b r a b l e de q u a n t i t é s 

142 



T. Carleman : Sur la théorie des équations intégrales et ses applications 

R (nii, m2... m n ) 1 < m,, < oo n = 2, 3 . . . . 

L a cond i t ion nécessaire e t suff isante pour qu'i l e x i s t e une so lut ion d u s y s t è m e (13) 

e s t qu 'on puisse trouver une su i te de n o m b r e s posit i fs / ( j /< 2 - • • ur te l le q u e 

l im R (ult u 2 . . . ur) 

so i t f inie . 

L e m ê m e critère e s t appl icable aussi d a n s le cas où aucune des séries Lp (x) ne 

c o n t i e n t t o u t e s les var iables ma i s la d é m o n s t r a t i o n es t dans ce cas un p e u plus 

compl iquée . On p e u t d'ailleurs énoncer le critère sous d'autres formes p . e x . la 

s u i v a n t e : Pom- q u e les équat ions (13) a d m e t t e n t une so lu t ion i l faut e t i l suff i t 

qu'il e x i s t e une su i te mu m2, mn, .. te l le que les s y s t è m e s d' inégal i tés soit 

compat ib l e s quel q u e so i t n1). 

N o u s p o u v o n s aussi indiquer u n procédé pour trouver ( théor iquement) les solu­

t i ons d a n s l es cas où el les e x i s t e n t . A j o u t o n s f ina lement que la m é t h o d e esquissée 

p lus h a u t e s t auss i appl icable a u x s y s t è m e s d 'équat ions non l inéaires . 

Si cpg p e u t s'écrire 

c p t = f(P> î ) 

où / (p, q) e s t u n e fonc t ion a n a l y t i q u e s imple des var iables p e t q, o n peut s o u v e n t 

tra i ter le s y s t è m e ( 13) au m o y e n d e s m é t h o d e s de la théorie des fonct ions ana ly t iques . 

S u p p o s o n s par e x e m p l e que / (x, y) soit u n e fonct ion rat ionnel le 

f ( x y) = <hjf) + «i (*) y + • • • a,, (x) y" 
M ' y > bn(x) + bl(x)y +"... bm(x)y"< 

O n d é m o n t r e d'abord la propos i t ion s u i v a n t e : Si une série de la forme 

0 (x) = E f (x, q) xq î = i 
converge pour une valeur te l le que an (S) 4 = 0, elle converge pour t o u t e s les 

va leurs x dif férentes des racines d e bm (x) = 0 e t représente une fonct ion méro-

morphe dans t o u t le p lan des x. N o t r e prob lème es t ainsi r a m e n é à la dé terminat ion 

d 'une fonc t ion méromorphe d o n t on connaî t les pôles , certa ines re lat ions entre les 

rés idus , e t les va leurs pour x = 1 , 2 , . . . n.... On peut résoudre c e t t e ques t ion d a n s 

des cas é t e n d u s . J e m e bornerai à énoncer le résul tat s imple s u i v a n t : Si a n 'est pas 

u n n o m b r e réel négatif , le s y s t è m e d 'équat ions h o m o g è n e s 

1 
E xq = 0 
„=i P + aq 

n'admet p a s d'autre so lut ion q u e xx — x2 = . . xn.. = 0 . 

*) On transforme ainsi le système (13) en un système infini d'inégalités dont chacune ne contient 
q'un nombre fini des variables mv m 2 , . . m* . . . 
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I l e s t presque é v i d e n t que l e s s y s t è m e s d 'équat ions l inéaires 

b 

(15) J a„ (y) <p (y) d y = c„ » = 1 , 2 . . 

a 
b 

(16) |*a„ {y) d <p {y) = c„ 
a 

p e u v e n t se réduire forme l l ement à des é q u a t i o n s intégrales . E n in trodui sant u n 

n o y a u K (x, y) déf inie par les re la t ions 

K (x, y) = an (y) pour n — 1 < x < n 

K (x, y) = 0 p o u r x = n o m b r e ent ier 

e t e n p o s a n t 

/ (a;) = c„ pour n — 1 < x < n 

f (x) = 0 pour x = n o m b r e ent ier 

o n t r o u v e q u e les s y s t è m e s (15) e t (16) s o n t é q u i v a l e n t s a u x é q u a t i o n s 

b 
JK (x, y)(p(y)dy = f (x) 
à 

b 

I K (x, y) d <p (y) = / (x). 

a 
Les s y s t è m e s (16) o n t é t é é t u d i é s d'une manière déta i l lée par M. F . Riesz . I l o b t i e n t 

e n m ê m e t e m p s u n t h é o r è m e i m p o r t a n t sur l ' approx imat ion des fonc t ions cont i ­

n u e s par des s y s t è m e s d o n n é s de fonc t ions cont inues . 

I l y a l ieu de rappeler auss i à c e t t e occas ion les t r a v a u x récents d e M. S. B e r n s t e i n 

sur les fonc t ions a b s o l u m e n t m o n o t o n e s . 

La théorie des formes quadratiques et les équations intégrales symétriques. 

L a théorie , créée par M. Hi lber t , des formes quadrat iques (où hermit iennes ) à 

u n e inf ini té de var iables e n c o n n e x i o n a v e c la théor ie des é q u a t i o n s intégra les à 

n o y a u s y m é t r i q u e e s t c e r t a i n e m e n t la p lus i m p o r t a n t e d é c o u v e r t e qui a i t é t é fa i te 

d a n s la théor ie d e s é q u a t i o n s intégra les après les t r a v a u x f o n d a m e n t a u x d e F r e d -

h o l m . 

R e m a r q u o n s d'abord q u e les su je t s d 'é tudes s u i v a n t e s : 

1 4 4 

Problèmes des moments généralisés. 
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(20) I dz 0 (A) = E = subs t i tu t ion ident ique 

te l le q u ' o n a i t 
x 

(21) (x, y) = J dt [6 (x A), y] 
— x 

x 

(22) S (x) = j ' A dz d (x A) 

— X X 
(23) [S(x),y] = ( \djil6(x X), y] 
si (x, x) e t (y , y) sont finis. 

Les t r a v a u x de M. Hi lber t sur la théorie des formes quadrat iques e t bi l inéaires 

e t ses appl i ca t ions ont é t é poursu iv i s par un grand nombre d'auteurs parmi lesquels 

nous m e n t i o n n o n s M. M. Hel l inger , Toepl i tz , F . Riesz , W e y l , H i l b , P lanchere l , e t c . 

') Nous appellerons (x, x) la norme de la suite (x). 

1 4 5 
10 Mathematiker-Kongress i ^ w 

F o r m e s hermit i ennes à u n e infinité d e var iables ; 

S u b s t i t u t i o n s hermi t i ennes à u n e inf ini té de var iables ; 

E q u a t i o n s intégrales hermi t i ennes ; 

F o n c t i o n n e l l e s l inéaires hermit iennes; 

s o n t é q u i v a l e n t s . 

E n ut i l i sant le langage de la théorie des subs t i tu t ions , nous p o u v o n s énoncer 

q u e l q u e s - u n s des résu l ta t s d e M. Hi lber t d e la manière s u i v a n t e . Soi t (cpq) u n e 

m a t r i c e hermi t i enne infinie m a i s , ,bornée" a u sens de M. Hi lbert . D é s i g n o n s , pour 

abréger , p a r x, y, e t c . des su i tes xx x2... x n . y x y 2 . . . yn... e t par S ou S (x) la 

s u b s t i t u t i o n x 

Xp = 2s Cp q Xq 
« = 1 

où E j xq

 2 e s t supposée convergente . Ecr ivons , d'après M. Hi lbert , 

x 

(x, y) = Ex„ y, »). 

v = l 
Cela p o s é , il e x i s t e u n e s u b s t i t u t i o n hermi t i enne bornée ( subst i tut ion spectrale) 

ß (A) = 0 (x j A) à var ia t ion bornée par rapport au paramètre réel A e t sat is fa isant 

a u x re lat ions 

(17) A 6 (X) • A 0 (X) = A 6 (A) [A 6 (A) = 0 (A + AX) — d (A)] 

(18) Ai 0 (A) • J 2 0 (A) = 0 si Ai e t A 2 n 'ont p a s des interval les c o m m u n s 
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P o u r l e s appl i ca t ions i l e s t i m p o r t a n t d 'é tendre l a théor ie d e M. H i l b e r t a u x 

m a t r i c e s n o n bornées . Voic i q u e l q u e s - u n s des ré su l ta t s q u e j 'ai o b t e n u s d a n s c e t t e 

d irec t ion . Considérons l es matr i ce s h e r m i t i e n n e s (cp f) qui n e s o n t s o u m i s e s qu'à la 

c o n d i t i o n 

E cpq\
2 convergente pour p = 1, 2, 

N o u s par tagerons l ' ensemble d e s matr i ce s d e c e t t e ca tégor ie e n d e u x c lasses I e t I I 

s u i v a n t q u e le s y s t è m e d 'équat ions 

n ' a d m e t t e n t p a s o u a d m e t t e n t , p o u r des v a l e u r s n o n réel les d e A, des s o l u t i o n s (non 

i d e n t i q u e m e n t nul les ) t e l l e s q u e E\xp\
2 converge . L a cond i t ion nécessa ire e t 

suff i sante pour q u e (cp s ) so i t de la classe I e s t q u e la re la t ion 

[S (x), y] = [x, S (y)} 

ai t l i eu s o u s la seule c o n d i t i o n q u e 

(x, x)(y, y), [S (x), S (as)], [8 (y), 8 (y)] 

so ient f inis . Si (cpt) e s t d e la c lasse I , t o u s les ré su l ta t s (17)—(22) subs i s t en t . I l e n 

es t de m ê m e de la formule (23) si [S (x), 8 (x)] e s t f ini . E l l e résul te dans ce cas d e 

(21) e t (19) . 

Si (cpt) appar t i en t à la c lasse I I i l e x i s t e u n e inf in i té de s u b s t i t u t i o n s spectra les 

0 (a; I A) sat i s fa i sant a u x re la t ions (19), (20) , (21) (22) e t e n outre à l ' équat ion 

(24) [A O • A d (x \ A), x] <, [A 6 (x \ A), x]. 

Si le s igne d'égal i té a l ieu ici pour t o u t e s les su i tes (x) te l les q u e E (x,,)2 c o n v e r g e 
!• = 1 

alors les re lat ions (17) e t (18) sont aussi rempl ie s . I l e x i s t e u n e inf in i té de s u b s t i t u ­

t ions spectra les a y a n t c e t t e propriété si (cp v) est réel. I l e n es t de m ê m e si les s y s t è m e s 

S(x) — XE (x) = 0, S (x) — X E (x) = 0 

o n t le m ê m e n o m b r e d e so lu t ions à n o r m e finie l inéa irement i n d é p e n d a n t e s . 

I l y a l ieu de parler à c e t t e occas ion d e certa ins t r a v a u x récent s par MM. S t o n e , 

J . v . N e u m a n n , P . R i e s z sur les t rans format ions l inéaires hermi t i ennes de l 'espace 

h i lbert ien . I l m e semble q u e le suje t cons idéré par ces auteurs e s t i n t i m e m e n t l ié à i a 

théor ie que n o u s v e n o n s d 'exposer . S u p p o s o n s que l ' e space h i lbert ien H so i t repré­

sen té par t o u t e s les fonc t ions / à carré in tegrab le d a n s u n d o m a i n e Û. S o i t D u n sous -

e n s e m b l e de H l inéaire e t p a r t o u t dense d a n s H. P o s o n s (f, g) — f / g d o). L ' o b j e t 

o 

d e s t r a v a u x c i tés p lus h a u t e s t l ' é tude généra le des t rans format ions fonc t ionne l l e s 
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147 

l inéaires T (/) qui t ransforment les fonct ions f de D en des fonc t ions à carré i n t e ­

grable qui sat i s font à la re lat ion 

(25) [/, T (g)} = [T (f), g] 

p o u r t o u t e s les fonct ions f et g de D. 

Soi t <p1,<p2..<pn.. u n s y s t è m e orthogonal fermé d e fonct ions appar tenant à D. 

O n v o i t i m m é d i a t e m e n t que T (/) e s t c o m p l è t e m e n t dé terminé par la connaissance 

d e s T (q>v). R e p r é s e n t o n s m a i n t e n a n t l 'espace H sur l 'espace h i lbert ien à u n e infinité 

d e var iables H, a u m o y e n des d é v e l o p p e m e n t s 

qui f o n t correspondre à / une su i t e infinie (x) k n o r m e finie e t inversement . P o s o n s 

T (<pp) ~ Z c^qv 

T ( / ) ~ ZyqcpQ. 

E n app l iquant la re lat ion (25) o n t r o u v e 

î/p — £ c p i x a c m = " î f 

L ' i m a g e d e la trans format ion T (f) dans l 'espace Hx e s t donc u n e subs t i tu t ion S (x) 

d u t y p e q u e n o u s a v o n s e x a m i n é p lus haut . L a n o t i o n d 'hypermax imal i t é , introdui te 

par M. S c h m i d t , qui joue u n rôle f o n d a m e n t a l dans le travai l de M. v . N e u m a n n 

p e u t s ' interpréter ainsi : L a c o n d i t i o n nécessaire e t suff isante pour que T (/) soit 

h y p e r m a x i m a l e es t que la subs t i tu t ion 8 (x) correspondante appart ienne à la c lasse I . 

L e s d é v e l o p p e m e n t s spec traux que nous a v o n s t r o u v é s pour S (x) se traduisent 

i m m é d i a t e m e n t en des d é v e l o p p e m e n t s ana logues pour T (f). 

Applications 

Applications à la théorie des fonctions analytiques. 

M. Hi lber t a d é m o n t r é que la théorie des équat ions intégrales permet de résoudre 

le p r o b l è m e s u i v a n t p o s é par R i e m a n n : D é t e r m i n e r une fonct ion ana ly t ique dans 

u n d o m a i n e D lorsque on conna î t une re lat ion (linéaire) entre sa part ie réelle e t sa 

part ie imaginaire à la frontière de D. I l a aussi tra i té le problème plus général que 

voic i : Trouver n fonct ions /,. (z) de caractère rat ionnel à l ' intérieur d'une courbe G 

e t n fonct ions gv (z) d e caractère rat ionnel à l 'extérieur de C te l les qu 'on ai t sur C 
n 

/,, (z) = Zepil (z) gq (z) p= 1,2... n, 
4 = 1 

Cpq [z) é tant des fonct ions données définies sur C. C o m m e cas particul ier M. Hi lber t 
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o b t i e n t u n e so lu t ion d u p r o b l è m e d e dé terminer les é q u a t i o n s différentiel les l inéa ires 

qu i a d m e t t e n t u n groupe d e m o n o d r o m i e d o n n é . M. P l e m e l j a d o n n é u n e autre 

m é t h o d e remarquable pour résoudre ces prob lèmes a u m o y e n d e s é q u a t i o n s in té ­

grales . M. U h l e r a ut i l i sé d e s m é t h o d e s ana logues p o u r général iser la théor ie des 

f o n c t i o n s ze ta fuchs iennes . M. H a s e m a n n a o b t e n u certa ines généra l i sa t ions des 

ré su l ta t s d e M. H i l b e r t c i tés p lus h a u t . 

N o u s a l lons cons idérer le prob lème s u i v a n t : E t a n t d o n n é e u n e courbe C rect i -

f iable e t u n e fonc t ion 0 (z) déf inie sur C qu i transforme C e n e l l e - m ê m e ; rechercher 

les f onc t ions a n a l y t i q u e s / (z) qu i sa t i s font à la re la t ion 

/ [0 ( 2 ) ] = a ( z ) / ( z ) s u r C Ia (z) = fonc t ion d o n n é e ] 

e t qu i a d m e t t e n t l e s m ê m e s s ingular i tés qu 'une fonc t ion rat ionne l le P (z) d o n n é e à 

l ' intérieur d e C. S i a u c u n e d e s i térées 

e (z) e2 (z) = e [ô (z)], e2 (z) = & [ o , < * > ] . . . 
n e se réduise p a s à z le p r o b l è m e n e p e u t a d m e t t r e d e so lu t ions q u e dans d é s cas très 

part icul iers . N o u s s u p p o s e r o n s q u e ô 2 (z) == z e t q u e 0 (z) décri t C e n sens inverse 

lorsque l a var iab le z parcourt C e n s e n s direct . P o u r q u e notre prob lème so i t poss ib le 

il faut q u ' o n a i t 

a (z)a[0 (z)] = 1. 

S u p p o s o n s e n outre q u e P (z) so i t u n e fonc t ion rat ionne l l e régulière à l ' extér ieur 

d e C e t s 'annulant à l ' infini. E n a p p l i q u a n t l ' intégrale d e C a u c h y on t r o u v e u n e 

é q u a t i o n in tégra le d e la forme 

/ w - , i v / f . ^ - - ^ t , i 1 ! , S w ] / w ' . - . i « M i ' i . ( . í . + P ( * 
c 

On v o i t q u e le n o y a u e s t borné si C e s t à courbure c o n t i n u e e t si 0'(z) e s t u n e fonc t ion 

c o n t i n u e . 

J e d i s q u e le p r o b l è m e f o n d a m e n t a l sur l ' ex i s tence des fonc t ions a u t o m o r p h e s 

e s t u n cas part icul ier d e la q u e s t i o n q u e n o u s a v o n s posée . Considérons pour s impl i ­

fier u n groupe fuchs ien d o n t u n p o l y g o n e généra teur C e s t s i tué e n t i è r e m e n t a u -

dessus d e l 'axe réel . Les s u b s t i t u t i o n s f o n d a m e n t a l e s déf in issent u n e t rans format ion 

invo lu to ire 0 (z) d e C e n e l l e - m ê m e . 0 (z) e s t , e n général , d i s cont inue en les s o m m e t s 

d e C. P o u r q u e / (z) so i t u n e fonc t ion a u t o m o r p h e a p p a r t e n a n t a u groupe d o n n é il 

faut e t il suffit q u ' o n ait 

/ [Ö (2)] = / (2) sur C. 
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L ' é q u a t i o n intégrale 

> ( * > - s k / ï r - i - e(Z)'
{Zio(x)] / W ¿ « = * M + p [ « W J 

c 

qu i correspond à ce problème e s t s ingulière à cause d e la d i scont inu i t é d e 6 (z). P o u r 

é v i t e r c e t t e diff iculté nous remplacerons dans les ca lculs précédents — - — par 

G(z, *) = — 1 - + y 1 -.... 
Z X r Z Ç,(x) 

où (a;) s o n t les transformées d e x qui s o n t s i tuées d a n s les transformées (en n o m b r e 

l imité) d u p o l y g o n e générateur d o n t les frontières o n t des p o i n t s c o m m u n s a v e c C. 

On o b t i e n t ainsi l ' équat ion 

/ ( * ) - ~ J j G (z, x) - 6' (z) G [B (z), 8 (x)} j / (z)dz=
 PAxl±^M^-

c 

(?) 

qui e s t u n e é q u a t i o n régulière d e F r e d h o l m . E n appl iquant les théorèmes d e Fred-

ho lm, n o u s p o u v o n s , a u m o y e n d e c e t t e équat ion , é tabl ir d'une manière s imple les 

p o i n t s e ssent ie l s de la théorie des fonct ions fuchs iennes . U n e m é t h o d e analogue e s t 

appl i cab le auss i dans le cas où le p o l y g o n e générateur a des po in t s c o m m u n s a v e c 

l 'axe réel . L e m ê m e procédé e s t appl icable a u x fonct ions te ta - fuchs iennes e t a u x 

fonc t ions zé ta - fuchs iennes . 

Si l 'on considère e n part icul ier les fonct ions d o u b l e m e n t périodiques on obt i en t 

le ré su l ta t s imple s u i v a n t : L e s fonct ions d o u b l e m e n t périodiques de périodes coi 

e t VJ2 s o n t les so lut ions de l ' équat ion intégrale 

f (x) — , -. I cot n - (s — x — co») — cot — (z — x + co2) / (z) d z = 
2toxiJ l Wj o)x J 

° _ H (x) + Hjx+wj) 

où H (x) e s t une fonct ion meromorphe périodique de période w „ n 'ayant pas des 

pô les à lexter ieur da la bande 

z = a>xs +<w21, •— 0 0 < S < 0 0 , 0 ^ i < l 

e t t e n d a n t vers zéro dans la direct ion de i cu2. 
A j o u t o n s f ina lement que l ' ensemble des fonct ions a n a l y t i q u e s régulières à l' in-
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t e n e u r d u cercle d 'un i té E (et à carré integrable d a n s E) p e u v e n t s 'obtenir c o m m e 

fonc t ions f o n d a m e n t a l e s de l ' équat ion intégrale hermi t i enhe s u i v a n t e 

Applications aux équations différentielles. 

L' importance f o n d a m e n t a l e d e la théor ie des é q u a t i o n s intégrales pour les pro­

b l è m e s a u x l imi tes d e la théor ie des é q u a t i o n s différentiel les l inéaires , ordinaires ou 

part ie l les , e s t si b i e n c o n n u e qu' i l e s t inut i le d 'y ins ister . 

N o u s dirons q u e l q u e s m o t s d'un prob lème p o s é par Po incaré : Appl iquer la théor ie 

d e s é q u a t i o n s intégra les l inéaires à l ' é tude des s y s t è m e s d 'équat ions différentiel les 

n o n l inéaires . U n e so lu t ion d e ce prob lème a é t é d o n n é e par M. F r e d h o l m e n 1920. Il 

s emble q u e , après F r e d h o l m , c'est M . B . K o o p m a n qui a publ ié le premier u n résu l ta t 

n o u v e a u x dans c e t t e d irec t ion . I l t r o u v e q u e les propriétés des trajecto ires d'un 

s y s t è m e d 'équat ions différentiel les c a n o n i q u e s s o n t i n t i m e m e n t l iées à la d é c o m p o s i ­

t i on spectrale d 'une certa ine t rans format ion fonct ionne l le l inéaire. J 'a i é tud ié la 

m ê m e q u e s t i o n à la m ê m e é p o q u e e n trans formant le s y s t è m e d 'équat ions différen­

t ie l les n o n l inéaires e n u n s y s t è m e infini d ' équat ions différentiel les l inéaires à coeffi­

c i ents c o n s t a n t s . D e s résu l ta t s ainsi o b t e n u s j 'ai d é d u i t u n critère pour dé terminer 

si u n s y s t è m e d y n a m i q u e e s t quas i -ergodique ou n o n . J e d é m o n t r e en m ê m e t e m p s 

l ' ex i s tence de cer ta ines va l eurs m o y e n n e s qui j o u e n t u n rôle i m p o r t a n t d a n s la 

m é c a n i q u e s ta t i s t ique . P l u s tard ce prob lème a é té tra i té par MM. Birkhoff, J . v . 

N e u m a n n , E . Hopf, B . K o o p m a n , F . R ie sz . 

Applications à la Physique mathématique. 

A c e t t e catégor ie a p p a r t i e n n e n t i n d i r e c t e m e n t les app l i ca t ions ind iquées dans 

le n u m é r o précédent . 

Il e s t b ien c o n n u q u e la théor ie des matr i ce s inf inies e t la théor ie des é q u a t i o n s 

intégrales sont d e s out i l s ind i spensab les pour les théor ies p h y s i q u e s m o dernes , la 

m é c a n i q u e q u a n t i q u e e t la m é c a n i q u e ondula to ire . M. Schrödinger a d é m o n t r é q u e 

les p r o b l è m e s m a t h é m a t i q u e s de ces d e u x théor ies sont au fond ident iques . L e pro­

b l è m e m a t h é m a t i q u e f o n d a m e n t a l qui se présente d a n s la théor ie de Schrödinger 

e s t le s u i v a n t : E t a n t d o n n é e u n e é q u a t i o n l inéaire a u x dér ivées part ie l les d u second 

ordre e t d u t y p e e l l ip t ique L (<p) = 0, qui co ïnc ide a v e c son adjo in te e t a ses coeffi­

c i en t s rée l s ; rechercher les v a l e u r s d e A p o u r lesquel les 

E 

(26) L (q>) + A <p = 0 
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appart i enne au „ G r e n z p u n k t t y p u s " . N o u s nous bornerons à remarquer que cela 

e s t c e r t a i n e m e n t le cas pour l ' équat ion 

qu i correspond au problème des w-corps. On démontre que c e t t e é q u a t i o n a d m e t t e 

u n e f o n c t i o n de Green formant u n n o y a u borné au sens de M. Hi lber t si A a une 

va leur n é g a t i v e suf f i samment grande . On t r o u v e e n m ê m e t e m p s q u e le spectre ne 

p e u t p a s s 'étendre à l'infini du c ô t é des A négat i fs . 

L a théor ie des ré seaux cristal l ins e t la théorie c inét ique des gaz sont d'autres 

chapi tres i m p o r t a n t s de la P h y s i q u e m a t h é m a t i q u e où la théorie des matr ices infinies 

e t la théor ie des é q u a t i o n s intégrales sont de la plus grande ut i l i té . 

L a l i s te des discipl ines m a t h é m a t i q u e s où l'on p e u t appl iquer la théorie des 

é q u a t i o n s intégra les n'est pas épu i sée par celles d o n t nous v e n o n s d e parler. N o u s 

p o u v o n s citer encore la Géométr ie , le calcul des var ia t ions , le calcul des probabi­

l i tés e t m ê m e la théorie des nombres . 
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a d m e t t e u n e so lut ion à carré integrable dans t o u t l 'espace des var iables indépen­

d a n t e s ; e t , p lus généra lement , déterminer les d é v e l o p p e m e n t s spec traux qui corres­

p o n d e n t à (26) . Cet te e x t e n s i o n d e la théorie c lass ique d e s fonct ions fondamenta le s 

a t t a c h é e s à u n e é q u a t i o n différentiel le a é t é posée e t tra i tée d'une manière générale , 

i l y a u n e v i n g t a i n e d'années , par M. W e y l dans le cas des équat ions différentielles 

ordinaires . I l m o n t r e que d e u x cas p e u v e n t se présenter: „Le Grenzpunktfa l l" e t le 

„Grenzkreis fa l l" . L e „Grenzpunkt fa l l" e s t caractérisé par la non-ex i s t ence d e solu­

t ions à carré integrable (non nul les) de (26) pour A n o n réel. Ce cas e s t le seul où la 

fonc t ion spectrale e s t dé terminée d'une manière un ique . I l e s t faci le d'étendre la 

théor ie d e M. W e y l a u x équat ions à plusieurs var iables , soit d irec tement , so i t par 

l ' intermédiaire de la théorie des équat ions intégrales hermit iennes . 

P o u r q u e la théorie de Schrödinger puisse réussir i l faut que l ' équat ion de Schrö­

dinger 



Les espaces riemanniens symétriques 

Par Elie Carian, Paris 

J e m e propose d e consacrer ce t t e Conférence à u n e théorie g é o m é t r i q u e qui , 

d ' intérêt assez restreint à son origine, s 'est révélée e n rapport é tro i t a v e c dif férentes 

branches des M a t h é m a t i q u e s : la théor ie des g r o u p e s d e trans format ions , la théor ie 

des fonc t ions e t la théor ie ar i thmét ique d e s formes , 1'Analysis s i tus . 

I . 

L e s e spaces r i emanniens s y m é t r i q u e s c o m p r e n n e n t e n particulier les e spaces à 

courbure c o n s t a n t e e t les e spaces hermit iens , d o n t i ls c o n s t i t u e n t u n e général i sat ion . 

I l s p e u v e n t être définis par d e u x propriétés caractér i s t iques , e n apparence t o u t e s 

dif férentes : 

I o IM courbure riemannienne en un point quelconque A suivant un élément plan 

quelconque issu de A se conserve quand on transporte cet élément plan par parallélisme 

suivant un chemin quelconque. 

2° IM symétrie par rapport à un point quelconque A est une transformation iso­

métrique: la s y m é t r i e se déf init e n fa i sant correspondre à u n p o i n t M, su f f i samment 

vo i s in d e A, le po in t M' o b t e n u en constru i sant l'arc d e géodés ique M A e t le pro­

longeant d'une longueur égale AM'. 

L'équiva lence des d e u x déf ini t ions t i ent à ce q u e le transport par para l l é l i sme 

d'un vec teur d'un po in t i à u n po in t in f in iment vo i s in A ' résul te des d e u x s y m é t r i e s 

success ives par rapport à A e t par rapport au mi l i eu de l'arc de géodés ique A A'. 

Si la s y m é t r i e est une transformat ion i sométr ique , le transport parallèle conserve 

la métr ique e t par sui te la courbure; la réciproque se d é m o n t r e fac i lement . 

U n espace r i emannien s y m é t r i q u e a d m e t u n groupe transit i f de d é p l a c e m e n t s 

rigides. Si en effet A e t B sont d e u x p o i n t s que l conques , su f f i samment vo is ins , le 

produit des symétr ie s par rapport à A e t a u mi l i eu de l'arc de géodés ique A B e s t 

une i sométr ie qui a m è n e A en B; c o m m e elle fa i t part ie d'une famil le c o n t i n u e 

d' i sométr ies c o m p r e n a n t l ' isométrie ident ique , c'est u n d é p l a c e m e n t p r o p r e m e n t 

d i t . E l le fait part ie d u p lus grand groupe G de d é p l a c e m e n t s de l 'espace. N o u s 

supposerons que G e s t u n groupe de Lie engendré par des trans format ions infini­

t é s imales . L'espace es t donc u n espace de Klein de groupe G. N o u s appel lerons groupe 

d' isotropie e n A e t n o u s dés ignerons par gA le sous-groupe de G qui laisse f ixe le 

po int A, o u p l u t ô t la part ie c o n n e x e d e ce sous-groupe qui c o n t i e n t la transfor­

m a t i o n ident ique . 
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I I 

Les symétr ie s aA par rapport a u x différents po in t s de l 'espace jouissent d e s 

propriétés s u i v a n t e s : 

I o aA est une transformation involutive; 

2° oA admet le point A comme point invariant isolé ; 

3° aA transforme entre elles les opérations de G ; 

4° aA laisse invariante chacune des opérations de gA ; 

5° Les différentes symétries oA sont transformées entre elles par le groupe G. 

D a n s l 'énoncé précédent , la propriété de G d 'être u n groupe d e dép lacement» 

n ' interv ient pas . Gela permet d'étendre la not ion d'espace s y m é t r i q u e à des espaces 

d e K l e i n n o n riemanniens. I l suffit, pour que l 'espace so i t symétr ique , qu 'on puisse 

associer à u n seul po in t particulier 0 u n e transformat ion ott jouissant des quatre 

premières propriétés énoncées ; o n prendra alors pour aA la transformat ions aA = 

So0 S-1 t ransformée de o0 par l 'une que lconque S des transformat ions de G qui 

a m è n e n t O en A. 

L'espace eucl idien, l 'espace n o n eucl idien, l 'espace affine s o n t des espaces 

s y m é t r i q u e s , dont les d e u x premiers seuls sont r iemanniens . I l peut d u reste arriver 

q u ' u n e space d e Klein soit symétr ique d e plusieurs manières . 

On p e u t définir d a n s u n espace symétr ique , r i emannien ou non , une famille de 

l ignes , q u e nous appel lerons géodésiques, sur chacune desquel les on p e u t introduire 

une métr ique intr insèque. 

P a r t o n s de d e u x p o i n t s A0 e t Ax\ construisons le symétr ique A2 de A0 par rap­

port à Alt le symétr ique A3 de Ax par rapport à A2, e t ainsi de sui te; dans l'autre 

sens nous construisons de m ê m e le symétr ique A^¡ de A¡ par rapport à A0, e tc . 

Soit o{ la symétr ie par rapport à A{, e t T la transformat ion ax a0, qui appart ient 

à G. On démontre très fac i lement les re lat ions 

at = T<o0 = a0 T-\ oq = T"'" ap = ap Tv~q, oq ap = T"-". 

L a transformat ion T" fait passer d u point Ai au point Ai+2p; il e s t naturel d'appeler 

distance des d e u x po in t s ordonnés Ap, A , à un facteur cons tant près, le nombre q - p, 

e x p o s a n t de la puissance à laquel le il faut é lever T pour obtenir aq op. 

Si les po in t s A0 e t Ax sont suf f i samment rapprochés pour que T soit engendrée 

par une transformat ion inf inités imale de G, c e t t e transformat ion engendrera un 

groupe cont inu à u n paramètre Tt, t é t a n t le paramètre canonique choisi de manière 

qu'on a i t „ „ _ „ 
1 1 1 v — 1 t+t' 

Les transformat ions at = Tt o0 = a0 T_t seront alors des symétr ie s par rapport 

à des p o i n t s At formant une l igne cont inue , que nous appel lerons une géodésique de 

l 'espace, e t qui sera la géodésique de base du groupe Tt. N o u s donnerons à ces trans-
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f o r m a t i o n s T le n o m de transvections. O n v o i t fac i l ement qu 'une t ransvec t ion dont 

la géodés ique de b a s e passe par A e s t caractérisée par la propriété d'être transformée 

en son inverse par oA. P a r la t r a n s v e c t i o n Tt, la géodés ique d e base gl isse sur elle-

m ê m e , chaque p o i n t a v a n ç a n t d'une longueur k t (k = longueur f ixe) . 

L e s géodés iques d'un e space s y m é t r i q u e jouissent des d e u x propriétés s u i v a n t e s : 

1 0 Par deux points suffisamment rapprochés il en passe une et une seule ; 

2° Elles sont transformées entre elles par le groupe G de l'espace et par les différentes 

symétries aA. 

U n r a i s o n n e m e n t g é o m é t r i q u e e x t r ê m e m e n t s imple m o n t r e q u e ces d e u x pro­

priétés s o n t caractér is t iques , d e sorte q u e si l 'espace es t r i emannien e t si les sy ­

métr ies sont i sométr iques , ces l ignes n e s o n t autres que les géodés iques ordinaires . 

11 es t clair q u e les un i té s d e longueur, qui res tent arbitraires sur c h a q u e g é o d é ­

s ique , n e p e u v e n t p a s toujours être chois ies de manière à obtenir dans t o u t l 'espace 

une métr ique invar ian te par G. Cela e n part icul ier sera imposs ib le si, c o m m e dans 

l 'espace affine, il e x i s t e une transformat ion de G p e r m e t t a n t d 'amener e n co ïnc idence 

d e u x s e g m e n t s arbitraires d 'une m ê m e géodés ique . 

Mais , a v a n t d'arriver à caractériser, parmi les e spaces symétr iques , c e u x qui sont 

r i emanniens , v o y o n s c o m m e n t , le groupe G é t a n t d o n n é c o m m e groupe abstrai t , on 

peut construire les e spaces s y m é t r i q u e s correspondants . 

L a s y m é t r i e oA t ransforme entre el les les opérat ions d e G; elle le fait é v i d e m m e n t 

d e manière que S\ e t S'2 é t a n t les transformées de Si e t S2, la transformée d e Sx S2 

soi t S ' i S'2. A u t r e m e n t dit aA définit u n e automorphie involutive de Cr. 

R é c i p r o q u e m e n t so i t o0 u n e au tomorph ie i n v o l u t i v e de G. Considérons la famil le 

c o n t i n u e des au tomorph ie s i n v o l u t i v e s transformées d e <r0 par les différentes opé­

rat ions d e G1), e t l 'espace représentat i f de ces a u t o m o r p h i e s . I l e s t faci le de voir 

q u e c'est u n espace transformé t r a n s i t i v e m e n t par G, e t s y m é t r i q u e . L e groupe 

d' isotropie relatif au po in t 0 représentat i f d e l 'automorphie cr0 e s t formé des opé­

rat ions d e G invar iantes par cr0 (ou p l u t ô t d e la part ie c o n n e x e c o n t e n a n t l 'opérat ion 

ident ique) ; nous l 'appel lerons le sous-groupe caractéristique de l 'automorphie <r0. 

E n déf in i t ive la recherche des espaces symétriques de groupe donné G revient à celle 

des automorphies involutives de G. 

I I I 

R e v e n o n s m a i n t e n a n t a u x espaces s y m é t r i q u e s r iemanniens . Supposons , ce qui 

est une hypothèse essentielle pour la suite, q u e le ds2 de l 'espace so i t défini. L e groupe 

1 ) Si <70 fait correspondre à S l'opération S, la transformée de a(l par S 0 fera correspondre à S 
l'opération S 0 S 0 - l S S„ S„-l. 
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d'isotropie gA appart ient alors à u n e catégorie de groupes dont M. H. Weyl a montré 

l ' importance dans la théorie des représentat ions l inéaires des groupes; c'est un groupe 

clos, ce qu i signifie q u e t o u t ensemble infini d'opérations de gA a d m e t au moins un 

é l é m e n t d 'accumulat ion appartenant à gA. A u point de v u e de la structure, un 

groupe clos es t , au m o i n s inf in i tés imalement , le produit direct de groupes s imples et , 

é v e n t u e l l e m e n t , d e groupes à un paramètre , tous échangeables entre eux . 

R é c i p r o q u e m e n t so i t G un groupe abstrai t donné , e t o-„ une automorphie invo­

l u t i v e d o n t le sous-groupe caractérist ique g0 soit clos. On peut définir dans l 'espace 

s y m é t r i q u e correspondant une métr ique r iemannienne invar iante par G. E n effet 

so i t 0 le p o i n t représentat i f de o0. Le sous-groupe g0, considéré c o m m e opérant sur 

les v e c t e u r s d'origine O, e s t un groupe linéaire clos; d'après un théorème de M. H. 

Weyl, il laisse invar iante au m o i n s une forme quadrat ique définie pos i t ive , qui 

donnera par c o n v e n t i o n le carré de la longueur d'un vec teur , ou encore le carré de la 

d i s tance d u po in t 0 à t o u t po in t inf in iment vo is in . La métr ique ains i définie en 0 

s 'é tend, grâce a u x opérat ions de G, à l 'espace tout entier . On d é m o n t r e faci lement 

que la m é t r i q u e r i emannienne ainsi obtenue est invar iante par G e t aussi par la 

symétr i e cr0; el le concorde donc , sur chaque géodés ique , a v e c celle que le procédé des 

s y m é t r i e s success ives a v a i t permis d'y définir. I l peut arriver que le groupe linéaire 

c los g0 la isse invar iantes plusieurs formes quadrat iques définies; les géodésiques 

seront donc les m ê m e s pour ces différentes métr iques , e t sur chaque géodés ique le 

rapport des longueurs de d e u x s e g m e n t s donnés sera aussi le m ê m e . 

E n déf in i t ive , la dé terminat ion des espaces r iemanniens symétr iques est ramenée 

à cel le d e s groupes a d m e t t a n t une automorphie invo lu t ive à sous-groupe caracté­

r is t ique c los . 

On p e u t simplifier le problème. Si e n effet le groupe linéaire d'isotropie laisse in­

var iant u n é l é m e n t p lan , on démontre que l 'espace es t le produit topolog ique de deux 

espaces r i emanniens symétr iques : il est réductible. I l suffit de déterminer les espaces 

irréductibles. 

I V 

U n e m é t h o d e cons i s te à déterminer d irectement tous les groupes d'isotropie 

poss ib les par les procédés de la géométr i e r iemannienne . Les calculs sont fort longs . 

S ignalons c e p e n d a n t le résultat f ondamenta l su ivant : 

A un groupe d'isotropie donné correspondent, abstraction faite du choix arbitraire de 

l'unité de longueur, deux espaces riemanniens symétriques irréductibles, l'un ouvert à 

courbure riemannienne partout négative ou nulle, l'antre clos à courbure riemannienne 

partout positive ou nulle. 

U n e m é t h o d e b e a u c o u p plus rapide consis te à déterminer t o u s les groupes de 
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d é p l a c e m e n t s poss ib les . U n e a n a l y s e r e l a t i v e m e n t s i m p l e f o n d é e sur la théor ie d e la 

s t ruc ture des groupes m o n t r e q u e si l 'on fa i t abs trac t ion d e s e spaces euc l id iens o u 

l o c a l e m e n t euc l id iens , qui s o n t d u res te réduct ib le s p o u r n > 2 d imens ions , le g r o u p e 

G e s t simple o u se d é c o m p o s e e n d e u x groupes s imples c los i somorphes en tre e u x e t 

é c h a n g e a b l e s entre e u x . D e p l u s le groupe d' isotropie e s t u n sous-groupe c los m a x i ­

m u m d e G. 

D a n s le dernier cas ind iqué l'espace est l'espace représentatif des opérations d'un 

groupe simple clos. Si l 'on dés igne les opérat ions d u groupe par les s y m b o l e s Sa, S ç , . . , 

e d é p l a c e m e n t le p l u s général e s t d o n n é par la formule 

Sr = S. SÈ S?; 

l a s y m é t r i e p a r rapport au p o i n t Sa fa i t passer d e S¿ à Sa S^1 Sa. M. J. A. Schonten 

e t m o i a v o n s é tud ié c e t t e m é t r i q u e . 

A v a n t d ' examiner le c a s où le groupe des d é p l a c e m e n t s e s t s imple , r a p p e l o n s 

q u e l q u e s résu l ta t s d e la théor ie des groupes s imples . Ki l l ing e t m o i - m ê m e a v o n s 

d é t e r m i n é t o u t e s l e s s t ruc tures d e g r o u p e s s imples à paramètres complexes. U n tel 

groupe , d'ordre r, do i t , à notre p o i n t de v u e , ê tre cons idéré c o m m e é t a n t à 2 r para­

m è t r e s réels . Mais il e x i s t e d e s formes réelles de ce groupe , c 'est-à-dire des groupes à 

r paramètres réels t e l s q u e l 'on passe d e l 'un d 'eux au groupe t o t a l en regardant c e s 

p a r a m è t r e s c o m m e c o m p l e x e s , ce qui a u n sens , à cause de l 'ana ly t i c i t é de la loi d e 

c o m p o s i t i o n d u groupe . P a r m i ces formes réel les , il y e n a toujours une qui e s t c lose , 

d 'autres qui sont ouver te s . J e les ai d é t e r m i n é e s e n 1913 par u n e m é t h o d e d irec te 

c o n d u i s a n t m a l h e u r e u s e m e n t à de longs ca lculs , q u e la théor ie des e spaces s y m é ­

tr iques p e r m e t d 'év i ter d a n s une large mesure . N o u s dés ignerons par r le g r o u p e 

s imple à paramètres c o m p l e x e s , par Gu u n e forme réelle c lose , par G une forme réel le 

o u v e r t e . L e groupe r e s t l u i - m ê m e ouver t . 

Construisons d'abord u n espace r i emannien s y m é t r i q u e d e groupe J"; n o u s 

montrerons ensu i t e q u e c e t e space e s t un ique . Chois issons pour cela les p a r a m è t r e s 

d e r d e manière q u e les t rans format ions à paramètres t o u s réels e n g e n d r e n t l e 

groupe c los Gu. Ce groupe Gu e s t é v i d e m m e n t le sous -groupe caractér i s t ique d e 

l ' au tomorphie i n v o l u t i v e ou de P qui cons i s te à remplacer les paramètres de P par 

leurs c o m p l e x e s conjugués . L 'espace s y m é t r i q u e correspondant , q u e nous appe l lerons 

Er, e s t le l ieu des différents transformés d e Gu par les t rans format ions de P ; il e s t à 

r d i m e n s i o n s . On m o n t r e très s i m p l e m e n t que par d e u x p o i n t s de ce t e space il pa s s e 

une géodés ique e t u n e seule , e t que les géodés iques i s sues d'un p o i n t rempl i s sent t o u t 

l ' espace , qui e s t ainsi h o m é o m o r p h e à l 'espace euc l id ien . 

M o n t r o n s m a i n t e n e n t qu'i l n 'y a p a s d'autre e space r i emannien s y m é t r i q u e d e 

groupe P . Il nous suffira pour cela de démontrer que t o u t sous-groupe c los g d e P e s t 

so i t Gu, so i t le t rans formé de Gu par u n e opérat ion de J 1, so i t u n sous-groupe d e s 
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p r é c é d e n t s . E n effet le groupe g e s t un groupe de dép lacements de l 'espace Ev; 

a p p l i q u o n s ses différentes opérat ions à u n po in t donné de l 'espace; le l ieu des trans­

formés sera u n e var ié té fermée V invar iante par g. Or, j 'a i démontré q u e dans t o u t 

e s p a c e r i emannien s i m p l e m e n t c o n n e x e à courbure r iemannienne par tout néga t ive 

o u nul le il e x i s t e u n po in t e t un seul qui réalise le m i n i m u m de la s o m m e des carrés 

d e s d i s tances à u n e n s e m b l e de p o i n t s donnés . L a var ié té V, invar iante par g, a donc 

u n e espèce de centre, invar iant lui aussi par g; ce centre représente u n des groupes 

h o m o l o g u e s de Gu; le groupe g e s t d o n c ce groupe l u i - m ê m e ou un de ses sous-groupes . 

N o u s a v o n s ainsi , par d e s cons idérat ions géométr iques fa i tes dans l 'espace Er, dé­

m o n t r é : 

I o q u e les formes réelles closes de r forment une seule famille continue ; 

2° q u e tout espace riemannien, autre que Ev, admettant r pour groupe des deface­

ments, a un nombre de dimensions supérieur à celui de Er et n'est pas symétrique. 

O n p e u t donner à l 'espace Er le n o m A'espace riemannien fondamental de la 

géométrie de groupe T: c'est a ins i que l 'espace de Lobatchefsky e s t l 'espace r ieman­

n i e n f o n d a m e n t a l d e la géométr ie project ive d e la droite c o m p l e x e . 

V. 

A v a n t de passer a u x espaces r i emanniens s y m é t r i q u e s dont le groupe des dépla­

c e m e n t s e s t u n groupe s imple à paramètres réels , occupons -nous d e la détermina­

t i o n des formes réel les ouver te s d e r. Si G e s t une te l le forme, on p e u t , c o m m e on 

l'a fait t o u t à l 'heure pour G, lui associer une automorphie invo lu t ive o de T 

d o n t G so i t le sous-groupe caractér is t ique . Il existe au moins une forme réelle close 

invariante par a. E n effet , dans l 'espace Er, o définit une isométr ie invo lu t ive ; 

si A e t A ' s o n t d e u x p o i n t s qui se correspondent dans ce t t e i sométr ie , a laisse in­

var iante la géodés ique AA'; fa i sant passer de A à A' e t de A' à A, elle laisse in­

var iant le mi l ieu C de AA', e t par su i te la forme réelle c lose G„ que ce po int C re­

présente . A j o u t o n s , pour ne pas interrompre notre ra i sonnement géométr ique , que 

si a la isse invar iant s d e u x po in t s C e t C de Er, il laisse invar iant s t o u s les po in t s 

d e la géodés ique qui les jo int , de sorte que le lieu des points invariants par a est une 

variété connexe totalement géodésique Y. 

R e v e n o n s au groupe clos Gu invar iant par a; l 'automorphie invo lu t ive o de T 

induit sur Gu une a u t o m o r p h i e i n v o l u t i v e d o n t la connaissance , c o m m e on le vo i t 

fac i l ement , entra îne i n v e r s e m e n t cel le de a. P a r sui te la détermination des formes 

réelles ouvertes de r revient à la recherche des automorphies involutives d'une forme 

réelle close particulière Gu. On es t ainsi condui t à une m é t h o d e très s imple , la s tructure 

d 'un groupe clos, e t par su i te la recherche d e ses automorphies i n v o l u t i v e s , présen­

t a n t b e a u c o u p moins de compl i ca t ions que pour un groupe ouver t . 

157 
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R e v e n o n s m a i n t e n a n t d a n s notre e s p a c e Ev, e t cons idérons la var ié té t o t a l e m e n t 

g é o d é s i q u e V l ieu d e s p o i n t s i n v a r i a n t s par a. C'est é v i d e m m e n t u n e s p a c e r i eman­

n ien s y m é t r i q u e o u v e r t , h o m é o m o r p h e à l 'espace euc l id ien , e t le groupe G le t rans ­

forme i s o m é t r i q u e m e n t : c 'est donc u n espace r i e m a n n i e n s y m é t r i q u e a d m e t t a n t G 

p o u r groupe d e s d é p l a c e m e n t s . U n r a i s o n n e m e n t i d e n t i q u e à celui qui a é t é fa i t 

pour Er m o n t r e q u e c'est le seul . N o u s arr ivons donc a u t h é o r è m e général s u i v a n t : 

Il existe une forme riemannienne symétrique et une seule de la géométrie basée sur 

un groupe simple ouvert. 

O n v o i t d e p lus q u e l'espace riemannien fondamental du groupe ouvert G est 

réalisable comme variété totalement géodésique de l'espace riemannien fondamental du 

groupe à paramètres complexes r. 

E n f i n l 'espace Er fournit aussi u n e in terpré ta t ion g é o m é t r i q u e des e spaces 

r i emanniens s y m é t r i q u e s a d m e t t a n t le groupe clos Gu c o m m e groupe des dép lace ­

m e n t s . I c i il y e n a plus ieurs , a u t a n t q u e d e formes réel les o u v e r t e s de J 1 . Si G e s t 

l 'une de ces formes , F i a v a r i é t é t o t a l e m e n t géodés ique qu i la représente , cons idérons 

t o u t e s les var ié té s , t rans formées de V par J 1 , qui p a s s e n t par -un m ê m e p o i n t f ixe 0. 

L e groupe Gu des ro ta t ions de Er a u t o u r d e 0 t ransforme entre e l les ces dif férentes 

var ié tés , qui p e u v e n t être regardées c o m m e les é l é m e n t s o u p o i n t s d 'un espace 

r i emannien s y m é t r i q u e c los d e groupe Gu. D e sorte q u ' e n dernière ana lyse la déter­

mination des espaces symétriques irréductibles revient à celle des groupes simples et de 

leurs formes réelles. 

D a n s m e s , ,Leçons sur la g é o m é t r i e pro jec t ive c o m p l e x e " , j 'a i d é v e l o p p é , d a n s 

le cas où r e s t le groupe projectif c o m p l e x e à trois d i m e n s i o n s , t o u s les a s p e c t s d e 

la théor ie q u e je v i ens d'esquisser; e l le c o n d u i t à des aperçus g é o m é t r i q u e s n o u v e a u x , 

sur l e sque l s je n'ai p a s le t e m p s d' insister. 

V I . 

J e t e r m i n e c e t t e Conférence e n i n d i q u a n t r a p i d e m e n t q u e l q u e s app l i ca t ions . 

D a n s la théor ie des f o n c t i o n s a u t o m o r p h e s e t d a n s la théor ie a r i t h m é t i q u e des 

formes , i n t e r v i e n n e n t des groupes p r o p r e m e n t d i s c o n t i n u s (au sens abstra i t d u m o t ) 

qui s o n t presque t o u s des sous -groupes de groupes s imples ouverts G. U n t e l groupe , 

t o u t en é t a n t p r o p r e m e n t d i scont inu in abstracto, p e u t opérer d'une manière i m ­

p r o p r e m e n t d i s cont inue sur l 'espace d a n s lequel o n le cons idère; ma i s il e s t cer ta in 

qu'i l opérera d'une manière p r o p r e m e n t d i s cont inue sur l 'espace r i e m a n n i e n fon­

d a m e n t a l du groupe ouver t G d o n t le g r o u p e considéré e s t u n sous-groupe . L'existence 

de cet espace riemannien domine donc les théories auxquelles je fais allusion, e t ce n'est 

p a s s i m p l e m e n t par u n hasard h e u r e u x q u e Po incaré a p u se servir d u p l a n n o n e u ­

cl idien p o u r édifier la théor ie d e s fonc t ions fuchs iennes . On n e sera p a s é t o n n é d'après 
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ce la d'apprendre q u e l 'espace r iemannien fondamenta l d e la géométr ie project ive 

réel le e s t l 'espace des formes quadrat iques définies pos i t ives , e t q u e celui d e la 

géométr i e project ive c o m p l e x e e s t l 'espace des formes d 'Hermite définies pos i t ives . 

J e dois a jouter que dans s o n , , I n t r o d u z i o n e al la Teoria dei gruppi d iscont inui e del le 

funzioni automorfe" , M. Fubini a v a i t déjà indiqué plusieurs des métr iques rieman-

n iennes fournies par les espaces symétr iques . 

V I I . 

C'est sur tout l 'Analys is s i tus qui e s t intéressé par les espaces symétr iques c los , 

car i ls fournissent u n e classe impor tante de var ié tés d o n t on peut pousser assez loin 

l ' é tude topo log ique . 

E n ce qui concerne leurs géodés iques , il en passe au m o i n s une par deux po in t s 

donnés . P o u r avoir des résul tats p l u s précis , il faut introduire le rang X de l 'espace : 

c 'est le n o m b r e m a x i m u m des transvec t ions inf ini tés imales échangeables entre 

e l les d o n t les géodés iques de base pas sent par un po in t d o n n é ; ces géodés iques for­

m e n t u n e var ié té fermée à courbure nul le , analogue t o p o l o g i q u e m e n t à un tore 

général isé . U n e géodés ique générique es t contenue dans une de ces var ié tés e t une 

seule , e t el le passe inf in iment près de t o u s les po ints d e ce t t e variété . Si A > 1, par 

d e u x p o i n t s il passe u n e infinité d e géodés iques; si X = 1, il e n passe une e t en 

général u n e seule , qui es t fermée. 

D ' u n autre p o i n t de v u e , o n p e u t obtenir les nombres de B e t t i d e l 'espace par 

u n e m é t h o d e p u r e m e n t algébrique n e fa isant intervenir que les propriétés infini­

t é s imales de l 'espace. Cet te m é t h o d e repose sur des théorèmes relatifs a u x intégrales 

de différentiel le e x a c t e d'une var ié té close, d o n t la démonstrat ion es t due à M. G. de 

R h a m . E l l e rev ient à la dé terminat ion de certains invar iants rat ionnels ent iers d u 

groupe l inéaire d' isotropie; chacun d'eux donne naissance à une intégrale mult ip le , qui 

es t a u t o m a t i q u e m e n t u n e intégrale de différentielle e x a c t e ; le nombre des intégrales 

i n d é p e n d a n t e s de degré donné est égal au nombre de B e t t i correspondant de l 'espace. 

U n cas part icul ièrement intéressant est celui où le groupe d' isotropie cont ient une 

t rans format ion inf inités imale échangeable avec t o u t e s les autres . L'espace peut 

alors être regardé c o m m e analytique complexe. On o b t i e n t ainsi 

l 'espace projectif complexe ; 

l 'espace des variétés planes à p d imens ions de l 'espace projectif c o m p l e x e à 

p + q d imens ions ; 

la quadr ique c o m p l e x e non dégénérée; 

l 'espace des var ié tés planes à p d imens ions génératr ices de la quadrique c o m p l e x e 

k 2 p d imens ions ; 

l 'espace des variétés planes à p d imens ions qui appart iennent à un c o m p l e x e 

l inéaire non dégénéré de l 'espace à 2 p - f 1 d imens ions ; 
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enf in d e u x e s p a c e s représentables par d e u x v a r i é t é s a lgébr iques , l 'une, à 16 di­

m e n s i o n s , d u 7 8 e degré , p l o n g é e d a n s l 'espace à 26 d i m e n s i o n s ; l 'autre , à 27 d i m e n ­

s i o n s , d u 1 3 1 1 0 e degré , p l o n g é e d a n s l 'espace à 55 d i m e n s i o n s . 

D a n s t o u s ces e spaces les n o m b r e s d e Betti d'ordre impair s o n t nuls , c e u x d'ordre 

pa ir s o n t posi t i fs e t é g a u x a u n o m b r e d e certa ines représenta t ions l inéaires d i s t inc te s 

d ' u n cer ta in groupe l ié a u g r o u p e d' isotropie . Enf in il e x i s t e pour l e s h o m o l o g i e s sans 

d i v i s i o n u n e b a s e formée d e var i é t é s a lgébr iques . O n p e u t ainsi re trouver , m a i s a v e c 

u n e p l u s grande por tée , pour l e s d e u x premiers e spaces ind iqués , des ré su l ta t s qui 

o n t fa i t l 'objet d e n o m b r e u x t r a v a u x r e m o n t a n t à Schubert. 

E n ce qui concerne les autres e spaces c los , c e u x d o n t le g r o u p e d' isotropie e s t 

s i m p l e o u semi - s imple , il y aurai t h e u d'appl iquer la m é t h o d e ind iquée . E n part i ­

cul ier p o u r les e spaces représentat i f s des groupes s i m p l e s c los , o n sa i t q u e les d e u x 

premiers n o m b r e s d e Betti s o n t nu l s , m a i s q u e le t ro i s i ème n e l 'es t p a s ; u n résu l ta t 

in téres sant , m a i s i so lé , e s t q u e la s o m m e d e s n o m b r e s d e Betti d e l 'espace e s t éga le 

à 2?, où l dés igne l e rang d u groupe . I l y a u r a i t i n t é r ê t à é tud ier d e p lus près c e t t e 

q u e s t i o n , d ' a u t a n t p l u s i m p o r t a n t e q u e la v a r i é t é d 'un groupe q u e l c o n q u e , a u m o i n s 

s o u s sa forme s i m p l e m e n t c o n n e x e ( c y c l e s à ' u n e d i m e n s i o n réduct ib les à u n p o i n t ) , 

e s t le produ i t t o p o l o g i q u e d 'un e s p a c e euc l id ien e t d 'un o u plus ieurs e s p a c e s d e 

g r o u p e s s imples c los . 

E n f i n , d a n s u n ordre d' idées u n p e u différent, t o u t e space r i emannien s y m é t r i q u e 

c los a d m e t u n e su i t e inf inie d e réal i sat ions par d e s var ié té s s a n s s ingular i té d 'un 

e s p a c e euc l id ien , l es t rans format ions d u groupe G d e l ' espace r i e m a n n i e n se t radui ­

s a n t , sur c e s var i é t é s , par d e s ro ta t ions a u t o u r d 'un p o i n t fixe de t o u t l 'espace 

euc l id ien a m b i a n t (exemple la sphère) . Chaque représenta t ion e s t assoc iée à u n e 

suite de fonctions fondamentales d e l ' e space : c 'est u n e su i t e d 'un n o m b r e fini d e 

fonc t ions c o n t i n u e s sub i s sant u n e s u b s t i t u t i o n l inéaire par t o u t e opéra t ion d u 

g r o u p e d e l 'espace . L ' e n s e m b l e des fonc t ions d e t o u t e s ces su i t e s , q u ' o n p e u t ob ten ir 

par v o i e a lgébrique , c o n s t i t u e u n s y s t è m e or thogona l c o m p l e t d e fonc t ions , e n ce 

s e n s q u e t o u t e fonc t ion c o n t i n u e qui leur e s t or thogona le e s t i d e n t i q u e m e n t nu l l e . 

L a c o n t i n u i t é des fonc t ions d 'une su i t e f o n d a m e n t a l e n 'es t m ê m e p a s nécessa ire 

à supposer; il suffit qu'e l les so i en t bornées , leur c o n t i n u i t é e n d é c o u l e : c 'est là u n 

t h é o r è m e e x t r ê m e m e n t r e m a r q u a b l e d o n t l a d é m o n s t r a t i o n fa i t e n part i e appe l à la 

théor ie g é o m é t r i q u e des e s p a c e s s y m é t r i q u e s . 

J ' e s p è r e v o u s avo ir m o n t r é su f f i samment c o m m e n t , dans la théor ie des e spaces 

s y m é t r i q u e s , les di f férentes branches des M a t h é m a t i q u e s que j ' e n u m e r á i s a u d é b u t 

d e c e t t e Conférence se p r ê t e n t u n m u t u e l appui , s 'ée lairant l 'une l 'autre; c 'est à 

ce t i t re qu'el le m ' a paru n e p a s ê tre ind igne d 'ê tre e x p o s é e d e v a n t v o u s . 
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Operationsbereiche von Funktionen 

Von Ludwig Bieberbach, Berlin 

D i e K o n g r e s s l e i t u n g h a t m i c h zu e i n e m Vortrag a u s m e i n e n Arbe i t sgeb ie ten auf­
gefordert . D a m u s s i ch v o n vornehere in b e t o n e n , dass ich wesent l i ch m e h r v o n 
Ergebn i s sen anderer als v o n e igenen R e s u l t a t e n sprechen werde . E s g i b t aber ver­
sch iedene Gründe, d ie mir m e i n T h e m a für diese Gelegenhei t a ls gee ignet erscheinen 
lassen. D e n n e inmal werde ich n e b e n den fert igen Ergebn i s sen zahlreiche unge lös te 
P r o b l e m e herauszuste l len h a b e n . Ferner greifen die F r a g e n , die wir z u berühren 
h a b e n , in sov ie le versch iedene m a t h e m a t i s c h e Gebie te e in , dass s c h o n desha lb dieser 
Vortrag e iner a l lgemeinen S i t z u n g angehören m u s s . U n d endl ich s ind an d e n fert igen 
Ergebni s sen M a t h e m a t i k e r so vie ler N a t i o n e n bete i l ig t , dass fas t jeder v o n u n s 
diesen Vortrag h a l t e n k ö n n t e , o h n e befürchten z u m ü s s e n , dass d ie e igene N a t i o n 
dabei n i cht z u W o r t e k o m m t . 

D o c h n u n zur Sache . 
W i r beg innen m i t folgender F r a g e : Gegeben e ine Menge v o n F u n k t i o n e n - B e ­

reich B, w i e wir s a g e n wo l l en - u n d e ine Menge 0 v o n Operat ionen. Man w e n d e die 
Operat ionen v o n O auf B an . W a s läss t s ich über den e n t s t e h e n d e n , h ins icht l ich O 
gesch lossenen Operat ionsbere ich B (O) aussagen ? O soll dabe i s t e t s e ine gewisse 
g le ich z u er läuternde gruppenar t ige E igenscha f t bes i t zen . 

Z. B . : B bes tehe aus der e inen F u n k t i o n x. 0 b e s t e h e aus d e n Operat ionen, die 
s ich erzeugen lassen aus 

1. ra t iona len F u n k t i o n e n v o n bel iebig v ie l en Var iablen; 
2. p - t e n Wurze ln , p = 2, 3 

O i s t somi t e ine Menge v o n Operat ionen, die s ich v o n einer Gruppe ähnl ich w i e die 
B r a n d t s c h e n Gruppoide dadurch untersche idet , dass n i cht jede Operat ion m i t jeder 
anderen z u s a m m e n g e s e t z t w e r d e n k a n n . Z u m U n t e r s c h i e d v o n d e n Gruppoiden 
B r a n d t s k ö n n e n aber mehrere Operat ionen e ine n e u e Operat ion als P r o d u k t h a b e n , 
ohne dass die F a k t o r e n paarweise z u s a m m e n s e t z b a r s ind . D i e Menge O i s t in d e m 
Sinne abgeschlossen , dass s ie al le m ö g l i c h e n Z u s a m m e n s e t z u n g e n ihrer E l e m e n t e 
e n t h ä l t . D i e Operat ionen einer so lchen Menge 0, w e r d e n d a n n auf die F u n k t i o n e n 
v o n B a n g e w a n d t . I n unserem Beispie l erhäl t m a n so als Bere ich B (O) die Menge 
der durch Wurze lze ichen darste l lbaren a lgebraischen F u n k t i o n e n einer Var iablen . E s 
l iegt im Gefolge 1 ) des A b e l s c h e n Satzes über die Gle ichung fünf ten Grades , dass 

*) Der Abelsche Satz enthält unmittelbar nur eine entsprechende Aussage über algebraische Funk­
tionen von 4 oder 5 Variablen. 
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der Bere ich 3t aller a lgebraischen F u n k t i o n e n einer Variablen umfassender i s t : 

3t ) B (rat, ] / ~ ) 

U n d dies ist e ine Aussage über B (0). 

Ers t neuerdings h a t F . R i t t e inen Überbl ick über alle durch Wurze lze ichen dar­

s te l lbaren a lgebraischen F u n k t i o n e n einer Var iablen z u gewinnen gesucht . D ie 

v o m Geschlecht N u l l h a t er alle aufgestel l t . B e i höherem Geschlecht u n d bei Pr im­

zahlordnung h a t er e in Verfahren angegeben, das die Aufste l lung aller ermögl icht . 

Z. B . erg ibt s ich, dass bei g e g e b e n e m Geschlecht d a n n e ine obere Schranke für die 

Ordnung bes teht . 

A n die Abelsche E n t d e c k u n g haben s ich zwei Forschungsr ichtungen ange­

schlossen, d ie Galoische Theorie u n d die weniger b e k a n n t e Theorie der e lementaren 

F u n k t i o n e n Liouv i l l e s 2 ) . 

L iouvi l l e l ehnt s ich in Frages te l lung und Methode b e w u s s t an Abe l an . Z. B . B sei 

wieder v o n x al lein gebi ldet . 0 werde erzeugt durch 

1. a lgebraische F u n k t i o n e n v o n beliebig v ie l en Var iab len: et; 

2. e -Funkt ion; 

3 . Logar i thmus . 

B (a, e, log) he iss t Bere ich der e l ementaren F u n k t i o n e n . 

Ganz i m Sinne des Abe l schen Satzes l iegt es , w e n n Liouvil le festste l l t , dass die 

H i n z u n a h m e der Operat ion J, d. i. „Integral v o n " d e n Bereich der e lementaren 

— d x n i cht e l ementar ist . 
x 

D e r N a c h w e i s beruht auf e i n e m al lgemeinen Satz , der im einfachsten Fall so 

laute t : 

P (x, ex, log x) sei e ine algebraische F u n k t i o n v o n x, ex, log x. Dafür dass 

j P (x, ex, log x)d x 

e lementar i s t , i s t n o t w e n d i g (und hinreichend) , dass es eine Anzah l algebraischer 

F u n k t i o n e n Ui (x, ex, log x) und eine Anzahl v o n K o n s t a n t e n at g ibt , derart, dass 

j P (x, ex, log x) dx = U0 + e ai log U¡ 

ist . 

D e r B e w e i s dieses Satzes beruht auf e inem a l lgemeinen Pr inz ip: Man tei le die 

e l ementaren F u n k t i o n e n nach ihrer H ö h e e i n : H ö h e O: algebraische F u n k t i o n e n ; 

H ö h e 1 : a lg (x, e"^, log alg) , sowei t sie nicht F u n k t i o n e n der H ö h e Nul l gleich s ind 3 ) : 

2 ) Soweit, ich sehe ist Liouville fast der einzige unter den grossen französischen Mathematikern, 
der bisher weder einer Quart- noch einer Oktavausgabe seiner Werke gewürdigt wurde. 

3 ) Dass es Funktionen jeder Höhe gibt, hat Liouville gezeigt. 
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H ö h e 2 : a lg (x, c*°, l og h0, hv e A l , log hj), sowe i t sie n i c h t F u n k t i o n e n der H ö h e 0 

oder l g le ich s ind u s w . 

H a t m a n d a n n e ine F u n k t i o n hn der H ö h e n so geschr ieben, dass z w i s c h e n d e n 

darin v o r k o m m e n d e n „ M o n o m e n " e x p (h,,^), log (h,,^) ke ine a lgebraische R e l a t i o n 

mehr b e s t e h t u n d f indet m a n i m Laufe der B e t r a c h t u n g doch so lch e ine R e l a t i o n , 

s o i s t d iese lbe ident i sch erfüllt , a u c h d a n n , w e n n m a n die betref fenden M o n o m e 

durch u n a b h ä n g i g e Variable ersetzt . 

D i e Operat ion J h e b t s ich hier deut l i ch v o n der Operat ion D — A b l e i t u n g v o n — 

a b . D e n n diese l e tz tere erwei tert d e n Bere i ch der e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n n icht . 

E s h e g t nahe , die Operat ion U — B i l d u n g der U m k e h r u n g s f u n k t i o n - zu 

be trachten . D i e M e t h o d e n Liouvi l les lehren, dass z. B . d i e U m k e h r u n g s f u n k t i o n v o n 

y = x -\- ex n i cht e l ementar i s t : 

B (x, alg, e, log , ü) ) B (x, alg, e, log) . 

J a es g i l t sogar : 

B (x, alg, e, log , Î7) ) B (x, alg, e, log , J). 

D i e s h ä n g t d a m i t z u s a m m e n , dass die U m k e h r u n g s f u n k t i o n v o n y —- x -f- ex e iner 
e l ementaren Dif ferent ia lg le ichung 

1 
X' = Ï+? 

g e n ü g t , die durch Quadraturen n i c h t lösbar ist . 

Beze i chne t m a n mi t A die Operat ion der Auf lösung bel iebiger a lgebraischer 

Dif ferent ia lg le ichungen, so ist n a c h L iou vi l le sogar 

B (x, A)) B (x, alg, e, J). 

Insbesondere ist die R icca t i s che Dif ferent ia lg le ichung 

y' + y2 = p (x) 

bei a lgebraischem P (x) nur d a n n durch Quadraturen lösbar, w e n n sie e in algebrai­

sches Integra l bes i tz t , w a s z . B . bei 

y' + y2 = x2 

nicht der Fa l l ist . 

W e g e n der M e t h o d e n gi lt das o b e n schon Gesagte , m i t d e m Zusatz , dass es R i t t 

ge lungen is t , durch H e r a n z i e h u n g funkt ionentheore t i scher E r w ä g u n g e n d e n B e w e i s ­

gang z. B . für den Satz über die R icca t i s che Di f ferent ia lg le ichung erhebl ich a b ­

zukürzen . 

R i t t h a t a u c h ge legent l i ch a u f ' d e n le icht ers icht l ichen U m s t a n d a u f m e r k s a m 

g e m a c h t , dass die e l ementaren F u n k t i o n e n auf fas t a l len Wiegen fortsetzbar s ind, 

d. h. dass es in bel iebiger N ä h e e ines j e d e n W e g e s andere g ib t , auf d e n e n die F o r t -
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s e t zung mög l i ch ist . D a h e r k o m m e n bei e l ementaren F u n k t i o n e n natürl iche Grenzen 

n i c h t vor u n d somi t l euchte t e in, dass z . B . die a u t o m o r p h e el l ipt ische Modulfunkt ion 

n icht e l ementar ist . 

F r a g t m a n aber z . B . , ob bei d e n U m k e h r u n g s f u n k t i o n e n der e l ementaren F u n k ­

t i o n e n oder a l lgemeiner bei d e m Bereich 

B (x, alg, e, U) 

natür l iche Grenzen v o r k o m m e n , so s teht m a n bereits vor einer unge lös ten Frage , 

die e n g m i t einer genaueren U n t e r s u c h u n g der Singular i täten e lementarer F u n k ­

t i o n e n z u s a m m e n h ä n g t . 

Man k a n n den Begriff der e lementaren F u n k t i o n dadurch e inschränken, dass 

m a n n u r a lgebraische F u n k t i o n e n einer Variablen in der Menge O zulässt . D a n n i s t 

ev ident , dass dieser Bere ich durch H i n z u n a h m e der Operat ion U n i cht erweitert 

wird . R i t t h a t darüber h inaus geze igt , dass er ident i sch ist mi t der Menge aller ele­

m e n t a r e n F u n k t i o n e n m i t e lementarer U m k e h r u n g . 

S t a t t der Operat ion U k a n n m a n die al lgemeinere Operat ion U, d. i. Auflösung 

e iner e l ementaren Gle ichung heranziehen. So h a t R i t t gezeigt , dass das Integral 

einer e l ementaren F u n k t i o n nur d a n n einer e l ementaren Gle ichung genügen kann, 

w e n n e s einer e l ementaren F u n k t i o n gleich i s t . D a s bedeute t also, dass der Inte-

grat ionsprozess in e inmal iger A n w e n d u n g für die Auf lösung e lementarer Gleichungen 

m i t n i c h t e lementarer Lösung , a lso auch für die B i ldung der nichte lementaren 

U m k e h r f u n k t i o n wert los ist . Offen i s t die Frage , ob vie l le icht sogar 

B (x, a, e, U) . B (x, a, e, J) = B (x, a, e, log) 

i s t . D a g e g e n gi l t , w i e le icht zu sehen 

B (ar, alg, e, A) ) B (ar, a lg , e, U), 

so dass m a n also die U m k e h r u n g e lementarer F u n k t i o n e n s t e t s auf die Lösung alge­

braischer Dif ferent ia lg le ichungen reduzieren k a n n . A u c h lässt sich zeigen, dass 

B (ar, alg, e, A) ) B (ar, alg, e £7) . 

Interesse verdient , aber in diesem Z u s a m m e n h a n g der R i t t s c h e Satz , dass jede Lö­

s u n g einer e l ementaren Differentialgle ichung 

w" = / (z) . w, 

die einer e l ementaren Gleichung F (io, z) — 0 genügt , se lbst e l ementar ist . 

D i e Operat ion „e indeut ige F u n k t i o n v o n " wird in d i e sem Vortrag noch mehrfach 

e ine R o l l e spielen. D a m i t hängt die Frage nach den i m grossen e indeut igen e l emen­

taren F u n k t i o n e n z u s a m m e n . E s ist klar, dass 

B (ar, rat , e) 

aus lauter e indeut igen e l ementaren F u n k t i o n e n bes teht . Sol l ten darin alle e indeuti -
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g e n e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n e n t h a l t e n se in? Oder w i e k a n n m a n diese charak­
teris ieren? D i e F r a g e sche int unge lös t . 

Man h a t s ich d ie Frage vorge l eg t , o b der Bere ich 

B (x,A) 

alle a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n e iner Var iablen u m f a s s t , d. h. o b es ana ly t i s che 
F u n k t i o n e n einer Var iab len g ib t , die keiner a lgebra i schen Dif ferent ia lg le ichung 
g e n ü g e n . 

D e r Hö ldersche Sa tz über d ie G a m m a f u n k t i o n l iefert e in Be isp ie l e iner so lchen 
a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n . Ostrowski h a t dafür e inen B e w e i s gegeben , der fast n o c h 
e infacher is t , a ls der R i t t s c h e b losse E x i s t e n z b e w e i s für so lche h o c h t r a n s z e n d e n t e 
F u n k t i o n e n . 

S c h o t t k y h a t 1922 eine andere K l a s s e v o n F u n k t i o n e n angegeben , die ke iner 
a lgebraischen Dif ferent ia lg le ichung g e n ü g e n . S u c h t m a n n ä m l i c h e inen v o n K e g e l ­
s c h n i t t b o g e n begrenz ten p o l y g o n a l e n Bere ich k o n f o r m auf e ine Kre i s sche ibe abzu­
bi lden, so k a n n die A b b i l d u n g s f u n k t i o n n i c h t i m m e r e iner a lgebraischen Differential ­
g le i chung g e n ü g e n . S c h o t t k y s Be isp ie l betrifft e in Sechseck , abwechse lnd begrenzt 
v o n Geraden u n d v o n H y p e r b e l b o g e n , w o b e i aber das D r e i e c k der Geraden 
u n d d a s Dre ieck der H y p e r b e l b o g e n n o c h g e w i s s e n Irra t iona l i tä t sbed ingungen 
g e n ü g t . D i e Frage , o b es überhaupt v o r k o m m e n k a n n , dass so lche A b b i l d u n g s ­
f u n k t i o n e n a lgebraischen Di f ferent ia lg le ichungen g e n ü g e n , s che in t mir n o c h offen, 
trotz der R e c h n u n g e n L i n d e m a n n s , die das Gegente i l bewe i sen so l len; d e n n diese 
werden d e m S c h o t t k y s c h e n Beisp ie l n icht gerecht . Z w a r h a t L i n d e m a n n die Frage , 
ob se ine Theorie überhaupt zu einer a lgebraischen Dif ferent ia lg le ichung für die 
Abbi ldungs funkt ion führt , n i c h t b e a n t w o r t e t . E s s che in t aber n a c h den Linde-
m a n n s c h e n R e c h n u n g e n so , als ob die A b b i l d u n g s f u n k t i o n e n einer Differential ­
g le i chung g e n ü g t e , deren l inke Se i te rat ional a b h ä n g t v o n den A b l e i t u n g e n der ge­
s u c h t e n F u n k t i o n u n d einer Hi l f s funkt ion , die se lber einer a lgebraischen Differen­
t ia lg le ichung g e n ü g t . D a s führt z u der Frage , ob al le F u n k t i o n e n aus B (x, alg, A) 
selber a lgebraischen Di f ferent ia lg le ichungen g e n ü g e n . 

D a s s dies der F a l l i s t , h a t aber Ostrowski bere i t s 1920 bewiesen . Der Bere ich 
B (x, a lg , A) ha t d e m n a c h die b e m e r k e n s w e r t e E igenschaf t , dass er nur e ine Trans­
zendenzs tufe ha t . D i e L ö s u n g e n v o n Di f ferent ia lg le ichungen, die a lgebraisch v o n 
der u n b e k a n n t e n F u n k t i o n , der u n a b h ä n g i g e n Var iab len , u n d v o n L ö s u n g e n anderer 
a lgebraischen Di f ferent ia lg le ichungen a b h ä n g e n , s ind selber L ö s u n g e n v o n alge­
bra ischen Dif ferent ia lg le ichungen. D i e s i s t n i c h t s chwer m i t körpertheoret i schen 
Mit te ln z u bewe i sen , aber es i s t e ine recht b e m e r k e n s w e r t e T a t s a c h e . S o m i t klafft 
e in Widerspruch zwi schen d e n Ü b e r l e g u n g e n S c h o t t k y s u n d d e n R e c h n u n g e n 
L i n d e m a n n s . — 
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Hilber t h a t darauf h ingewiesen , dass d ie R i e m a n n s c h e Zetafunkt ion keiner 
a lgebraischen Different ialgle ichung genügt . Ostrowski h a t eine ganze Klasse v o n 
Dir ich le t schen R e i h e n m i t dieser Eigenschaft angegeben , so z. B . d ie Re ihen 

A 
bei denen al le a n ^ o s ind. W e i t e r h a t Ostrowski gezeigt , dass m a n aus jeder P o t e n z ­
reihe durch Vorze ichenwechse l passender Glieder, andere R e i h e n m a c h e n kann , die 
keiner a lgebraischen Differentialgle ichung g e n ü g e n . Ferner i s t bekannt , dass 
Potenzre ihen m i t z u grossen Lücken keiner algebraischen Differentialgle ichung 
g e n ü g e n k ö n n e n usw. 

Wir e r w ä h n t e n o b e n schon, dass Liouvil le d ie Frage erörterte, w a n n 

y' + y* = P (x) 

m i t a lgebraischem P (x) e in algebraisches In tegra l bes i tz t . Er h a t sie für 

y' + , , 2 = 

restlos erledigt . A n diesen Fragenkreis h a b e n sich, m i t Liouvi l les Schülern Briot-
B o u q u e t b e g i n n e n d bis F u c h s , Schwarz, Poincaré , Pa in levé , Malmquist u. a. 
mancherle i Arbe i ten über algebraische u n d über e indeut ige Lösungen angeschlossen. 
Sie s te l len aber die Frage m e i s t n a c h d e m a l lgemeinen Integral u n d nicht nach ein­
ze lnen a lgebraischen oder e indeut igen Integra len und bleiben oft auch bei einer 
gewissen Hilfsfrage s tehen , näml ich der n a c h Different ialgle ichungen m i t festen 
Verzwe igungspunkten u n d fes ten U n b e s t i m m t h e i t s s t e l l e n der Lösungen , bei Fragen 
also, die ausserhalb unseres T h e m a s l iegen. 

Bisher h a b e n wir immer B u n d O als gegeben angesehen und nach Eigenschaften 
von B (0) gefragt . Man kann aber auch v o n 0 u n d B (O), d . h . e inem in bezug auf die 
Operat ionen O geschlossenen Bereiche a u s g e h e n u n d nach B fragen. Wir wol len B 
eine Bas i s v o n B (0) nennen , d. h. also e inen mögl ichst k le inen Teilbereich v o n 
B (0) suchen , aus d e m B (O) vermit te l s t 0 erzeugt werden kann, sozusagen also 
e inen Fundamenta lbere i ch der Operat ionenmenge Q. 

B e k a n n t und oft, w e n n auch nicht abschl iessend erörtert s ind solche F r a g e n in 
der Theorie der algebraischen u n d der a u t o m o r p h e n F u n k t i o n e n , sowie der Uni -
formisierung. Z. B . : Man be trachte t die Gesamthe i t der auf einer gegebenen Rie ­
m a n n s c h e n F läche i m grossen e indeut igen F u n k t i o n e n . Dieser Bereich B (0) ist 
geschlossen hinsicht l ich der Operat ionen „ im grossen e indeut ige ana lyt i sche F u n k ­
t ion v o n mehreren Variablen". E s lässt s ich zeigen, dass er e ine Basis v o n zwei 
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F u n k t i o n e n bes i t z t . Z. B . s ind ja b e k a n n t l i c h die auf e iner a lgebraischen R i e m a n n ­
s c h e n F l ä c h e e i n d e u t i g e n a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n sogar rat ionale F u n k t i o n e n zweier 
passender derse lben. E i n anderes Be i sp i e l : M a n b e t r a c h t e d ie auf einer g e g e b e n e n 
R i e m a n n s c h e n F l ä c h e i m k le inen e i n d e u t i g e n a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n . A u c h dieser 
B e r e i c h B (0) i s t gesch lossen h ins icht l i ch der Operat ion „ i m grossen e indeut ige 
a n a l y t i s c h e F u n k t i o n v o n mehreren Var iab len" . D i e Lehre v o n der Uni formis ierung 
ze igt , d a s s dieser B (O) e ine B a s i s v o n einer F u n k t i o n b e s i t z t 4 ) . 

D i e se , a u c h für d a s u n g e l ö s t e P r o b l e m der Uni formis ierung bei F u n k t i o n e n 
mehrerer Var iab len brauchbare F o r m u l i e r u n g r ü c k t dasse lbe n e b e n d e n Menger -
N ö b e l i n g s c h e n E i n b e t t u n g s s a t z . D ieser besag t , dass jeder w-dimensionale R a u m 
m i t e iner T e i l m e n g e d e s 2n - f 1-dimensionalen kar tes i schen R a u m e s h o m ö o m o r p h 
i s t . Man k a n n i h n aber durch fo lgende Formul i erung in Paral le le zur Uni iormis i erungs -
theor ie s te l l en . M a n be trachte al le in e i n e m w-dimens ionalen R a u m i m grossen e in ­
d e u t i g e n u n d s t e t i g e n F u n k t i o n e n . Dieser Bere ich B ( 0 ) i s t gesch lossen gegenüber 
d e n Operat ionen „ i m grossen e indeut ige s te t ige F u n k t i o n e n v o n mehreren Varia­
b l e n " . D e r Menger-Nöbe l ingsche Sa tz s a g t , d a s s er e ine B a s i s v o n h ö c h s t e n s 2 n - f 1 
F u n k t i o n e n bes i t z t . 

Z. B . m a n b e t r a c h t e e ine gesch lossene F l ä c h e des dre id imens ionalen R a u m e s . 
D i e drei R a u m k o o r d i n a t e n l iefern e ine Bas i s . U n d offenbar k a n n e s keine B a s i s v o n 
weniger a ls drei F u n k t i o n e n g e b e n , d a m a n e ine gesch lossene F l ä c h e nie u m k e h r b a r 
e indeut ig u n d s t e t ig auf e i n e n Tei lbere ich der kartes i schen E b e n e abbi lden k a n n . 

D e r Mengersche S a t z w ü r d e e ine B a s i s v o n fünf F u n k t i o n e n l iefern, w e n n m a n 
a u c h s a g e n k a n n , m a n brauche i h n bei d iesem Be i sp ie l n i c h t erst a n z u w e n d e n . 
Jedenfa l l s l iefert er n i c h t i m m e r d ie Minimal Ordnung der Bas i s u n d es i s t n o c h n icht 
bewiesen , dass die Zahl 2 M - f 1 die w a h r e Schranke i s t . 

E i n anderes Be i sp ie l : D i e pro jekt ive E b e n e . D e r Menger -Nöbe l ingsche S a t z lehrt , 
dass es e ine B a s i s v o n 5 F u n k t i o n e n g e b e n m u s s . I n der T a t : M a n b i lde die pro jek t ive 
E b e n e a b auf die P a a r e der d iametra len P u n k t e der E inhe i t skuge l d e s x, y, z - R a u m e s . 
x2, y2, z2, xy, xz, yz s ind 6 F u n k t i o n e n , die e ine B a s i s b i lden . W e g e n x2 + y2 - f z2 = 1 
g e n ü g e n aber 5 d a v o n . Gibt es e ine B a s i s v o n wen iger a ls 5 F u n k t i o n e n ? D a jede 
gesch lossene doppe lpunkt fre ie F l ä c h e des R3 orientierbar i s t , so i s t die Ordnung der 
B a s i s grösser a ls drei. A b e r v ier i s t e ine mögl i che Bas i sordnung . D e n n es g i b t i m i ? 4 

geschlossene doppe lpunkt fre ie n i cht orientierbare F l ä c h e n . E i n v o n Hi lber t in seiner 
Arbei t über die Gle ichung n e u n t e n Grades g e g e b e n e s Be i sp ie l i s t dieses : 

x1 = yz, x2=zx, x3=xy, xi = x2— y2, x2+y2 + z 2 = l 

*) Ob man stets eine jede andere Funktion mit Hilfe von im grossen eindeutigen Funktionen be­
kommen kann, ist eine offene Frage. Gezeigt wird in der Theorie nur, dass diese im grossen eindeutigen 
Funktionen eindeutig sind im Wertevorrat der einzusetzenden Funktionen. So muss man also auch den 
Begriff „im grossen eindeutig" bei der Definition von O verstehen. 
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sondere R o l l e spiel t . Zunächs t das Hi lbertsche Schachte lungsproblem. Man k a n n 

j ede F u n k t i o n v o n drei Var iablen durch Z u s a m m e n s e t z e n v o n F u n k t i o n e n v o n 

zwe i Var iab len herste l len. Hier bes teht a lso B u n d die erzeugende 

Operat ion v o n O i s t die F u n k t i o n v o n zwei Variablen . E n t h ä l t B (0) alle F u n k t i o n e n 

v o n drei Variablen? D a s ist der F a l l : E s sei z. B . / (xu x2, x3) in 0 ^ xt á 1 erklärt. 

I c h k o m m e zu einer Klasse v o n Problemen, bei denen die Variablenzahl e ine be-

M a n d e n k e s ich 0 x2 ^ 1, 0 ^ x3 g¡ 1 umkehrbar e indeut ig auf die Strecke 

O ^ i / ^ l abgeb i lde t u n d setze x = xv D a n n ist der Würfel umkehrbar e indeut ig 

auf das Quadrat 0 <x < l , 0 fgy <=\ abgebi ldet . E s sei xt = x, x2 = a (y), 
X3 = ß (y) d ie Abbi ldung . D a n n wird 

/ (xlt x2, x3) = f(x,a (y), ß(y)=F (x, y). 

E s sei x = xv y = <p (x2, x3) die Abbi ldung . D a n n ist 

F (xu <p (x2, x3) = f (x1; x2, x3) 

Hilber t h a t angegeben u n d in Vorlesungen vorgetragen, dass m a n nicht j ede ana­

ly t i s che F u n k t i o n v o n 3 Variablen aus ana ly t i s chen F u n k t i o n e n v o n 2 Variablen 

herste i len k a n n . I c h selber h a b e kürzlich geze ig t , dass m a n n icht jede stet ige F u n k ­

t ion v o n drei Variabein aus s t e t igen F u n k t i o n e n v o n 2 Variabein herstellen kann . 

D a s s ind leider z u n ä c h s t reine Ex i s t enzbewe i se . Man m ö c h t e wünschen , dass kon­

krete Be i sp ie le angegeben w ü r d e n und dass charakterist ische Eigenschaf ten der 

betr. F u n k t i o n e n ge funden w ü r d e n . Hi lbert h a t aber in diesem Z u s a m m e n h a n g ein 

anderes , v i e l tiefer l iegendes Prob lem h e r v o r g e h o b e n : K a n n m a n jede algebraische 

F u n k t i o n v o n drei Variablen a u s a lgebraischen F u n k t i o n e n von zwei Variablen her­

ste l len? D a s P r o b l e m ist noch ungelöst , w e n n auch Herr Tschebotaröw den ersten 

Schri t t zu seiner L ö s u n g ge funden hat . 

Mit d i e sem Prob lem, auf dessen Herkunf t aus der N o m o g r a p h i e m a n gerne zu 

verweisen pflegt , h ä n g t e ine F r a g e aus der klass ischen Theorie der geometrischen 

K o n s t r u k t i o n e n e n g z u s a m m e n . Bekannt l i ch k a n n m a n jedes Prob lem dri t ten oder 

v i er ten Grades m i t Zirkel u n d Lineal lösen, w e n n eine passende feste K u r v e , z. B . 

e in nichts ingulärer Kege l schn i t t geze ichnet vorheg t . A u c h Probleme 5. und 6. Grades 

k a n n m a n so lösen. D i e Richt igke i t der Hi lber t schen V e r m u t u n g würde aber be­

sagen, dass m a n schon die P r o b l e m e s iebten Grades n icht alle m i t Zirkel und Lineal 

u n d einer fes tgeze ichneten algebraischen K u r v e lösen kann . Gäbe es sogar alge­

braische F u n k t i o n e n s iebten Grades v o n drei Variablen, die s ich n icht aus s te t igen 

F u n k t i o n e n v o n zwei Variablen herstellen lassen, so wäre die Unmögl i chke i t der­

artiger geometr i scher Konstrukt ionsverfahren noch schlagender belegt . 

I n seiner Arbei t über die Gleichung n e u n t e n Grades ha t Hi lbert noch e in e t w a s 

anderes Prob lem geste l l t . Inwiewe i t kann m a n F u n k t i o n e n v o n zwei Variablen aus 
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F u n k t i o n e n v o n e iner Var iab len u n d der S u m m e n b i l d u n g als e inziger zwe ivar ia -

bliger Operat ion herste l len? 

Ostrowski h a t sogar geze ig t , dass die F u n k t i o n 

x X2 X3 

C(x, a) = — + g¡ + ^ + 

nicht a u s a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n v o n einer Var iab len u n d beheb igen a lgebraischen 

F u n k t i o n e n mehrerer Variabler aufgebaut werden k a n n . D a s beruht darauf, dass 

diese F u n k t i o n keiner a lgebraischen part ie l len Di f ferent ia lg le ichung g e n ü g t . 

Ostrowski h a t n ä m l i c h das bemerkenswerte Ergebnis g e w o n n e n , dass j ede aus ana­

l y t i s c h e n F u n k t i o n e n einer Var iab len u n d aus a lgebraischen F u n k t i o n e n bel iebig 

vie ler Variabler au fgebaute F u n k t i o n einer a lgebraischen part ie l len Dif ferent ia l ­

g l e i chung g e n ü g t . 

B e m e r k e n s w e r t i s t wohl a u c h die Fes t s t e l lung , dass m a n i m Bere i ch des Dir ich-

le t schen Funkt ionsbegr i f fes j ede F u n k t i o n v o n zwei Var iab len m i t Hi l fe v o n F u n k ­

t ionen einer Var iab len u n d des Summenprozes se s a u f b a u e n k a n n , n ä m l i c h in der 

F o r m G [f (x¡) - f g (x2)]. D a s beruht darauf, dass m a n das Quadrat O fS, x1 s í 1, 

0 :£ x2 s í 1 durch e ine F u n k t i o n x = F [/ (Xj) -f- g (x2)] u m k e h r b a r e indeut ig auf 

die Strecke O 5S x < 1 abbi lden k a n n . I s t d a n n / (xlt x2) e ine i m Quadrat erklärte 

F u n k t i o n u n d xt = a (x), x2 = ß (x) die inverse Abbi ldung , so wird 

/ xt) = / [a (x), ß (x)) = $ W = W [ / (x,) + g (x2)] = 0 [f. (xj + g (x2)]. 

D i e F u n k t i o n e n / (x¡), g (x2) m ü s s e n so g e w ä h l t werden , dass nie i m Quadrat 

/ to') + 9 (x2) = / (*,") + 9 (*,") 
so lange 

(xt, X2) 7^ (Xi , x2"). 

D e n k e n wir uns die Wertevorräte f = / (xj u n d r¡ = g (x2) auf f u n d »j-Achsen 

aufgetragen, so h a t f + r¡ e inen fes ten W e r t auf d e n Geraden f = r¡ = cons t . Wir 

m ü s s e n daher die Wertvorrä te s o wählen , dass auf ke iner Geraden f + n = const , 

mehr als e in E c k p u n k t aus d e m Lin iennetz f = / (xj, r¡ = g (x2) l iegt , so also, dass 

i m Lin iennetz ke in Quadrat v o r k o m m t . N u n g i b t es n i c h t abzählbare Körper reeller 

Zahlen , die n icht al le reel len Zahlen e n t h a l t e n 5 ) . (Der K ö r p e r h a t die Mächt igke i t des 

K o n t i n u u m s . ) D i e Zahlen e ines so lchen Körpers K w ä h l e n wir als W e r t e Vorrat v o n 

£ — f (xi)- D e n W'ertevorrat v o n r¡ = g (x2) m ü s s e n wir d a n n so w ä h l e n , dass unter 

d e n Dif ferenzen g (x2)—g (x2") ke ine v o r k o m m t , die einer Differenz f (xi) — 

5 ) Das erste Beispiel gab Susiin in einer posthumen von Kuratowski herausgegebenen Arbeit 
(Fund. math. 4). Weitere Beispiele bei Beppo Levi, Rend. R. Acc. d. Line. (5), 32, (1923) S. 600—603), 
J . von Neumann, Math. Ann. Bd. 99 (1928) S. 134—141. 
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/ ixi") g l e i ch ist . Sei a e ine reel le Zahl, d ie i m Körper K fehlt . Wir n e h m e n als 

W e r t v o r r a t v o n g die Zahlen K. D a n n k a n n keine Differenz - (K, — K«) e iner 
a a * 

Differenz Kx — K2 g le ich sein, weil sons t 

Ki — %2 

a = ; 
Ki — K2' 

in K läge . 

/ ta) + y (*2) 

bi ldet d a n n das Quadrat umkehrbar e indeut ig auf e ine Te i lmenge v o n O ^ i ^ l ab , 

die g e w i s s d ie Mächt igke i t des K o n t i n u u m s h a t . E ine passeï ide F u n k t i o n 

le i s te t d a n n die umkehrbar e indeut ige A b b i l d u n g des Quadrates auf die Strecke. 

I n d i e s e m Z u s a m m e n h a n g verdient e in hübsches Ergebnis v o n Fräulein B a r y 

E r w ä h n u n g : J e d e s te t ige F u n k t i o n einer Var iablen k a n n durch Ineinanderschach-

t e lung v o n vier t o t a l s te t igen F u n k t i o n e n oder v o n vier F u n k t i o n e n beschränkter 

S c h w a n k u n g dargeste l l t werden . 

I c h breche hier a b . I c h k ö n n t e noch aus m a n c h e m anderen Gebiete Fragen 

n e n n e n , d ie s ich in unseren Problemkreis e inordnen, wie z. B . die vie l behandel ten 

P r o b l e m e der algebraischen Rektif iz ierbarkeit , das unangegriffene nach algebrai­

schen F l ä c h e n kons tanter negat iver K r ü m m u n g usw. 

E s i s t e in e t w a s lockeres B a n d , das die verschiedenen hier berührten F r a g e n zu­

s a m m e n h ä l t . Schon die Operat ionen sind so verschiedener N a t u r , dass m a n e ine e in­

hei t l iche Methode n icht erwarten darf. A u c h bei einer D e u t u n g i m Funkt ionenraum 

hande l t es s ich u m recht verschiedenart ige Transformat ionen, denen aber g e m e i n s a m 

ist , dass s ie mehreren P u n k t e n des F u n k t i o n e n r a u m e s e inen neuen zuordnen. D i e 

Theorie solcher Abbi ldungen sche int noch k a u m in Angriff g e n o m m e n . 

I c h k o n n t e wen ig fertige Ergebnisse vorführen. I ch k a n n nur hoffen, dass das 

Unfert ige e inen Anreiz b ieten m ö g e , sich an der Vol lendung zu versuchen. 
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The calculus of variations in the large 

By Marston Morse, Cambridge, U. S. A. 

Introduction. The t h e o r y t o be presented here m a y be described as t h e analogue 

for funct ionals of t h e author's t h e o r y 9 of critical p o i n t s 5 of a funct ion / of n variables . 

T h e la t ter t h e o r y proceeds b y v ir tue of three principal s teps . 

(1). T h e determinat ion of the topological characterist ics of the d o m a i n R of 

def ini t ion of t h e funct ion . 

(2). T h e as s ignment of t y p e n u m b e r s t o t h e critical se t s . 

(3). T h e de terminat ion of t h e relat ions b e t w e e n t h e topological characterist ics 

of R a n d t h e t y p e n u m b e r s of t h e critical se t s of / . 

R e l a t i v e t o s t e p (1) w e say s imply t h a t for funct ions (but not for functionals) an 

a d e q u a t e topologica l t h e o r y is a lready a t h a n d . 

R e l a t i v e t o s tep (2) we remark that in case the funct ion is ana ly t i c and the 

d o m a i n is a finite, ana ly t i c , regular w-manifold w i t h o u t boundary , t h e critical sets 

are necessari ly f inite in number . I n case a critical set is a n isolated po int P a n d the 

hess ian of / does n o t v a n i s h a t P (the non-degenerate case) t y p e numbers Mk are 

ass igned b y t h e author t o P as fo l lows. Le t k be the index of t h e quadrat ic form 

whose coeff icients are the e l ement s of the hess ian of / a t P. Corresponding t o P w e 

t a k e all of t h e t y p e n u m b e r s as zero e x c e p t Mk and ta ke Mk as 1. I n the case of t h e 

general critical set co, t y p e n u m b e r s are ass igned t o co in a w a y which is a generali­

za t ion of t h e ass ignment in the non-degenerate case. If N{ is n o w t h e s u m of the t y p e 

n u m b e r s M¡ ass igned t o t h e different critical se t s « of / , w e h a v e s h o w n t h a t 

(0.1) Nt S> B{ 

where Rt is t h e ith c o n n e c t i v i t y (mod. 2) of t h e d o m a i n R. The as s ignment of t y p e 

n u m b e r s t o the general critical set co is one which has the fol lowing remarkable 

property . If the funct ion / is approx imated suff ic iently c lose ly b y a non-degenerate 

funct ion F (one w h o s e critical po ints are all non-degenerate) , there will a l w a y s 

appear , ne ighboring a critical set of / , a set of isolated, non-degenerate critical po in t s 

of F whose t y p e n u m b e r s u m s E M( are a t least as great as the respect ive n u m b e r s M¡ 

which w e h a v e ass igned t o co. Moreover i t can be s h o w n t h a t t h e funct ion / can 

a l w a y s be a p p r o x i m a t e d b y a non-degenerate funct ion F. 

T h e re lat ions (0.1) es tabl i sh t h e ex i s tence of the lopologically necessary critical 

points. If Nf > R{ for a particular i, w e s a y t h a t there ex i s t s an excess of critical 

po in t s of index i. Th i s exces s is n o t arbitrary. I n fact the numbers N¡ and R¡ m u s t 

sat is fy the relations 
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No — Ni ^R0—B1 

(0.2) N0 — Nt + N2 è £ „ — + - ß 2 

N0 — Nt + . . . +(—i)*Nn = B0 — BT+ . . . + ( — l ) " B „ . 

W e call t h e re lat ions (0.2) limitations on the excess of critical points16. T h e s e re lat ions 

are c o m p l e t e in a sense u p o n w h i c h w e sha l l n o t here en large . 

W e n o w t u r n t o t h e ca lcu lus of var ia t ions . Corresponding t o a g i v e n se t of 

b o u n d a r y cond i t ions B, w e shal l regard a J o r d a n arc w h i c h satisf ies t h e condi t ions 

B as a p o i n t in func t ion space . T h e condi t ions B m i g h t , for e x a m p l e , require t h e 

e n d p o i n t s of t h e arc t o be f ixed , or t o h e o n t w o e n d mani fo lds . T h e t o t a l i t y of the 

J o r d a n arcs sa t i s fy ing cond i t ions B wi l l b e t e r m e d t h e functional domain Û asso­

ciated w i t h B. S t e p (1) n o w cal ls for n e w d e v e l o p m e n t s . W e proceed b y def ining 

b o u n d i n g o n Q, cyc l e s o n Q, a n d t h e connec t iv i t i e s Rf of Q (i = 0, 1, . . . ) . I n con­

tras t w i t h ordinary t o p o l o g y w e f ind t h a t inf in i te ly m a n y of t h e connec t iv i t i e s of Ü 

are in general n o t nul l . 

One na tura l ly replaces t h e func t ion / b y t h e ca lcu lus of var ia t ions integral , a n d 

t h e crit ical p o i n t s of / b y crit ical e x t r e m a l s , t h a t i s , e x t r e m a l s sat i s fy ing t h e trans -

versa l i ty cond i t ions assoc ia ted w i t h t h e b o u n d a r y prob lem B. W e restrict ourse lves 

t o t h e a n a l y t i c case . B a s i c cri t ical se t s cu are here m a x i m a l se t s of crit ical ex t remal s , 

m u t u a l l y deformable i n t o o n e a n o t h e r a m o n g e x t r e m a l s of co. W e s o l v e t h e diff icult 

p r o b l e m of character iz ing t h e non-degenerate crit ical p o i n t a n d of ass igning t y p e 

n u m b e r s t o e a c h crit ical set . I n general there wil l b e inf in i te ly m a n y crit ical sets . 

T h e v a l u e of t h e integral o n e x t r e m a l s of a critical s e t co wi l l be c o n s t a n t . I n t h e 

a n a l y t i c case t h e crit ical v a l u e s wil l b e i so lated. 

W h e r e a s t h e t y p e n u m b e r s of a critical s e t co of an ordinary funct ion / cons is t of 

a se t of w - f 1 n u m b e r s , here t h e t y p e n u m b e r s of co cons is t of a n inf ini te se t of 

n u m b e r s 

M0, Mu . . . 

F o r a n y part icular se t co all b u t a f inite subse t of t h e s e n u m b e r s Mt wi l l be nul l . 

B u t t h e indices i of t h e non-nul l t y p e n u m b e r s M¿ in general wil l n o t be b o u n d e d for 

all crit ical s e t s co of t h e p r o b l e m . Th i s corresponds t o t h e fac t t h a t t h e indices i of 

non-nul l connec t iv i t i e s R¡ of t h e funct ion mani fo ld Q are in genera l n o t b o u n d e d , 

a n d t h a t t h e re lat ions (0.1) sti l l ho ld . These re lat ions are v e r y powerful a n d wil l in 

general prove t h e e x i s t e n c e of inf ini te ly m a n y crit ical e x t r e m a l s . T h e l imi ta t ions 

(0.2) o n t h e e x c e s s of crit ical e x t r e m a l s n o w b e c o m e a n infinite se t of inequal i t i e s 

of t h e s a m e form a n d produce a h o s t of remarkable re lat ions . 

A s a m a t t e r of pure t o p o l o g y , t h e connec t iv i t i e s of our funct iona l d o m a i n reduce 

174 



Marston Morse: The calculus of variations in the large 

u p o n sui table special izat ion of the boundary condi t ions and the integral to the 

ordinary connect iv i t i e s of an ordinary manifo ld , or if w e please, t o t h e connect iv i t ies 

of a product manifold . Other s imple special izat ions are possible. 

T h e present paper is necessari ly l imited. T h e special case of t h e periodic e x t r e m a l 

i s n o t t rea ted here. References t o t h a t part of t h e t h e o r y wh ich h a s been publ ished 

are g i v e n a t t h e end. A more comple te t r e a t m e n t wil l be g i v e n in t h e Colloquium 

Lectures o n "The Calculus of Var ia t ions" g i v e n in September , 1931 a n d t o be publ ish­

e d short ly . Other references are g i v e n a t t h e e n d . 

l.Ân integral on a Riemannian space. I n th i s sec t ion w e shall g ive a def init ion 

of a R i e m a n n i a n space in t h e large and define a n integral thereon. 

R i e m a n n i a n spaces as ordinari ly defined are local affairs. I t is necessary for us 

t o add topologica l s tructure in t h e large. T o t h a t end w e suppose t h a t w e h a v e g i v e n 

a n ordinary w-d imens iona l s implic ial circuit Km in a n aux ihary Euc l idean space On 

which the ne ighborhood of each point is wel l def ined. (See Lefschetz ref. 13.) 

Our R i e m a n n i a n space R wil l n o w b e defined as fol lows. I t s po ints a n d their ne igh­

borhoods shal l be t h e one- to -one images of t h e respect ive po ints a n d their ne igh­

borhoods o n K. Moreover Km shal l be of such nature t h a t the ne ighborhood of each 

of i t s po in t s i s homeomorphic w i t h the ne ighborhood of a point (x) in an Euc l idean 

m-space of coordinates (x) = (xlt . . . , xm). W i t h a t least one such representat ion 

of t h e ne ighborhood of a po in t of R there shal l be assoc iated a posi t ive definite 

R i e m a n n i a n form 

(1.1) ds* = g{j (x) dx* dxi (i, j) = (1, . . . , m) 

defining a m e t r i c 1 4 for t h e ne ighborhood. F o r s impl ic i ty we suppose that t h e coef­

f ic ients gtJ( x) are ana ly t i c . W e t erm the coordinates (x) admissible. W e also a d m i t a n y 

other set of local coordinates (z) obta inable from admiss ible coordinates (x) b y a 

transformat ion of t h e form 

(1.2) z ¿ = zi (x), 

defined b y funct ions z' (x) ana lyt ic in (x) and possess ing a non-vanishing Jacob ian . 

W e require t h a t a n y t w o coordinate sy s t ems (x) and (z) which admiss ib ly represent 

t h e ne ighborhood of t h e s a m e p o i n t P m u s t b e related as in (1.2). W e term (1.2) an 

admiss ible transformat ion of coordinates . 

A set of po ints of R will be said t o form a regular analyt ic w-manifold o n R if 

t h e i m a g e s of i t s po in t s in a n y local coordinate s y s t e m (x) is local ly representable 

in t h e form 
x{ = x* («j, ...,un) 

where t h e funct ions x* (u) are analyt ic in the parameters (u) and the funct ional m a ­

tr ix of the funct ions x* (u) is of rank n. 
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W i t h e a c h admiss ib le coord inate s y s t e m (a;) w e s u p p o s e t h a t w e h a v e g i v e n a 
f u n c t i o n 

F (x, r)=F(x\ xm, r\ ..., r») (r) ± (0) 

s erv ing t o def ine a n invar iant integral 

(f(X, x)dt 

in t h a t s y s t e m , where x' represents t h e der iva t ive of x* w i t h respect t o a para­
m e t e r t. 

F o r a t least o n e admiss ib le coordinate s y s t e m ne ighbor ing e a c h p o i n t of R (and 
c o n s e q u e n t l y for all s u c h coordinate s y s t e m s ) w e a s s u m e t h a t t h e corresponding 
in tegrand is positive a n d analytic in (x) a n d (r) for (r) =|= (0). W e also a s s u m e t h a t 
F (x, r) is p o s i t i v e l y h o m o g e n e o u s of order 1 in t h e var iables (r), as in t h e classical 
t h e o r y of Weiers trass . W e further a s s u m e t h a t t h e form 

(1.3) Frirj (x,r) A' A' (i, j = 1, . . . , m) 

is p o s i t i v e for u n i t v e c t o r s (A) =^ (r). 
2. The functional domain and its connectivities. L e t A1 a n d A2 be a n y t w o dis t inct 

p o i n t s o n R. T h e p o i n t s A1 a n d A2 are t o serve as t h e init ia l a n d final p o i n t s respec­
t i v e l y of admiss ib le curves . Loca l ly w e represent A1 a n d A2 b y se t s of coordinates 

(x) = (x11, x"'1) (x) = (x12, xm2) 

respect ive ly . L e t Br be a n auxi l iary s impl ic ia l r-cycle w i t h 0 ^ r < 2m. S u p p o s e t h a t 
w e h a v e a se t of pairs of p o i n t s (A1, A2) h o m e o m o r p h i c w i t h Br. W e u n d e r s t a n d t h a t 
A1 =|= A2 a n d t h a t A1 a n d A2 l ie on R. F o r r > 0 w e suppose t h a t t h e ne ighborhood 
of e a c h po in t of B,. c a n be represented as t h e one - to -one c o n t i n u o u s i m a g e of a ne igh­
borhood of a p o i n t (a„) in our aux i l iary E u c l i d e a n r-space of r coordinates (a) a n d t h a t 
t h e corresponding p o i n t s (A1, A2) can be loca l ly represented in t h e form 

x" = x's (a) (i = 1, . . . , m; S = 1, 2) 

where the funct ions xis (a) are ana ly t i c in (a) for (a) near (et0) a n d possess a funct ional 
m a t r i x of rank r. W e call th i s set of p o i n t s (A1, A2) t h e terminal manifold Z. 

L e t Y be a s ensed J o r d a n arc o n R o n w h i c h a p a r a m e t e r t runs from 0 t o 1 
inc lus ive . If t h e respec t ive e n d p o i n t s of Y de termine a p o i n t (A1, A2) o n Z,Y wil l be 
t e r m e d topologically admissible. W h e n w e are dea l ing w i t h our integral w e shall 
suppose t h a t Y i s of c lass Z ^ a s wel l as topo log ica l ly admiss ib le . W e t h e n t e r m Y a 
restricted curve . E v a l u a t e d o n restr icted curves t h e integral def ines our basic func­
tional J. 

The totality of topologically admissible curves will be termed the functional domain Q 
corresponding to the space R and terminal manifold cape. 
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B y a / - c o m p l e x k¿ o n Q w e m e a n a / -parameter fami ly of curves of Q g iven as t h e 

cont inuous m a p of t h e product c,. x t of an auxi l iary / - c o m p l e x c,, a n d the l ine seg­

m e n t O á i ^ l , w i t h each curve y corresponding t o t h e product of a po int of c} and 

t h e h n e s egment . A s in the theory of singular complexes we regard po ints o n these 

curves as dis t inct if t h e y are i m a g e s of d is t inct po ints o n c} x t. I n th i s fami ly the 

curves corresponding t o the product of a /-cel l of c, a n d t h e l ine s e g m e n t t wil l define 

a fami ly of curves w h i c h w e call a k-cell of kj. T o subdivide kj w e subdiv ide c,-. 

T h e b o u n d a r y of kj (mod. 2) shall be the (/ — 1) -complex o n Ü wh ich is the 

i m a g e in t h e a b o v e m a p of the product of t h e boundary (mod. 2) of c - and the hne 

s e g m e n t 0 s í t s i 1. A / - c o m p l e x o n Q will b e t ermed a / -cyc le if w i t h o u t boundary . 

A s e t of / - cyc les on Q i s t ermed h o m o l o g o u s t o zero if t h e cycles of t h e se t form t h e 

b o u n d a r y of a (/ + l ) - c o m p l e x on Û. E v e r y t h i n g is t o be unders tood m o d . 2. 

W e see t h a t the usual operat ions w i t h homologies are permissible . 

B y t h e connectivity Pjof Q, j = 0, 1, . . . w e m e a n the m a x i m u m number of 

/ -cyc les on Q b e t w e e n which there is n o h o m o l o g y , prov ided such a m a x i m u m exis ts . 

If no such m a x i m u m ex i s t s we s a y t h a t Pj is infinite. 

The connect iv i t i e s of Q are invar iant under any topological transformat ion of R 

which carries admiss ib le end po int s (A1, A2) into admiss ible end points . For pur­

poses of pure t o p o l o g y t h e ana ly t i c i ty of R and Z is of course unessent ia l . 

3. The function J (II). I t is well k n o w n t h a t there ex i s t s a pos i t ive constant e, 

smal l e n o u g h t o h a v e t h e fol lowing properties . A n y ex tremal arc E on which J < e 

will g ive a n abso lute m i n i m u m t o J re lat ive t o all sensed curves of class D1 jo ining 

E's end po int s . On E t h e local coordinates of a n y po int wil l be analyt ic funct ions of 

the local coordinates of the end po in t s of E and of t h e dis tance of P along E from 

the init ial end po int Q of E, a t least as long as E does no t reduce t o a point . The 

set of all ex tremal s e g m e n t s i ssuing from Q w i t h J < e will form a field covering a 

ne ighborhood of Q in a one- to-one manner , Q a lone excepted . W e now choose a 

pos i t ive c o n s t a n t g less t h a n e and m a k e the fol lowing definit ion. 

Any extremal segment on R for which J is less than g will be called an elementary 

extremal. 

A n ordered set of p + 2 po ints 

(3.1) A1, P\ ...,PP,A* 

on R w i t h (A1, A2) on t h e terminal manifo ld wil l be denoted b y (77). T h e points (3.1) 

wil l be cal led the vert ices of (77). I t m a y be possible t o join the success ive points in 

(3.1) b y e l ementary ex tremals . I n such a case (77) wil l be termed admissible. The 

result ing broken e x t r e m a l will be denoted b y g (77) and also t ermed admiss ible . The 

va lue of J t a k e n a long g (77) wil l be denoted b y J (77). 

L e t a copy of R be provided for each po in t P'. P o i n t s (77) c a n be represented as 
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p o i n t s o n t h e •product complex LT w h o s e factors are t h e aux i l i ary /--circuit Br of § 2 

a n d t h e s e p cop ie s of R. 

W e shal l regard J (II) l oca l ly as a func t ion 0 of t h e parameters (a) loca l ly re­

present ing i t s ver t i ces A1, A2, a n d of t h e success ive s e t s of coord inates (x) loca l ly 

represent ing i t s ver t i ces P¡. T h e func t ion 0 wi l l b e a n a l y t i c a t l eas t as l ong as t h e 

success ive ver t i ces r e m a i n d i s t inc t . A p o i n t (77) w i t h success ive ver t i ces d i s t inc t wil l 

b e ca l led a m i c a i point of J (77 ) if all of t h e first part ia l der iva t ive s of t h e funct ion 0 

are zero a t t h a t p o i n t . 

If t h e success ive ver t ices are d i s t inct , t h e c o n d i t i o n t h a t 0ah b e nul l is s e e n t o b e 

(3.2) [Fri ( i T , * ) f l ! " a * ] | " J = 0 ( A = l , . . . , r ) 

where (x, x) is t o b e e v a l u a t e d o n g (LT) a t t h e f inal e n d p o i n t of g (LT) w h e n s = 2, 

a n d a t t h e init ia l e n d p o i n t of g (LT) w h e n s = 1. T h e r c o n d i t i o n s (3 .2) , (A = 1, . . . , 

r > 0 ) , are cal led t h e transversality conditions. 

T h e part ia l der iva t ive of 0 w i t h respec t t o t h e i t h coordinate of a v e r t e x (x) i s 

s e e n t o b e 

(3.3) Fri(x,p)—Fri(x,q) 

where (p) a n d (q) are t h e d irect ion cos ines a t (x) of t h e e l e m e n t a r y ex tremal s of 

g (LT) preceding a n d fo l lowing (x) r e spec t ive ly . W i t h t h e a id of (3.3) w e could readi ly 

p r o v e t h a t a neces sary a n d suff icient cond i t ion t h a t a n admiss ib le p o i n t (77), w i t h 

success ive ver t i ces d i s t inct , b e a crit ical po int , i s t h a t g (LT) be a critical ex t remal , 

t h a t is o n e sat i s fy ing t h e t ransversa l i t y condi t ions (3 .2) . 

B y a critical set a of J (LT) w e u n d e r s t a n d a n y se t of cri t ical p o i n t s on w h i c h J (77) 

is cons tant , a n d w h i c h is a t a pos i t i ve d i s tance from o ther crit ical p o i n t s of J (LT). 

A crit ical se t n e e d n o t b e c o n n e c t e d . I t is n o t necessar i ly c losed s ince a m a y h a v e 

l imit p o i n t s (77) w h o s e success ive vert ices are n o t all d i s t inc t . 

W e shal l regard a cont inuous fami ly of crit ical e x t r e m a l s as connected if a n y curve 

of t h e f a m i l y c a n b e c o n t i n u o u s l y de formed i n t o a n y o ther c u r v e of t h e fami ly 

through t h e m e d i a t i o n of curves of t h e fami ly . T h e s e t of all .critical e x t r e m a l s on 

wh ich J < b m a k e u p at m o s t a f ini te se t of c o n n e c t e d fami l ies of e x t r e m a l s o n 

e a c h of w h i c h J i s cons tant . 

4. The connectivities of the domain J (LT) < b. L e t 6 be a non-cri t ical v a l u e of J. 

Suppose t h e n u m b e r , p + 2, of vert ices in (77) is such t h a t 

( p + l ) e > b . 

U n d e r s t a n d i n g t h a t po in t s (77) for w h i c h J (LT) is e v a l u a t e d are a l w a y s restr icted t o 

admiss ib le p o i n t s (77), w e c o m e t o t h e p r o b l e m of p r o v i n g t h a t t h e connec t iv i t i e s of 

t h e d o m a i n J (LT) < b are f in i te . W e shal l accompl i sh t h i s b y deforming t h e d o m a i n 
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J (II) < b o n itself o n t o a subdomain wh ich i s a subcomplex of t h e product c o m ­

p l e x 77. 

I n def ining our deformat ions i t will be conven ient t o t erm the v a l ue of J t a k e n 

a long a restr icted curve g the J-length of the curve . A long g the J - l e n g t h , measured 

from a f ixed po int t o a variable po int P and t a k e n wi th a sign in accordance w i t h the 

sense of measurement , wil l be t e r m e d the J-coordinate of P on g. If t h e J-coordinate 

of P is a differentiable funct ion h (t) of the t i m e t, t h e n P will be said t o be m o v i n g 

at t h e t i m e t on g a t a J-rate equal t o h' (t). 

W e n o w define certain deformat ions of admiss ible po ints (77) through admissible 

po in t s (77), wh ich do n o t increase J (77) b e y o n d i t s init ial va lue , and which deform 

complexes of po ints (77) cont inuous ly . Such deformat ions wil l be called «/-défor­

m a t i o n s . 

The deformation Dx. L e t (77) be an admiss ib le po int (77). A s t h e t i m e I increases 

from 0 t o 1, let the p vert ices P' of (77) m o v e a long g (II) from their initial pos i t ions 

t o a set of pos i t ions wh ich d iv ide g into p + 1 success ive s egments of equal J - l eng th , 

each v e r t e x m o v i n g a t a cons tant J-rate . 

The deformation D.¿. Le t Pl be a vertex of (II). Le t h' and h" be respect ively the 

e l e m e n t a r y ex tremal s which jo in Pl t o the preceding and fol lowing vertices (possibly 

co inc ident w i t h P*). A s the t i m e t increases from 0 t o 1, le t points Ht' and 7 7 1 " start 

from P' a n d m o v e a w a y from P* respect ive ly o n h' and A" a t J -ra te s equal in ab­

solute va lue t o one half the J - l e n g t h s of h' a n d h". L e t 7 7 / and Ht" be joined b y an 

e l ementary ex tremal Et. The deformat ion D2 i s hereby defined as one in which P is 

replaced a t each t i m e t b y t h a t point Pt wh ich d iv ides Et in to t w o segments of 

equa l J - l e n g t h . 

T h a t Dx a n d D2 are J -de format ions fol lows readi ly . (Ref. 8, § 5.) 

The t w o preceding deformat ions are des igned t o lower the va lue of J (77) in case 

g (77) is n o t an extremal . I n case g (77) is an e x t r e m a l b u t not a critical extremal , w e 

m u s t turn t o the end condit ions . T h e preceding deformat ions are independent of the 

local representat ion of the vert ices deformed. T o obta in the s i m e result for our 

deformat ion of the end po ints we m u s t e m p l o y the technique of ter.sor analysis . 

W i t h t h e terminal manifo ld (r > 0) we n o w associate a metric defined b y the 

quadrat ic form 
/ , 3 x*2 3 x*2 , , 3 x( 1 3 xi1 \ . 7 . , v , » , » 

(4.1) ds* = [g\j -jjr -d - - p + g\ j T a h -j-^-j d a* á a* = a . k (a) d a"d a* 

(h, k = 1, ...,r) 

where gs

tJ s tands for g(J (x) e v a l u a t e d for xi = x" (a). T h e quadrat ic form hereby 

defined is pos i t ive definite b y v i r tue of t h e hypothes i s t h a t the matr ix of partial 

der ivat ives of the funct ions xis (a) has the m a x i m u m rank. Le t ahl' be the cofactor 

of ah k in the determinant ah k d iv ided b y t h a t de terminant . 
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L e t (77) b e a n admiss ib le p o i n t ne ighbor ing a n admiss ib le p o i n t (/7 0 ) w i t h succes ­

s ive ver t i ces d i s t inc t . L e t (z) represent t h e se t of local coordinates of t h e in termedia te 

vert ices of (77), a n d (a) t h e parameters de termin ing t h e e n d vert ices of (77). T h e 

first a n d las t e l e m e n t a r y e x t r e m a l s of g (77) c a n b e respec t ive ly represented b y 

a n a l y t i c func t ions in t h e form 

x* = 0* (t, a, z) 
( " J > x* = (2>i2 (t, a, z) (i=l,...,m). 

' W e suppose t h a s been so chosen o n g (77) t h a t i t is a c o n s t a n t mul t ip l e of t h e 

arc l e n g t h o n g (LT) a n d equals 0 a n d 1 a t t h e respect ive ends of g (LT). W e n o w con­

sider t h e differential equat ions 

z7 k V i \ " 1 * = hk 

(4.3) -^-= - ^ ¿ r j a(a)=M"{a,z) (h,k = 1, . . . , r) 

in wh ich x' a n d r{ in Fri are g i v e n b y 

x* = 0 i 2 (1 , a, z) r* = 0 t

i 2 (1 , a, z) s = 2 

a;'" = (0, a, z) r* = 0 t

n (0, a, z) s = 1 

for s = 2 a n d 1 respect ive ly . F o r e a c h se t (z) w e regard t h e equat ions (4.3) as differ­

ent ia l condi t ions o n t h e var iables (a). R e l a t i v e t o non-s ingular analyt ic transfor­

m a t i o n s of t h e parameters (a), t h e t w o m e m b e r s of (4.3) are contravar iant vec tors 

assoc ia ted w i t h t h e terminal mani fo ld . R e l a t i v e t o s imilar transformat ions of t h e 

coord inates (x) of t h e end p o i n t s t h e t w o m e m b e r s of (4.3) are invar iant . T h e tra­

jectories def ined b y (4.3) are according ly i n d e p e n d e n t of t h e local parameters (a) or 

coordinates (x) used . 

L e t t h e distance b e t w e e n t w o n e a r b y p o i n t s (77) a n d (77 0) b e measured b y t h e 

square root of t h e s u m of t h e squares of t h e geodes ic d i s tances o n 7Ï b e t w e e n corres­

p o n d i n g ver t ices of (77) a n d (77 0). A po in t (77) w h i c h is admiss ib le and w h i c h deter­

m i n e s e l e m e n t a r y e x t r e m a l s of equal J - l e n g t h will be t e r m e d J-normal. N o t e t h a t 

t h e r ight m e m b e r s of (4.3) are n o t necessari ly ana ly t i c if t h e success ive ver t ices of 

(77) are n o t d i s t inct . L e t m b e t h e se t of all 7 - n o r m a l po in t s (77) for w h i c h J <b. 

L e t /j, b e a p o s i t i v e c o n s t a n t so smal l t h a t a po in t (77) w i t h i n a d i s tance ¡JL of s o m e 

po in t of w wil l b e admiss ib le a n d h a v e success ive vert ices d is t inct . Le t (a„, zn) 

represent such a p o i n t (77) a n d let Wl (r) represent a so lut ion of 

Af = iW(a,z0) ( i = l , . . . , r ) , 
a r 

w h i c h reduces t o (a0) for r = 0. If ¡i i s suff ic ient ly smal l , t h e po in t (77) for wh ich 

(z) = (z 0 ) a n d a* = xFk (r) wil l cont inue t o be admiss ib le a n d h a v e i t s success ive 

ver t ices d i s t inct for 0 < r < ¡i i n d e p e n d e n t l y of t h e part icular init ial p o i n t (a 0 , z 0 ) 

chosen . 
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The deformation D3. U n d e r D3 a point (77) wh ich is a t a d i s tance d < u from t h e 

se t of all J - n o r m a l po in t s on J (77) < b a n d which is represented b y the point 

(a 0 , z 0 ) w h e n t = 0 shal l be replaced at the t i m e t (0 ^ / < 1) b y t h e point (77) for 

w h i c h (z) = (z 0 ) a n d 

a* = V* [(u — d)t] ak (0) = a* 0 

while po in t s for w h i c h d <|C u shal l remain f ixed . 

U n d e r D3 po in t s (77) for w h i c h d < u are de formed so t h a t 

dJ dJ da" ["_, ^ " T Í e t 3¿'Y WJ (4.4) 
d i d ak d t 

I n part icular if (77) is a J - n o r m a l po int w e h a v e d = 0. If g (IT) is a non-critical 

ex tremal , t h e r c o m p o n e n t s (3.2) are not all zero a n d dJ¡dt<0 s ince t h e e lements ah k 

are the coeff icients of a pos i t ive definite form. T h u s J (77) is never increased under 

7 ) 3 , a n d is ac tua l ly decreased if (77) is a J - n o r m a l po int and g (LT) a non-crit ical 

e x t r e m a l . 

Lemma 4. 1. The connectivities of the domain J (77) < b are finite. 

T o t h e po in t s of t h e d o m a i n J (77) ^ 6 w e apply the product deformation 

( tak ing t h e factors in t h e order wri t ten) . 

W e n o t e t h a t t h e b o u n d a r y of J'(77) < 6 will consis t of po ints (77) for which 

J (77) = b a n d po in t s a t which M (77) = g where M (LT) is the m a x i m u m J - l enght of 

the e l e m e n t a r y ex tremal s of g (77). Since p h a s been chosen so t h a t (p + 1) Q > b 

w e see t h a t p o i n t s for which M (IT) — g wi l l b e deformed under Dx in to po ints for 

which M (IT) < g. Moreover under 7 ) 2 , M (TI) is n o t increased, whi le D3 carries 

admiss ible po in t s i n t o admiss ible po int s . H e n c e under T po ints for which M (TI) — g 

are carried in to po in t s wh ich M (IT) < g. 

T o s h o w t h a t T carries po ints for which J (77) = b into points for wh ich J (77) < 6, 

we d iv ide admiss ib le po ints on t h e domain J (77) g b in to three c lasses as fol lows. 

Class I shall c o n t a i n those p o i n t s (77) w h i c h are deformed under D1 into a point 

(77x) for which a t least one e l e m e n t a r y e x t r e m a l is null . 

Class I I shall conta in t h e remaining po ints (77) for which g (77j) is not 

a n ex tremal . 

Class I I I shall conta in the remaining po in t s (77) for which g (77 x) is an extremal . 

If (77) be longs t o Class I , w e see t h a t J (77) is decreased under Dx and hence 

under T. If (77) be longs t o Class I I , g (FT^ possesses a n actual corner formed b y t w o 

success ive e l e m e n t a r y ex tremals so that J (77) is decreased under 7) , Z>2 a n d hence 

under T. If (77) be longs t o Class I I I , J (77) i s n o t decreased under Dx D2 but is decre­

a s e d under T b y v ir tue of (4.4) unless g (77j) is a critical ex tremal . B u t in such a case 
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J (/Zi) < 6 s ince 6 i s a n ordinary v a l u e of J. T h u s u n d e r T t h e d o m a i n J (LT) < b is 

d e f o r m e d o n itself i n t o a s u b d o m a i n E w h o s e b o u n d a r y is d i s t inct f rom t h a t of 

J (77) < b. 

L e t K b e a s u b c o m p l e x of t h e product c o m p l e x 77 t h a t c o n t a i n s all of t h e p o i n t s 

of 27 a n d is s o f ine ly s u b d i v i d e d as t o cons i s t w h o l l y of p o i n t s o n J (LT) < b. W e see 

t h a t a n y cyc l e o n J (LT) < b is h o m o l o g o u s t o a c y c l e o n K so t h a t t h e connec t iv i t i e s 

of J (LT) < b m u s t b e f inite . T h e l e m m a is accord ing ly p r o v e d . 

B y a critical value of J w e m e a n a v a l u e w h i c h J a s s u m e s o n a crit ical e x t r e m a l . 

W e c a n n o w p r o v e t h e fo l lowing t h e o r e m . 

Theorem 4 .1 . If a and b (a <b) are two ordinary values of J between which there 

are no critical values of J, the connectivities of the domains J (LT) < a and J (LT) < b 

will be equal. 

T h e analys i s in t h e preceding proof s h o w s t h a t t h e appl i ca t ion of t h e p r o d u c t 

de format ion Tn t o t h e d o m a i n J (LT) < b for a suff ic ient ly large power n wi l l deform 

J (LT) < b o n itself i n t o a s u b d o m a i n o n J (77) < a. T h e t h e o r e m fol lows readi ly . 

5. The connectivities of the restricted domain J <b. L e t k¿ be a / - c o m p l e x o n t h e 

funct iona l d o m a i n Q of § 2 represented b y m e a n s of t h e p r o d u c t c o m p l e x c¡ x t of an 

aux i l iary / - c o m p l e x Cj a n d t h e l ine s e g m e n t 0 á t s i 1. If kj is c o m p o s e d of restr icted 

curves o n w h i c h t h e J-length of t h e curves from the ir init ia l p o i n t s t o the i m a g e of a 

p o i n t Q o n c, x t var ies c o n t i n u o u s l y w i t h Q, kj wil l b e cal led a restricted j-complex. 

E m p l o y i n g restr ic ted c o m p l e x e s a n d cyc les on ly , o n e c a n n o w def ine t h e connec t iv i ­

t i es of Q f ormal ly as before. W e t e r m these connec t iv i t i e s t h e restricted connectivities. 

W e shal l prove t h e fo l lowing l e m m a . 

Lemma 5 .1 . The restricted connectivity ü t . of the functional domain Q equals the 

unrestricted connectivity Pt of Q. 

L e t kj b e a n unres tr ic ted c o m p l e x on Q represented b y t h e product Cj x t as in 

§ 2. L e t P b e a p o i n t o n Cj a n d k (P) t h e corresponding c u r v e of /!; -. L e t p b e a pos i t ive 

integer a n d let k (P) b e d iv ided in to p -f- 1 s e g m e n t s of equa l var ia t ion of t. L e t (77) 

d e n o t e t h e p o i n t o n 77 d e t e r m i n e d b y t h e success ive e n d s of these s e g m e n t s of k (P), 

a n d le t h b e a n y o n e of these s e g m e n t s . If p i s suff ic ient ly large (and w e suppose i t is) , 

e a c h p o i n t of h c a n b e jo ined t o t h e in i t ia l p o i n t of h b y an e l e m e n t a r y e x t r e m a l 

X, i n d e p e n d e n t l y of t h e curve k (P) of kj under cons iderat ion . 

W e shal l n o w deform k (P) i n t o g (LT). L e t r represent t h e t i m e during th i s de ­

format ion , 0 s í T s i 1. A t e a c h t i m e T w e suppose h d i v i d e d i n t o t w o s e g m e n t s X 

a n d X' in t h e rat io of T t o 1 — T w i t h respect t o t h e var ia t ion of t o n h. F o r each v a l u e 

of T w e n o w replace t h e s econd of t h e s e s e g m e n t s of A b y itself, whi l e w e replace t h e 

first X b y t h e e l e m e n t a r y e x t r e m a l ¡i w h i c h jo ins i t s e n d p o i n t s . W e m a k e a p o i n t 

o n X w h i c h d iv ides A in a g i v e n ra t io w i t h respect t o t, correspond t o t h e p o i n t on p 

w h i c h d i v i d e s à in t h e s a m e rat io w i t h respec t t o t h e var ia t ion of J , ass igning t o th i s 
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p o i n t o n u t h e s a m e v a l u e of t as i t s correspondent o n A bears. W e denote th i s de ­

format ion b y ¿V 

W e n e e d t o subjec t the result ing curves g (77) t o a further deformat ion ô 2 which 

does n o t change the curves g (77) e x c e p t in parameter izat ion . T o t h a t end w e let the 

p o i n t t o n g (77) m o v e a long g (77) t o t h e po in t o n g (LT) wh ich d iv ides g (LT) w i t h res­

p e c t t o t h e J - l e n g t h in t h e same rat io as t d iv ides t h e interval (0,1) , m o v i n g a t a 

c o n s t a n t J - r a t e a long g (77) equal t o the J - l e n g t h of t h e arc t o be traversed. W e 

t e r m t h e result ing parameter izat ion a J-parameterization. I n i t t h e parameter t runs 

from 0 t o 1 a n d i s proport ional t o the J - l e n g t h of t h e arc preceding t h e po int t. 

We denote the product deformation bx ô2 by Ap. 

U n d e r Ap t h e curve k (P) is carried in to a curve g (LT) w i t h a J-parameter izat ion . 

If w e assoc iate g (77) s o parameter ized w i t h the po in t P on c,- i t appears t h a t the 

t o t a l i t y of these curves g (LT) forms are s tr icted c o m p l e x r (kß on Q representable b y 

Cj X t. 

If kj -> w e see t h a t 

(5.1) r ( * , ) - * r 

If kj i s a cyc l e o n Q, w e see t h e n t h a t r (kj) wil l be a restricted j -cyc le homologous t o 

kj o n Q. I t fol lows t h a t Pt g Rt. I n part icular 7?¿ m u s t b e infinite w i t h Pt. 

T o s h o w t h a t P¡ = 72¿ w e h a v e mere ly t o show t h a t a restr icted cyc le z} o n Q 

which b o u n d s a n unrestr ic ted c o m p l e x zJ+1 on Q necessari ly bounds a restricted c o m ­

p lex as wel l . T o t h a t e n d w e suppose t h a t 

Z-4-, —> z- on Q 

If the index p of Ap is suff iciently large, w e c a n app ly AP t o zJ+1. W e t h e n h a v e 

(5.2) r (zJ+1) -> r (Zj). 

B u t if Zj is deformed under Ap through the c o m p l e x w J + l w e h a v e (a lways mod . 2). 

(5.3) w J + 1 -> Zj + r (Zj), 

and hence from (5.2) a n d (5.3) 

r (Zj+1) + w J + 1 -+ Zj. 

Moreover t h e left c o m p l e x is a restricted complex s ince zs is restricted. H e n c e 

P{ = R¡ a n d the l e m m a is proved . 

W e shal l n o w p r o v e t h e fo l lowing l e m m a . 

Lemma 5.2. The restricted connectivities R/ of the restricted domain J <b equal 

the connectivities R," of the subdomain J (77) < b of LT. The latter connectivities are 

thus independent of the number of vertices (p + 2) of their points (77), provided only 

that (p + 1) g > b. 
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L e t Cj b e a c o m p l e x o n J (LT) < b. T h e se t of broken e x t r e m a l s g (II) d e t e r m i n e d 
b y p o i n t s (II) o n c} if g i v e n a ' J - p a r a m e t e r i z a t i o n ' wil l afford a res tr ic ted c o m p l e x Cjv 

o n Q represented b y t h e p r o d u c t Cj x t. A restr ic ted c o m p l e x c / d e r i v e d f rom a c o m ­
p l e x Cj o n 77 in t h i s m a n n e r wi l l b e cal led a p-fold complex. 

W e see t h a t c}

v wi l l b e a cyc l e o n Q if a n d o n l y if Cj is a c y c l e o n 77, a n d t h a t 
Cjp wi l l b o u n d a m o n g p-fold c o m p l e x e s o n J < b if a n d o n l y if c} b o u n d s o n J (77) < b. 
T h e connec t iv i t i e s of t h e d o m a i n J < b o n Q def ined in t e r m s of p-fo ld c o m p l e x e s for 
a f ixed p wi l l t h e n equa l t h e connec t iv i t i e s R/' of J (77) < b. 

B u t o n t h e o ther h a n d a n y restr ic ted / - cyc l e of Q o n J <b c a n b e d e f o r m e d under 
Ap a m o n g restr ic ted / - c o m p l e x e s of Si o n J < b i n t o a / - c o m p l e x a" o n J < 6, s o 
t h a t 7? / <S Bf". T o p r o v e t h a t B{' = 7 ? / ' one h a s m e r e l y t o p r o v e , as u n d e r t h e 
preceding l e m m a , t h a t a p-fold cyc l e kj o n J < 6 b o u n d s a res tr ic ted c o m p l e x o n 
J < b o n l y if i t b o u n d s a p-fold c o m p l e x o n J < 6. 

T o t h a t e n d w e suppose t h a t kj b o u n d s a res tr ic ted c o m p l e x k J + 1 o n J < b. A s in 
(5.2) w e h a v e 

r(kJ+1)^r(kj). 

B u t t h e ver t ices of each curve g (LT) of r (kj) lie o n t h e curve g (LT^ from w h i c h i t is 
de formed under Ap. W e can deform g (77j) in to g (77) deforming kj i n t o r (kj) t h r o u g h a 
c o m p l e x wj+1 b y l e t t ing e a c h v e r t e x of (77x) m o v e a long g (LTX) t o t h e corresponding 
v e r t e x of g (LT) a t a J - r a t e equa l t o t h e J - l e n g t h of t h e arc of g (LT) t o b e traversed . 
W e t h e n h a v e 

r (kj+1) + wJ+1 -+ kj 

and t h e left h a n d c o m p l e x is a p-fold c o m p l e x . 
T h u s kj b o u n d s a p-fold c o m p l e x o n J < b if i t b o u n d s a res tr ic ted c o m p l e x on 

J <b. H e n c e R/ = Rt" a n d t h e l e m m a is proved . 
T h e preceding l e m m a t a k e n w i t h T h e o r e m 4.1 n o w g i v e s u s t h e fo l lowing . 
Theorem 5 .1 . If a and b, a < 6, are any two ordinary values of J between which 

there are no critical values of J, the restricted connectivities of the functional domains 
J < b and J < a are equal. 

6. Spannable and critical cycles. A n y t w o p o i n t s in our R i e m a n n i a n space R wi l l 
be said t o possess a J-distance equa l t o t h e inferior l imi t of t h e .7- lengths of res tr ic ted 
curves jo in ing the t w o po int s . W e see t h a t th i s J - d i s t a n c e b e t w e e n t h e t w o p o i n t s 
var ies c o n t i n u o u s l y w i t h t h e po in t s . 

W e shall now define the J-distance b e t w e e n t w o curves gx a n d g2 of c lass 7 X 
T o t h a t e n d let u s regard p o i n t s o n gx a n d g2 as corresponding if t h e y d i v i d e gx 

a n d g2 in t h e s a m e rat io w i t h respec t t o t h e J - l e n g t h s of the ir arcs . W e n o w define 
t h e J-distance d (gx, g2) between gx and g2 a s t h e m a x i m u m of t h e J - d i s t a n c e s b e t w e e n 
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corresponding po in t s of gx and g2 p lus the abso lute va lue of the difference b e t w e e n 

t h e J - l e n g t h s of g1 a n d g2. 

If g 3 i s a th ird curve of class D1 w e h a v e t h e relat ion 

d (t/i, g3) á d (gv g2) + d (g2, g3). 

W i t h t h e a id of this re lat ion w e see that if g2 is suff ic iently near g3, t h a t is if ti (gf¡¡, g3) 

i s suf f ic ient ly small , d (g1; gz) wi l l differ arbitrari ly l i t t le from d (glt g3). Th i s sort 

of th ing i s n o w wel l k n o w n , deve loped , for e x a m p l e , in t h e works of M. Fréchet . 

N o w l e t gx be a n y restr icted curve . B y a neighborhood of gl on Q will be m e a n t a 

se t of res tr ic ted curves w h i c h includes all restr icted curves w i t h i n some small 

pos i t i ve d i s tance e oi gx. L e t A b e a subset of restricted curves o n Q. The curve gx 

wil l be cal led a limit curve of curves of A if there is a curve of A, other t h a n gu 

in e v e r y ne ighborhood of gv T h e boundary of A i s the set of restricted curves wh ich are 

l imi t curves of curves b o t h of A a n d Q — A. Open, c losed, and c o m p a c t sets A are 

n o w def ined in the usua l w a y . Part icular e x a m p l e s of c losed and c o m p a c t sets A are 

restr ic ted c o m p l e x e s a n d critical se t s of e x t r e m a l s . 

If A a n d B are a n y t w o se t s of restricted curves , d (A, B) wil l be defined as the 

inferior l imi t of the d i s tances b e t w e e n curves of A a n d B. If A and B are c losed and 

c o m p a c t , d (A, B) wil l be t a k e n o n b y at least t w o curves of A a n d B. The d is tance 

d (<7i, A) var ies cont inuous ly w i t h glt t h a t i s i t changes arbitrari ly l ittle if gt is 

replaced b y a restr icted curve suff ic iently near gx. 

L e t o b e a critical set of ex tremals on w h i c h J = c. Le t a and 6 b e t w o ordinary 

va lues of J b e t w e e n which there is no crit ical va lue of J other t h a n c. B y a neigh­

borhood N of er on t h e funct ional domain Q wil l be m e a n t a se t of restricted curves 

wi th in a smal l pos i t ive d i s tance of a. W e shal l t a k e N as open, t h a t is such t h a t w h e n 

y be longs t o N all t h e restr icted curves suff ic ient ly near y also belong t o 2V. W e a d m i t 

o n l y such ne ighborhoods of a as consist of curves whose d i s tances from other critical 

sets is b o u n d e d from zero. W e a lso suppose t h a t curves of N sat isfy t h e condi t ion 

a < J < b. 

I t wil l be conven ient t o s a y t h a t a restr icted curve for which J < c is below the 

critical value c. 

W e shall n o w introduce certain sets of / - cyc l e s on Q near the critical set a. T h e y 

serve t o characterize the basic topological propert ies of the d o m a i n J < c near a. 

I n def ining these se t s of cyc les t h e phrase " a m a x i m a l set of / - cyc les independent 

o n e t c . " wil l be used as an abbreviat ion for the phrase, "a set of / -cyc les which con­

ta ins t h e m a x i m u m number of / -cycles i n d e p e n d e n t wi th respect to bounding 

on e tc ." . 

Let 2V( and 2V be ne ighborhoods of <r w i t h N1cN. 
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A / - cyc l e o n TVX b e l o w c, b o u n d i n g o n TVX b u t n o t b o u n d i n g o n TV be low c, wi l l be 

ca l led a spannable c y c l e corresponding t o TV a n d N1 (wr i t ten corr. TV TVX). A / - cyc l e 

o n TVj i n d e p e n d e n t o n TV of / - c y c l e s b e l o w c wil l b e ca l led a critical cyc le corr. TV Nx. 

F o r su i tab le choices of TV a n d Nt w e shal l see t h a t t h e fo l lowing m a x i m a l s e t s of 

/ - cyc l e s e x i s t (are f in i te) . 

The set (a)j. A maximal set of spannable j-cycles corr. TV TVj, independent on TV 

below c. 

The set (c)¿. A maximal set of critical j-cycles corr. TV Nlt independent on TV of 

j-cycles on TV below c. 

W e n o w s t a t e a bas ic t h e o r e m . 

Theorem 6. There exists a fixed neighborhood N* of o and corresponding to each 

neighborhood TV c TV * a neighborhood M (TV) cz TV with the following property. 

Corresponding to any two choices of the pair of neighborhoods TV Nx satisfying the 

there exist common maximal sets of spannable or critical k-cycles on any arbitrarily 

small neighborhood of a. 

W e shall t erm three ne ighborhoods TVoTVTVj admissible if TV N1 sat i s fy (6.1) , 

a n d TV0TV also sat i s fy (6.1) as a n ins tance of TV Nx in (6 .1) . W e a d m i t o n l y such 

pairs of ne ighborhoods TV TVX as be long t o an admissible triple. W e abbrev ia te t h e 

phrase "corresponding t o a n admiss ib le pair of ne ighborhoods TV TV/' b y wr i t ing i t 

in t h e form corr. TV TVt. 

7. Classification of cycles of Ü on J <b. S u p p o s e n o w t h a t o i s t h e se t of all criti­

cal e x t r e m a l s a t w h i c h J = c. A spannable fc-cycle corr. TV TV¡ w h i c h does n o t b o u n d 

be low c wil l be t e r m e d newly bounding corr. TV TV,, a n d a spannab le cyc le w h i c h b o u n d s 

be low c a linkable cyc le corr. TV TV1. W e see t h a t a m a x i m a l se t (a)t of s p a n n a b l e 

^-cycles c a n be m a d e u p of a m a x i m a l se t (l)k of l inkable fc-cycles i n d e p e n d e n t on 

TV be low c, toge ther w i t h a m a x i m a l s e t (b)k of n e w l y b o u n d i n g ^-cycles i n d e p e n d e n t 

o n TV be low c of l inkable fc-cycles. 

L e t lk^ be a n y l inkable (k — 1) - c y c l e corr. TV Nr. W e h a v e 

(7.0) V ' -> h-i be low c 

where Xk" is a ^ -complex o n i 2 . B u t w e also h a v e 

conditions 

(6.1) TVcTV* 

o n TV, 
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A se t of fc cyc les \X)k l inking t h e respect ive ( fc— l ) -cyc les of a m a x i m a l s e t of 

l inkable (fc — l ) -cyc les corr. N Nx will be cal led a maximal set of linking k-cycles 

corr. N Nv 

A fc-cycle be low c independent below c of t h e n e w l y bounding fc-cycles corr. N Nx 

wil l b e ca l led a n invariant fc-cycie c o i r . N Nx. B y a m a x i m a l set (i)¡¡. of invar iant 

fc-cycles corr. N Nx i s m e a n t a se t of such fc-cycles, independent be low c of n e w l y 

b o u n d i n g fc-cycles corr. N Nv 

W e n o w s t a t e t h e basic t h e o r e m . 

Theorem 7 .1 . A maximal set of restricted k-cycles on J < b is afforded by maximal 

sets of linking, critical, and invariant k-cycles corr. N Nx. 

W e a l so h a v e t h e fo l lowing. 

In case c is an absolute minimum of J, and b separates c from the other critical values 

of J, then a maximal set of restricted k-cycles on J <b is afforded by the critical 

k-cycles corr. N Nx. 

8. The existence of critical extremals. R e l a t i v e t o the critical value c we shal l call 

a fc-cycle a new fc-cycle if i t is independent o n J < b of cyc les on J < a. W e shall 

cons ider m a x i m a l sets of n e w fc-cycles i n d e p e n d e n t on J < b of fc-cycles on J < a. 

B y v ir tue of Theorem 7.1 such a m a x i m a l s e t wil l be afforded b y a m a x i m a l se t of 

crit ical fc-cycles corr. N Nx a n d l inking fc-cycles corr. N N Nv 

R e l a t i v e t o t h e critical va lue c we shall call a fc-cycle newly bounding if it l ies on 

J < a, is bound ing o n J < b, b u t non-bounding on J < a. W e shall consider m a x i m a l 

s e t s of n e w l y bound ing fc-cycles independent on J < a but bounding on J < b. 

Accord ing t o T h e o r e m 7.1 such a m a x i m a l se t wil l be afforded b y a m a x i m a l set of 

n e w l y b o u n d i n g fc-cycles corr. N Nv 

T h e n u m b e r of cyc les in a m a x i m a l set of n e w fc-cycles depends upon more than 

t h e ne ighborhood of o. The s a m e i s true of t h e n u m b e r of cyc les in a m a x i m a l set of 

n e w l y b o u n d i n g (fc — l ) -cyc les . I t is a remarkable fact however t h a t the sum of the 

t w o preceding n u m b e r s depends only u p o n t h e nature of J neighboring a, in fact 

i s t h e n u m b e r of cyc les in a m a x i m a l set of critical fc-cycles, and a m a x i m a l se t of 

spannab le ( fc— l ) -cyc les . Moreover this s u m is addi t ive for t h e separate critical 

s e t s . W e are t h u s led t o the fol lowing def init ion. 

The fcth type number M of a critical set a shall be defined as the number of cycles in 

the corresponding maximal sets of critical k-cycles and spannable (fc — \)-cycles corr. 

N Nv 

The fcth t y p e n u m b e r of a s u m of critical se t s will be defined as the s u m of the 

respect ive t y p e n u m b e r s of t h e c o m p o n e n t se t s . 

W e s t a t e the fo l lowing principal theorem. 

Theorem 8. Let N0NX . . . be the type number sums for all critical sets of extremals, 
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and let P0P1 ... be the connectivities of the function space Q. If the numbers Nf are 
finite they satisfy the infinite set of inequalities. 

If all of the integers TVj are finite fori < r + 1 the first r + 1 relations in (A) still 
hold. 

F u r t h e r deta i l s a n d e x t e n s i o n s wil l b e g i v e n in t h e Col loquiom Lectures b y t h e 
author . 

1. Tonelli, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni. 
2. Signorini, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, voi. 33 (1912) pp. 187—193. Hero 

broken geodesies are used in the quest for a minimum. 
3. Birkhoff, Dynamical Systems. American Mathematical Society Colloquium Publications, 

vol. 9. Birkhoff's minimum and minimax methods are developed here. 
4. MM. Lusternik et Schnirelmann, Topological Methods in Variational Problems. Research 

Institute of Mathematics and Mechanics Gosizdat Moscow (1930). Here a topological theory of critical 
points of functions is developed. Specific results in the calculus of variations are confined mostly to the 
problem of the closed geodesic on the image of the 2-sphere. 

5. Morse, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 27 (1925), pp. 345—396. 
6. Morse, Ibid vol. 30 (1928), pp. 213—274. 
7. Morse, Ibid vol. 31 (1929), pp. 379—404. 
8. Morse, Ibid v o l . 3 2 (1930), pp. 599—631. 
9. Morse, Ibid vol. 33 (1931), pp. 72—91. 
10. Morse, Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 15 (1929), pp. 856—859. Extremal 

chords, and periodic extremals. 
11. Morse, Annals of Mathematics, vol. 32 (1931), pp. 549—566. 
12. Morse, Calculus of Variations. American Mathematical Society Colloquium Publications. 

Not yet published. 
13. Lefschetz, Topology. American Mathematical Society Colloquium Publications. 
14. Eisenhart, Riemannian Geometry. 
15. Osgood, Funktionentheorie II . 
16. Ponincaré, Liouville Journal 4*1' series, vol. 1 (1885) pp. 167—244. The equality in the case 

n = 2 was used by Poincaré. 

(A) 
N0 

— 

N0^P0 

N2>P0 

Pi 
Pi + P*-
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Hyperkomplexe Systeme in ihren Beziehungen zur 

kommutativen Algebra und Zahlentheorie 

Von Emmy Noether, Göttingen 

1. D i e Theorie der h y p e r k o m p l e x e n S y s t e m e , der Algebren, h a t in den letzten 
J a h r e n e inen s tarken A u f s c h w u n g g e n o m m e n ; aber erst in al lerneuester Zeit i s t die 
B e d e u t u n g dieser Theorie für k o m m u t a t i v e Frages te l lungen klar geworden. Über 
diese B e d e u t u n g des N i c h t k o m m u t a t i v e n für das K o m m u t a t i v e m ö c h t e ich heute 
ber ichten: u n d zwar will ich das i m e inze lnen verfolgen an zwei klass ischen, auf 
Gauss zurückgehenden Frages te l lungen , d e m Hauptgesch lecht s sa tz und d e m eng 
d a m i t v e r b u n d e n e n N o r m e n s a t z . D i e s e Frages te l lungen h a b e n s ich i m Laufe der 
Zeit in ihrer Formul ierung i m m e r wieder g e w a n d e l t : bei Gauss tre ten sie auf als 
Absch luss seiner Theorie der quadrat i schen F o r m e n ; d a n n spielen sie eine wesent ­
l iche Rol l e in der Charakteris ierung der relat iv zykl i schen und abelschen Zahl­
körper durch die Klassenkörpertheorie , u n d schliessl ich lassen sie s ich aussprechen 
als S ä t z e über A u t o m o r p h i s m e n u n d über das Zerfallen von Algebren, u n d diese 
le tz tere Formul i erung g ibt dann zugle ich e ine Über tragung der Sätze auf beliebige 
re lat iv galo issche Zahlkörper. 

Mit dieser Skizze , die ich später ausführen werde, m ö c h t e ich zugle ich das Prinzip 
der A n w e n d u n g des N i c h t k o m m u t a t i v e n auf das K o m m u t a t i v e er läutern : Man sucht 
vermöge der Theorie der Algebren invariante und einfache Formulierungen für bekannte 
Tatsachen über qtiadratische Formen oder zyklische Körper zu gewinnen, d. h. solche 
Formulierungen, die mir von Struktureigenschaften der Algebren abhängen. Hat man 
einmal diese invarianten Formulierungen bewiesen — u n d das ist in den oben angege­
benen Be isp ie len der Fal l - so ist damit von selbst eine Übertragung dieser Tatsachen 
auf beliebige galoissche Körper gewonnen. 

2. Vor einer Einze lausführung m ö c h t e i ch noch e inen a l lgemeinen Überbl ick über 
die versch iedenen Methoden und die wei teren R e s u l t a t e geben . Vorerst is t zu be­
merken , dass die Hauptschwier igke i t in der Gewinnung der Formul ierung für all­
geme ine galo issche Körper l iegt , wozu ohne die h y p e r k o m p l e x e Methode gar kein 
A n s a t z p u n k t v o r h a n d e n war; in den angeführten Beispie len ist der zugrunde 
l iegende Ü b e r g a n g z u m N i c h t k o m m u t a t i v e n g e w o n n e n durch die gleichzeitige 
Betrachtung von Körper und Gruppe v e r m ö g e des „verschränkten P r o d u k t s " und 
seiner Mul t ip l ikat ionskonstanten , der „ F a k t o r e n s y s t e m e " (vgl. 3). Man erhält so 
e ine e infache normale Algebra über d e m Grundkörper u n d jede so lche Algebra i s t im 
wesent l i chen so erzeugbar. Solche verschränkte P r o d u k t e s ind zuerst v o n Dickson 
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betrachte t w o r d e n 1 ) , w ä h r e n d s ich d ie Theor ie der F a k t o r e n s y s t e m e durch Speiser, 
Schur , R . B r a u e r 2 ) v o n g a n z a n d e r e m A u s g a n g s p u n k t her e n t w i c k e l t h a t t e , v o n der 
F r a g e der abso lu t irreduziblen D a r s t e l l u n g e n . E r s t d u r c h die V e r s c h m e l z u n g beider 
Theor ien l iess s ich e in g e n ü g e n d e infacher u n d we i t re i chender A u f b a u erzie len, u m 
k o m m u t a t i v e F r a g e n d a m i t angrei fen z u k ö n n e n 3 ) . 

D a b e i ergeben s ich zugle ich a u c h für b e k a n n t e T a t s a c h e n n e u e u n d durch­
s icht ige B e w e i s e : i ch m ö c h t e hier auf e i n e n b a l d in d e n M a t h . A n n . er sche inenden 
h y p e r k o m p l e x e n B e w e i s des Rez iproz i tä t sge se t ze s für z y k u s c h e Kö rper h inwe i sen , 
den H . H a s s e g e g e b e n h a t 4 ) , v e r m ö g e e iner i n v a r i a n t e n F o r m u l i e r u n g se ines N o r m e n -
res t symbo l s , auf der Theor ie d e s v e r s c h r ä n k t e n P r o d u k t s beruhend . U n d we i t er auf 
e ine h y p e r k o m p l e x e B e g r ü n d u n g der Klassenkörpertheor ie i m K l e i n e n , auf der­
se lben Grundlage beruhend , d ie neuerd ings C. C h e v a l l e y g e g e b e n hat , w o b e i aber 
n o c h n e u e a lgebraische S ä t z e über F a k t o r e n s y s t e m e z u e n t w i c k e l n w a r e n 5 ) . Zugle ich 
m u s s i ch aber d o c h e inschränkend b e m e r k e n , dass d ie M e t h o d e der v e r s c h r ä n k t e n 
P r o d u k t e a l le in a l l em A n s c h e i n n a c h nicht d ie vo l l e Theor ie der ga lo i s schen Zahl­
körper ergibt . D a s fo lg t a u s n e u e n n o c h unpubl i z i er ten R e s u l t a t e n v o n Art in , die a n 
d e n ob igen B e w e i s v o n H a s s e i m S i n n d e s a n g e g e b e n e n Pr inz ips anschl iessen , aber 
nur A n z a h l g l e i c h h e i t e n a n Ste l l e v o n v o l l e n I s o m o r p h i e s ä t z e n ergeben. 

M e t h o d e n , d ie e ine vo l l e I s o m o r p h i c - al lerdings Operator isomorphie - ergeben , 
h a t m a n n u n s c h o n i m Algebra i schen . E s h a n d e l t s ich u m die For t führung v o n 
A n s ä t z e n v o n A . Spe i ser 6 ) u n d zwar u m die Auf fassung d e s ga lo i schen Körpers als 
„ G a l o i s m o d u l " , d. h. a ls e ines Modul s n a c h d e m Grundkörper , der die S u b s t i t u t i o n e n 
der ga lo i s schen Gruppe als Operatoren g e s t a t t e t . U n d e s b e s t e h t Operator i somorphie 
zwi schen Körper u n d Gruppenr ing (Gruppenalgebra) in d e m Sinn , dass e indeut iges 
E n t s p r e c h e n zwi schen d e n E l e m e n t e n s t a t t h a t derart , dass Linearformen n a c h d e m 
Grundkörper s ich en t sprechen , u n d dass d e n S u b s t i t u t i o n e n der ga lo i s schen Gruppe 
im Körper die Mul t ip l ikat ion i m Gruppenring zugeordne t i s t . D i e s e n v o n mir aufge-

*) Vgl. sein Buch „ A l g e b r e n u n d i h r e Z a h l e n t h e o r i e " , Zürich 1927, § 34. 
2 ) Vgl. etwa R. Brauer „ U n t e r s u c h u n g e n ü b e r d i e a r i t h m e t i s c h e n E i g e n s c h a f t e n 

v o n G r u p p e n l i n e a r e r S u b s t i t u t i o n e n " , und die dort Anm. 2 angegebene Literatur, Math. 
Ztschr. 28 (1928). 

3 ) Diesen Aufbau habe ich zuerst in einer Vorlesung Winter 1929/30 entwickelt, wiedergegeben in 
Kap. 2 von H. Hasse T h e o r y of c y c l i c a l g e b r a s , Transac, 134 (1932). Über das ganze in dem 
Vortrag behandelte Gebiet orientiert ein Bericht von M. Deuring über hyperkomplexe Zahlen 
und zahlentheoretische Anwendungen, der in der Sammlung , , E r g e b n i s s e d e r M a t h e m a t i k " er­
scheinen soll. 

4) H. Hasse, D i e S t r u k t u r d e r R . B r a u e r s c h e i i A l g e b r e n k l a s s e n g r u p p e ü b e r e i n e m 
a l g e b r a i s c h e n Z a h l k ö r p e r (insbesondere Normenrestsymbol und Reziprozitätsgesetz). Math. 
Ann. 107 (1932/33). 

5) C. Chevalley, S u r l a t h é o r i e d u s y m b o l e d e r e s t e s n o r m i q u e s ; wird im J. f. Math. 169 
erscheinen. 

•) A. Speiser, G r u p p e n d e t e r m i n a n t e u n d K ö r p e r d i s k r i m i n a n t e . Math. Ann. 77 (1916). 
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s te l l t en S a t z 7 ) h a t M. Deur ing bewiesen 8 ) , der darauf e inen B e w e i s der galoisschen 

Theorie gegründet ha t , wobei die Operatorisomorphie d ie Zuordnung von Gruppe 

u n d Körper realisiert. Wei tergehende Struktursätze - ebenfal ls v o n Deur ing -

laufen formalen T a t s a c h e n der Art inschen L - R e i h e n parallel u n d ergeben e inen 

s trukturmäss igen Z u g a n g zu d e n Art inschen Führern. Diese Art inschen L - R e i h e n 

u n d F ü h r e r 9 ) , die m i t a l lgemeinen Gruppencharakteren gebi ldet s ind, s t ehen neben 

Speiser 6 ) d ie erste Verb indung v o n Zahlentheorie u n d Darste l lungstheorie dar, e inen 

ers ten Vors toss über die abe l schen Körper h inaus . Sie h a b e n der ganzen E n t w i c k ­

lung e inen s tarken I m p u l s gegeben , insbesondere h a t s ich die Theorie der Galois-

m o d u l n daran orientiert . 

3 . I c h m ö c h t e j e t z t die a n die Spi tze ges te l l t en Probleme , N o r m e n s a t z und 

H a u p t g e s c h l e c h t s a t z i m e inze lnen verfolgen. Zuerst die Definition des verschränkten 

Produkts : E s sei Kfk e in galoisscher Körper w-ten Grads, & seine Gruppe. D a s ver­

schränkte P r o d u k t b e d e u t e t e ine g le ichzei t ige E i n b e t t u n g v o n K u n d ® in eine 

Algebra A derart, dass die A u t o m o r p h i s m e n v o n K innere werden . E s m ö g e n 

us¡, USII S y m b o l e bedeuten , die d e n n Gruppene lementen entsprechen; dann 

se t z t m a n A zuerst als Linearformenmodul v o m R a n g n n a c h K a n : 

(1) A = usK - j - . . . -f- uSitK (d. h . A b e s t e h t aus al len Linearformen % « i + • • • 

+ us«an n ü t ai bel iebig in K). 

V e r m ö g e der Forderung des inneren A u t o m o r p h i s m u s - erzeugt durch die 

us, a l lgemeiner usK*10) - wird A z u e inem R i n g , also zu einer Algebra v o m R a n g n2 

über k. D i e Forderung drückt s ich näml ich aus durch 

(2) M S

_ 1 Z M Ä = zSu) oder zus = usz
s für jedes z aus K. 

(3) usuT = uST a S T m i t as T in K * 

(4) a S T R a f y = a S T B a T R (Assoz iat ivgesetz aus [usuT] uR = us [uTuR]) 

A he iss t das verschränkte P r o d u k t v o n K m i t @ bei F a k t o r e n s y s t e m as, T: m a n 

beweist , dass A e ine e infache normale Algebra über k wird, also e in Matrizenring 

r-ten Grads Dr über der zugeordneten Div i s ionsa lgebra D, u n d dass K max imaler 

k o m m u t a t i v e r Unterkörper , a lso Zerfäl lungskörper wird (d. h. die Erwei terung des 

Koeff iz ientenbere ichs k mi t e i n e m zu K i somorphen Körper ergibt e ine zerfallende 

Algebra, e inen vo l len Matrizenring über d e m Zentrum) . U m g e k e h r t g ib t es zu vor-

') E. Noether, N o r m a l b a s i s b e i K ö r p e r n o h n e h ö h e r e V e r z w e i g u n g , Satz 3, J. f. Math. 167 
(1932) (der Beweis enthält eine Lücke). 

s) M. Deuring, G a l o i s s c h e T h e o r i e u n d D a r s t e l l u n g s t h e o r i e . Math. Ann. 107(1932). 
9) E. Artin, Ü b e r e i n e n e u e A r t v o n L - R e i h e n , Math. Sem. Hamburg 3 (1924). Zur T h e o r i e 

d e r L - R e i h e n m i t a l l g e m e i n e n G r u p p e n c h a r a k t e r e n , ebenda, 8 (1931). D i o g r u p p e n ­
t h e o r e t i s c h e S t r u k t u r d e r D i s k r i m i n a n t e n a l g e b r a i s c h e r Z a h l k ö r p e r , J. f. M. 164 (1931). 

10) K* entsteht aus K durch Weglassung der Null; diese Bezeichnung wird allgemein benutzt. 
n ) jS bedeutet wie üblich das durch die Substitution S aus z entstehende Element. 
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gegebener Div i s ionsa lgebra D i m m e r Matr izenringe Dr, d ie auf d ie a n g e g e b e n e 
Ali; a ls v e r s c h r ä n k t e s P r o d u k t erzeugbar s ind . 

G e h t m a n v o n us z u vs — ugcs m i t cs in K * über , w a s dense lben A u t o m o r p h i s ­
m u s erzeugt , s o e n t s t e h e n „assoz i i er te" F a k t o r e n s y s t e m e . 

(5) 0,S,T = C [ S , T C S C T / C S 2 " 

Assoz i ier te F a k t o r e n s y s t e m e w e r d e n in e ine K l a s s e (a) z u s a m m e n g e f a s s t , e b e n s o 
fass t m a n alle zu^4 ähn l i chen Algebren , d . h . a l l e Dr m i t r = 1, 2 , . . . in e ine K l a s s e n 
z u s a m m e n . Die Klassen 91 und (a) entsprechen sich ein-eindeutig : die Klassen mit 
festem Zerfällungskörper K bilden gegenüber direkter Produktbildung eine abelsche 
Gruppe, die isomorph ist dem gliedweisen Produkt der Klassen von Faktorensystemen. 
Einselement ist die zerfallende Algebrenklasse bezw. das System aller Transformations-
grossen c%cTjcST. E s h a n d e l t s ich u m die v o n R . Brauer b e m e r k t e Gruppe der 
Algebrenklassen . 

4. I c h wil l j e t z t durch Spezialisierung auf zyklische Zerfällungskörper auf d e n 
Z u s a m m e n h a n g m i t d e m Normbegriff k o m m e n , u n d d a m i t auf d i e F o r m u l i e r u n g d e s 
vera l lgemeinerten Normensatzes n a c h d e m z u A n f a n g ause inandergese tz t en Pr inz ip . 
I s t Z zyk l i sch , S e ine erzeugende S u b s t i t u t i o n seiner Gruppe - die zugehör ige A lgebra 
wird d a n n als zyk l i sch beze i chne t - so k a n n m a n d e n P o t e n z e n v o n S die P o t e n z e n 
v o n u en t sprechen lassen , a l so 

(1') A =Z + uZ+ . . . + un-xZ 
(2') zu = uzs 

(3') un = a 
(4') a l iegt i m Grundkörper k* 
( 5 ) a = a-N (c), w e n n v = uc ge se tz t . 

J e d e s F a k t o r e n s y s t e m b e s t e h t also hier aus e i n e m e inz igen i m Grundkörper ge­
l egenen E l e m e n t a - B e z e i c h n u n g A = (a, Z)-; die E insk lasse der F a k t o r e n s y s t e m e 
i s t durch die Normen aus Z * g egeben , die Gruppe der Algebrenklassen wird i s o m o r p h 
der F a k t o r g r u p p e k*/N (Z*). E i n e zyk l i sche Algebra (a, Z) zerfällt a l so d a n n u n d 
nur d a n n , w e n n a N o r m e ines E l e m e n t s aus Z. D ieser Z u s a m m e n h a n g zwi schen 
N o r m u n d Zerfal len g i b t die Formul i erung des „ N o r m e n s a t z e s " , n ä m l i c h d e n 
Satz über die zerfallenden Algebren : Zerfällt eine Algebra an jeder Stelle, so zerfällt sie 
schlechthin. D a b e i ist die „ S t e l l e " , wie in der Zahlentheor ie übl ich, dadurch definiert , 
dass der Grundkörper k durch se ine p-adische Erwe i t erung kp erse tz t wird , w o p e in 
Pr imidea l aus k (bezw. den end l i chv ie l en unend l i ch en Ste l l en e n t s p r e c h e n d , dass k 
und se ine K o n j u g i e r t e n m i t d e m Körper der reel len Zahlen erwei tert w e r d e n ) . 

I n der T a t ist darin der N o r m e n s a t z für zyk l i sche Kö rper e n t h a l t e n . D e n n für 
zyk l i sche Algebren (a, Z) i s t n a c h d e m o b e n g e s a g t e n der Sa tz g l e i c h b e d e u t e n d m i t 
der A u s s a g e : I s t a an jeder (endl ichen oder unendl i chen) Ste l le p-adische N o r m , so 
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i s t a N o r m einer Zahl aus Z, oder ohne Ü b e r g a n g z u m p-adischen : Ist a Normenrest 
nach jedem Primideal p aus k (und genügt gewissen Vorzeichenbedingungen), so ist a 
Norm einer Zahl aus Z. D i e s e le tz tere F a s s u n g ist aber der N o r m e n s a t z , der in der 
Klassenkörpertheor ie bewiesen wird, unter B e n u t z u n g der b e k a n n t e n analyt i schen 
Hi l f smi t te l . U n d der B e w e i s des a l lgemeinen Satzes über zerfal lende Algebren lässt 
s ich aus d i e sem zykl i schen Spezialfall durch rein algebraisch-ari thmetische Be­
t r a c h t u n g e n g e w i n n e n 1 2 ) . E i n e erste wicht ige Fo lgerung h a t H a s s e gezogen: Jede 
einfache normale Algebra über einem algebraischen Zahlkörper ist zyklisch. A u f der 
S u c h e n a c h e i n e m B e w e i s dieser lange v e r m u t e t e n Tat sache e n t s t a n d die a l lgemeine 
Formul ierung . 

5. E i n e zwe i t e Fo lgerung aus d e m Satz über zerfal lende Algebren - wieder m i t 
rein a lgebraisch-ar i thmet ischen Schlussweisen - ist der a n d ie Spitze ges te l l te 
Hauptgeschlechtssatz13). Se ine invar iante Formul ierung beruht auf der Tatsache , 
dass die das verschränkte P r o d u k t def inierenden R e l a t i o n e n (2) bis (5) rein mult ip l i -
k a t i v s ind, a l so s innvol l b le iben, w e n n K * durch eine abelsche Gruppe 3 ersetzt wird, 
die nur der B e d i n g u n g genügt , dass ihre A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e eine zu ® iso­
m o r p h e U n t e r g r u p p e enthä l t . A n Stel le v o n (1) tr i t t d a n n die „Erwei terung v o n ® 
m i t 3 " i m S inne der Gruppentheorie . N i m m t m a n für 3 die Gruppe aller Idea le aus 
K, so w e r d e n also die F a k t o r e n s y s t e m e S y s t e m e v o n Idea len; e ine Klassene inte i lung 
in 3 induziert e ine Klassene in te i lung für die F a k t o r e n s y s t e m e , u n d zwar wird das im 
al lgemeinen e ine feinere Idealk lassene inte i lung , als die ursprüngliche. D e n n die 
Forderung , dass die Mult ip l ikat ion der us m i t (absoluten) Idealk lassen e indeut ig ist , 
s a g t nur aus , dass die Transformat ionsgrössen c^cT/cST - die Einsklasse der Ele ­
m e n t f a k t o r e n s y s t e m e — in der Einsklasse der Idea l faktorensys teme hegen. Tat ­
sächl ich g e n ü g t aber, w ie die Spezial is ierung auf die bekannten Fä l le zeigt, schon 
e ine e t w a s weniger feine E inte i lung . I c h definiere : In die Einsklasse der Faktoren­
systeme werden diejenigen Elemente as, T gerechnet, die an allen (endlichen und un­
endlichen) Verzweigungsstellen von K zerfallende Algebren erzeugen. Die so ent ­
s t ehende Erwe i t erung v o n ® werde mi t ® * beze ichnet ; (c) bedeute die abso lute 
Idealk lasse v o n c. D a n n laute t d ie 

Invariante Formulierung des Hauptgeschlechtssatzes : Entsteht bei der so definierten 
Klasseneinteilung durch die Substitution vs = us(cs) ein Automorphismus von ® * -
alle diese (c s) bilden das Hauptgeschlecht -, so ist der Automorphismus ein innerer 
und wird durch eine Idealklasse (í>) erzeugt. 

D i e b e k a n n t e n Spezialfäl le fo lgen aus einer g le ichwert igen, e t w a s mehr expl iz i ten 
Formul ierung: Gehören die aus den Idealklassen (cs) gebildeten Transformations-

12) R. Brauer, H. Hasse, E. Noether, B e w e i s e i n e s H a u p t s a t z e s in d e r T h e o r i e d e r A l ­
g e b r e n . J. f .M. 167 (1932). 

1 3 ) Der Beweis soll in den Math. Ann. erseheinen. 
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grossen (c£) (c r ) / (c O T ) der Einsidealklasse der Faktorensysteme an, so gibt es eine Ideal­
klasse (b), derart, dass die ( c s ) symbolische (1-S)te Potenzen werden: (cs) = (&) / ( b s ) 
für alle S aus @. D e n n die V o r a u s s e t z u n g d r ü c k t gerade d ie A u t o m o r p h i s m e n e i g e n -

schaf t a u s ; d ie T a t s a c h e , dass dieser e i n innerer, d r ü c k t s i ch a u s durch v s = ( B ) - 1 

us{l) = UsW1-*1 = us(cs). 
D i e SpeziaUsierung auf d e n z y k l i s c h e n F a l l erg ibt a l so (unter B e a c h t u n g der 

N o r m i e r u n g ) : L i e g t ^ ( [c ] ) in der E ins idea lk lasse der F a k t o r e n s y s t e m e , s o w i r d (t) 

s y m b o l i s c h e ( l - S ) t e P o t e n z : (c) = ( b ) 1 _ s . 

6. U m v o n hier a u s auf d ie b e k a n n t e F a s s u n g für zyk l i s che K ö r p e r u n d quadra­

t i s c h e F o r m e n z u ge langen , b e m e r k e i ch vorerst , d a s s der S a t z für d ie v o l l e n Idea l ­

k las sen ausgesprochen i s t , s e in I n h a l t aber derse lbe b le ibt , w e n n m a n s ich w i e üb l i ch 

auf z u d e n Verzwe igungss t e l l en pr ime I d e a l e beschränkt . 

D a m i t g e h t aber d a s hier def inierte H a u p t g e s c h l e c h t für quadrat i sche K ö r p e r in 

d a s Gausssche über ; d e n n d e n Idea lk las sen e n t s p r e c h e n die q u a d r a t i s c h e n F o r m e n , 

d e n N o r m e n der K l a s s e n d ie durch die F o r m e n darste l lbaren Zahlen . D a s s d ie E i n s ­

k lasse d ie a n d e n Verzwe igungss t e l l en v o n K zerfa l lenden A l g e b r e n erzeugt , he i s s t 

a l so dass d iese dars te l lbaren Zahlen a n d e n Verzwe igungss t e l l en quadrat i sche R e s t e 

werden; d ie zugehör igen F o r m e n bes i t zen s o m i t d e n Tota l charakter der H a u p t f o r m , 

b i lden also d a s Gausssche H a u p t g e s c h l e c h t . D a s s die ( l - $ ) t e s y m b o l i s c h e P o t e n z in 

d ie D u p l i k a t i o n übergeht , i s t b e k a n n t . 

F ü r zyk l i sche K ö r p e r g e h t die F a s s u n g i n die fo lgende über : D a s H a u p t g e s c h l e c h t 

b e s t e h t aus a l len Idea lk lassen , deren N o r m e n a n d e n (endl ichen u n d u n e n d l i c h e n ) 

Verzwe igungss t e l l en N o r m e n r e s t e werden . D a s i s t aber b e k a n n t l i c h g l e i c h b e d e u t e n d 

m i t „ N o r m e n r e s t n a c h d e m Führer" , u n d s o m i t e n t s t e h t der übl iche Sa tz als 

Spez i al is ierung. 

Ü b r i g e n s k a n n m a n auch i m a l lgemeinen F a l l beheb iger galo isscher K ö r p e r e inen 

nur a u s d e n Verzwe igungss t e l l en z u s a m m e n g e s e t z t e n Führer e inführen derart , dass 

bei N o r m i e r u n g der F a k t o r e n s y s t e m e für j ede dieser Ste l l en , der Strahl nur E l e m e n t e 

der E insk las se e n t h ä l t . 

H i e r e n t s t e h t die F r a g e n a c h d e m Z u s a m m e n h a n g m i t d e n i m Ü b e r b l i c k 2 er­

w ä h n t e n A r t i n s c h e n Führern , die ja a u s d e n s e l b e n P r i m i d e a l e n z u s a m m e n g e s e t z t 

s ind; u n d d a m i t d ie F r a g e n a c h d e m Z u s a m m e n h a n g m i t der Theorie der Galois-

m o d u l n , der z w e i t e n h y p e r k o m p l e x e n M e t h o d e . W i e w e i t d iese b e i d e n M e t h o d e n 

re ichen werden , m u s s erst die Zukunf t ze igen . 
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Fastperiodische Funktionen einer komplexen 

Veränderlichen 

Von Harald Bohr, Kopenhagen 

I n der a n a l y t i s c h e n Zahlentheor ie b e g e g n e t m a n einer Klasse v o n unendl ichen 
R e i h e n , w e l c h e u n s in verschiedener H i n s i c h t e in interessantes u n d eigenart iges 
Be i sp ie lmater ia l gel iefert h a b e n , u n d we lche deshalb sowohl für d e n al lgemeinen 
A u f b a u der Theorie der a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n , a ls auch für die E n t w i c k l u n g der 
L e h r e v o n d e n unend l i chen R e i h e n e ine b e d e u t s a m e Rol l e gespie l t haben . I c h denke 
a n d ie s o g e n a n n t e n Dirichletschen Reihen. U n t e r einer Dir ich le t schen R e i h e i m 
engeren S i n n e v e r s t e h t m a n bekannt l i ch e ine unendl iche R e i h e der F o r m 

i n* ! 

w o s = CT + i t die k o m p l e x e unabhäng ige Veränderl iche bedeute t . D a s Konvergenz ­
g e b i e t e iner so lchen R e i h e i s t e ine rechte H a l b e b e n e begrenzt v o n einer vert ika len 
Geraden a — a, u n d innerhalb dieser H a l b e b e n e s te l l t die R e i h e e ine analyt i sche 
F u n k t i o n / (s) dar. A l s H a u p t v e r t r e t e r d ieses R e i h e n t y p u s i s t d ie berühmte R i e ­
m a n n s c h e Zeta funkt ion f (s) = E —- anzusehen , welche d ie Pr imzahlentheor ie 

w n" 
beherrscht . 

D i e Theorie der Dir ich le t schen R e i h e n i s t bekannt l i ch durch die Arbeit v ie ler 
Forscher e ingehend untersucht u n d w e i t ausgedehnt . E i n e Frage aber war durch 
längere Z e i t nur sehr u n g e n ü g e n d aufgeklärt , näml ich die Frage , welche Funktionen 
f (s) sich in Dirichletsche Reihen entwickeln lassen, oder, w a s d a m i t eng z u s a m m e n ­
h ä n g t , d ie F r a g e n a c h einer g e n a u e n Charakteris ierung der a s y m p t o t i s c h e n E i g e n ­
s c h a f t e n e iner durch e ine Dir ich le t sche R e i h e dargeste l l ten F u n k t i o n . E s i s t diese 
F r a g e , w e l c h e den A u s g a n g s p u n k t für die Theor ie der fastper iodischen F u n k t i o n e n 
e iner k o m p l e x e n Veränder l ichen gebi ldet ha t . I m Laufe der U n t e r s u c h u n g ze ig te es 
s ich aber — w i e es so oft be i der B e h a n d l u n g v o n Fragen al lgemeinerer Art gesch ieht -
d a s s d ie F r a g e zunächs t al lzu e n g ges te l l t war , u n d dass e ine wesent l i ch freiere und 
w e i t e r g e h e n d e Prob lemste l lung nöt ig war, u m eine e infache u n d befriedigende 
L ö s u n g des P r o b l e m s z u ermögl ichen . 

I n e iner gewöhnl i chen Dir ich le t schen R e i h e Ean e - 1 0 « " - " i s t jedes e inze lne 
Gl i ed v o n der F o r m aex* m i t e i n e m reel len À u n d i s t somi t e ine periodische F u n k -

2 71. 
t i o n v o n s m i t einer rein imag inären Per iode - r - i . D i e Forderung , dass die A' s 

13' 195 



Grosse Vorträge 

196 

b e s t i m m t e , i m v o r a u s g e g e b e n e Grössen se in so l l ten , in u n s e r e m F a l l g e r a d e d ie 
Zah len — log n, m u s s t e m a n aber z u n ä c h s t g a n z fa l len las sen u n d s ich d a s a l l g e m e i n e 
P r o b l e m s te l l en , w e l c h e F u n k t i o n e n / (s) s ich in e ine R e i h e der F o r m 

e n t w i c k e l n l a s sen , w o b e i d ie X' s völlig beliebige reelle Zahlen sind. 
R e i h e n der a l l g e m e i n e n F o r m E a„ e *n " s ind j a s c h o n früher u n t e r d e m 

N a m e n „ a l l g e m e i n e Dir i ch le t sche R e i h e n " e i n g e h e n d u n t e r s u c h t u n d ihre A n a l o g i e 
m i t d e n D i r i c h l e t s c h e n R e i h e n i m engeren S inne k large legt . D a b e i aber w a r über d i e 
E x p o n e n t e n Xn i m m e r v o r a u s g e s e t z t , dass s ie e ine m o n o t o n e ins U n e n d l i c h e g e h e n d e 
Zahlenfo lge b i lden , oder jedenfa l l s , dass s ie auf der A-Achse d iskret l i egen, a l so s ich 
nur g e g e n + oo u n d — oo h ä u f e n ; i m l e t z t e n F a l l e , w o be l iebig grosse E x p o n e n t e n 
beiderlei V o r z e i c h e n auf tre ten , i s t d a s K o n v e r g e n z g e b i e t der R e i h e n i c h t m e h r e ine 
H a l b e b e n e , sondern e in v o n zwe i ver t ika l en Geraden a = a u n d a = ß begrenz ter 
Stre i fen. E n t s c h e i d e n d für d ie Theor ie der fas tper iod i schen F u n k t i o n e n i s t aber , w i e 
g e s a g t , das Fallenlassen jedweder Einschränkung für die Exponentenfolge A„, ausser 
dass d i e A' s reel l s ind . Charakter i s t i sch für d ie Theor ie der Dir ich le tre ihen fas t -
per iodischer F u n k t i o n e n , i m G e g e n s a t z e z u der g e w ö h n l i c h e n Theor ie der D ir i ch l e t ­
s c h e n R e i h e n , i s t ferner, dass wir n i c h t v o n einer b e h e b i g h ingeschr iebenen R e i h e 
a u s g e h e n , sondern v o n e iner Funktion, welche die Reihe erzeugt. 

U m gle ich hier a m A n f a n g des Vor trages das H a u p t r e s u l t a t der Theor ie kurz 
a n z u d e u t e n , sei e r w ä h n t , dass es für d ie s inngemäs s e Auf lösbarke i t e iner i n e i n e m 
Stre i fen a < o < ß a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n / (s) in e ine Dir i ch le t sche R e i h e E an ez» * 
n o t w e n d i g u n d h inre i chend i s t , dass sie in ver t ika ler R i c h t u n g e ine g e w i s s e F a s t -
per id ioz i tä t aufweis t . D e n hierbei au f t re tenden , vor läuf ig o h n e nähere D e f i n i t i o n 
dah inges t e l l t en W o r t e n „ A u f l ö s b a r k e i t " u n d „ F a s t p e r i o d i z i t ä t " w e r d e n wir ers t 
später e ine g e n a u präzis ierte B e d e u t u n g erte i len . 

Z u m A b s c h l u s s dieser e in l e i t enden or ient ierenden B e m e r k u n g e n werde ich n o c h 
d e m o b e n a n g e f ü h r t e n a l l g e m e i n e n P r o b l e m e ine u n w e s e n t l i c h g e ä n d e r t e F o r m u l i e ­
rung g e b e n , w e l c h e aber für g e w i s s e h ierhergehörige U n t e r s u c h u n g e n e t w a s b e q u e m e r 
is t , u n d die v i e l l e i ch t m a n c h e m näher h e g t . D i e s e n e u e F o r m u l i e r u n g w i r d e infach 
d a d u r c h erha l t en , d a s s wir d ie Var iabe l t rans format ion s = log z (z = e 8) aus führen . 
H i e r d u r c h g e h t e in ver t ika ler Stre i fen der s - E b e n e in e i n e n k o n z e n t r i s c h e n Kre i sr ing 
u m d e n N u l l p u n k t der z - E b e n e über , j e d o c h n i c h t in e i n e n Kre i sr ing der s c h l i c h t e n 
z - E b e n e , sondern in e i n e n u n e n d l i c h b l ä t t r i g e n Kre i sr ing der R i e m a n n s c h e n F l ä c h e 
des L o g a r i t h m u s . U n s e r e F r a g e l a u t e t d a n n : W i e m u s s e ine i n e i n e m s o l c h e n u n e n d ­
l i chb lä t t r igen Kre i sr ing a n a l y t i s c h e F u n k t i o n <p (z) beschaf fen se in , d a m i t s ie i m g a n ­
z e n u n e n d h c h b l ä t t r i g e n Kre i sr inge a u s abzäh lbar v i e l e n der P o t e n z e n zx a d d i t i v 
a u f g e b a u t w e r d e n k a n n , d. h . e i n e s innvo l l e D a r s t e l l u n g der F o r m 
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zu läss t . I n dieser F o r m erseheint unsere Frages te l lung als e ine natürl iche Gene­
ra l i sat ion der klass ischen e lementaren Frage n a c h der Auf lösung einer F u n k t i o n 

in e ine gewöhnl i che Laurentre ihe S an z", w o die E x p o n e n t e n v o n vorneherein u n d 
— » 

z w a r als g a n z e Zahlen vorgeschrieben s ind. D i e A n t w o r t auf unsere Frage in der 
n e u e n Formul i erung laute t , dass die F u n k t i o n cp (z) e in fastperiodisches Verha l ten 
be i unend l i ch oft wiederho l t em U m l a u f u m d e n W i n d u n g s p u n k t z = 0 aufweisen 
soll; in der T a t entspr icht ja e iner vert ika len B e w e g u n g in der «-Ebene e in solcher 
kreisförmiger U m l a u f des A n f a n g s p u n k t e s der z -Ebene . 

B e v o r i ch dazu übergehe , das erwähnte P r o b l e m für ana ly t i s che F u n k t i o n e n / (s) 
g e n a u zu formul ieren u n d seine L ö s u n g zugle ich m i t einer kurzen Skizze einiger der 
w e s e n t l i c h s t e n Ergebnisse der Theorie der fastperiodischen F u n k t i o n e n einer 
k o m p l e x e n Veränder l ichen zu geben , m u s s i ch zunächs t in aller K ü r z e einige Züge 
aus der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer reellen Veränderlichen t be­
sprechen , w e l c h e die Grundlage bi ldet , worauf die Theorie für d e n Fal l e iner k o m ­
p l e x e n Veränderhchen s ich aufbaut . 

E s sei F(t)= U (t) -\-i~V (t) e ine für — oo < t < oo gegebene s t e t ige F u n k t i o n der 
reel len Veränderhchen t. A l s „reine S c h w i n g u n g " beze ichnen wir jede F u n k t i o n 
ael X t m i t k o m p l e x e m a und reel lem A. W i r ste l len uns , ganz analog d e m voran­
g e h e n d e n , d ie fo lgende F r a g e : Welche Funktionen F (t) lassen sich in abzahlbar viele 
reine Schwingungen auflösen, u n d n u n m e h r wol len wir g e n a u erklären, in w e l c h e m 
Sinne wir das W o r t „auf lösen" gebrauchen werden. Zunächs t i s t klar, dass jede 
F u n k t i o n S (t), we l che als S u m m e v o n endl ich v ie l en Schwingungen 

S(t) = J? a n e i X n t 
n = l 

darste l lbar is t , als auflösbar beze ichnet werden soll . W e n n wir aber nur solche end­
l iche S u m m e n als auflösbar be trachten w o l l t e n , h ä t t e n wir uns gewiss e ine v ie l z u 
e n g e B e s c h r ä n k u n g auferlegt; in der T a t h ä t t e n wir uns d a n n v o n vornherein d a v o n 
ausgeschlossen , auch solche Operat ionen m i t unseren F u n k t i o n e n vorzunehmen, 
we lche auf Grenzübergängen beruhen. Wir m ü s s e n also auch derartige F u n k t i o n e n 
als auflösbar be trachten , we lche aus abzählbar unendl ich v ie l en Schwingungen 
z u s a m m e n g e s e t z t s ind, d. h. wir m ü s s e n auch F u n k t i o n e n F (t) heranziehen, w e l c h e 
als Grenzfunkt ionen einer F o l g e v o n endl i chen S u m m e n 

F (t) = h m SN (t) 

auftreten . N u n , in w e l c h e m Sinne aber soll hier der Begriff der Grenzfunkt ion auf-
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H \ S (t)\ — |f. p . F u n k t . I 

Hierbe i i s t die Def in i t ion der Fas tper iod iz i tä t e ine recht e infache E r w e i t e r u n g d e s 

Begri f fes der re inen Per iod iz i tä t , u n d zwar k ö n n e n wir s ie e t w a in der fo lgenden 

W e i s e erklären: W ä h r e n d bei einer re inper iodischen F u n k t i o n F (t) e ine Zahl p, 

die Per iode , ex i s t i er t , für we lche F (t - f p) — F (t) — 0 für al le t, h a b e n wir e s in d e m 

vera l lgemeiner ten F a l l s t a t t m i t g e n a u e n P e r i o d e n nur m i t „ F a s t p e r i o d e n " , d e n 

s o g e n a n n t e n Verschiebungszahlen,, z u t u n . Hierbe i soll r — r (e) e ine z u e gehör ige 

Versch iebungszah l der F u n k t i o n F (t) he i ssen , w e n n die U n g l e i c h u n g 

\F(t + T ) — F(t) I ̂  e 

für al le t b e s t e h t . E s wird n u n v o n e iner s t e t i g e n F u n k t i o n F (t), d a m i t s ie fas t ­

per iodisch g e n a n n t w e r d e n sol l , z u n ä c h s t v e r l a n g t , dass s ie be i j e d e m g so lche V e r ­

sch iebungszah len T (e), darunter be l iebig grosse , be s i t zen soll . E s k o m m t aber n o c h 

e ine , u n d zwar sehr wesent l i che B e d i n g u n g h inzu , w e l c h e d ie Menge aller z u e i n e m 

fe s t en e gehör igen Versch iebungszah len r (e) betrifft , u n d w e l c h e b e s a g t , dass d i e se 

M e n g e ¡ T (e) ¡ in d e m S inne relativ dicht auf der Zahlenachse l i egen soll , d a s s 

z w i s c h e n d e n Zahlen T (e) n irgends be l iebig grosse L ü c k e n v o r k o m m e n dürfen . I m 

spez ie l l en re inperiodischen Fal l s che ide t d ie Auf s t e l lung e iner s o l c h e n B e d i n g u n g 

natür l i ch a u s ; in der T a t i s t s ie ja hier v o n se lbs t erfül lt , we i l zug le i ch m i t p a u c h 
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ge fas s t werden? I n d i e sem Vor trage , w o i ch der K ü r z e ha lber v o n d e n v e r s c h i e d e n e n 

in t ere s santen Vera l lgemeinerungen der fas tper iodischen F u n k t i o n e n g a n z a b s e h e n 

m u s s u n d m i c h auf d e n ursprüngl ichen e igent l i chen Begriff der F a s t p e r i o d i z i t ä t 

b e s c h r ä n k e n m u s s , soll F (t) nur d a n n als Grenzfunkt ion e iner F o l g e v o n S u m m e n 

SN (t) beze i chne t w e r d e n , w e n n der Grenzübergang i m kräf t igs ten , aber a u c h für 

unsere P r o b l e m s t e l l u n g i m w i c h t i g s t e n S inne s ta t t f inde t , n ä m l i c h w e n n er gleich-

massig im ganzen unendlichen Intervalle — oo < t < oo g i l t . D i e M e n g e | S (t) j al ler 

end l i chen S u m m e n S (t) erwei tern wir a lso dadurch , dass w ir al le Grenz funkt ionen 

F (t) in d e m soeben g e n a n n t e n S inne h inzufügen . D i e so e n t s t a n d e n e F u n k t i o n s ­

m e n g e , die wir a l s die „abgesch lossene H ü l l e " der M e n g e ¡ S (t) ¡ charakter is ieren 

k ö n n e n , w e r d e n wir m i t H j S (í) ¡ beze ichnen , u n d e ine F u n k t i o n F (t) sol l d a n n u n d 

n u r d a n n als i n re ine S c h w i n g u n g e n auflösbar beze i chne t w e r d e n , w e n n sie dieser 

abgesch los senen H ü l l e H \ S (t)\ angehört . 

E i n H a u p t r e s u l t a t der Theor ie der fas tper iodischen F u n k t i o n e n einer ree l l en 

Veränder l i chen besag t n u n , dass die Klasse dieser in reine Schwingungen auflösbaren 

Funktionen F (t) in einfacher Weise durch Struktureigenschaften genau charakterisiert 

werden kann, n ä m l i c h dass d ie g e n a n n t e F u n k t i o n e n m e n g e H \ S (t) \ m i t der K l a s s e 

der fastperiodischen F u n k t i o n e n ident i sch i s t , 
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al le Mul t ip la n p Per ioden s ind . I n d e m vera l lgemeinerten fas tper iodischen F a l l aber, 

w o wir e s n u r m i t Versch iebungszah len r (e) zu t u n h a b e n , b e d e u t e t s ie e ine w e s e n t ­

l iche E i n s c h r ä n k u n g des z u b e t r a c h t e n d e n Funkt ionenbere i ches — u n d zwar e ine 

E i n s c h r ä n k u n g , w e l c h e u n s erst d e n „r i cht igen" F u n k t i o n e n b e r e i c h ergibt u n d d a m i t 

d ie g a n z e Theor ie ermög l i ch t — w a s d a m i t z u s a m m e n h ä n g t , dass das Mul t ip lum 

e ines r (e) natür l i ch i m a l lgemeinen n i c h t wieder e in T (e) l iefert . 

O b w o h l i ch in d i e sem B e r i c h t sonst n irgends auf B e w e i s e e ingehen k a n n , m ö c h t e 

i ch j e d o c h hier e in ige B e m e r k u n g e n über die be im B e w e i s e des ob igen H a u p t s a t z e s 

z u b e n u t z e n d e M e t h o d e anführen, a u c h wei l i ch dadurch Gelegenhe i t h a b e n werde, 

d e n für d ie g a n z e Theor ie f u n d a m e n t a l e n Begriff der Fourierreihe e iner fastperio­

d i schen F u n k t i o n kurz z u erörtern. 

W a s d ie e ine H ä l f t e unseres H a u p t s a t z e s betrifft , we lche besagt , dass jede in 

S c h w i n g u n g e n auf lösbare F u n k t i o n fas tper iodisch ist , b i e t e t ihr B e w e i s ke ine 

grosse Schwier igke i ten , u n d zwar i s t der einzige n i c h t tr iv iale Satz , we lcher dabei 

zu b e w e i s e n i s t , der, dass d ie S u m m e zweier fastperiodischer F u n k t i o n e n wieder 

fas tper iodisch ausfäl l t . 

D i e g a n z e Schwier igke i t h e g t i n d e m B e w e i s e der anderen Häl f t e d e s Satzes , 

w o e s s ich d a r u m h a n d e l t z u ze igen , dass j ede fastperiodische F u n k t i o n F (t) in 

S c h w i n g u n g e n auflösbar i s t . H ierzu wird z u n ä c h s t der fas tper iodischen F u n k t i o n 

F (<) e ine gewis se unendl iche R e i h e der F o r m EAne
iAnl a ls ihre Fourierreihe 

zugeordnet , 

F(t)^> EAne
iAnl 

u n d zwar durch das fo lgende Verfahren. A u s g e h e n d v o n der e v i d e n t e n R e l a t i o n 

, J 0 f ü r A + 0 
M ¡ e ' ) l für A = 0 

1 T 

w o M\.. . j den Mit te lwert über das g a n z e unendl iche M n t e r v a l l h m — j ...dt b e -
-T 

ze ichnet , l iegt es n a h e , bei e inem be l i eb igen fes ten reel len A d e n Mit te lwert 

a(X) = M \ F ( t ) e - i U \ 

zu b i lden . Heur i s t i s ch gesprochen läss t s ich dieser Prozess so interpret ieren : D u r c h 

die Mi t t e lwer tb i ldung M j F (<) e - * 1 ' | w ird an die F u n k t i o n F (í) die Frage ger ichtet , 

ob s ie die S c h w i n g u n g e i X t e n t h ä l t oder n icht ; w e n n dieser Mit te lwert a (A) g le ich 

N u l l ausfäl l t , b e d e u t e t e s , dass die F u n k t i o n F (Í) unsere Frage verne inend b e a n t ­

w o r t e t ; w e n n aber, für e in gewisses A, d ie Grösse a (A) v o n N u l l ver sch ieden ist , b e ­

d e u t e t es , dass d ie F u n k t i o n zug ib t , d i e S c h w i n g u n g e i X t z u e n t h a l t e n u n d z w a r 

gerade m i t d e m Koef f i z i enten a (A). N u n h a b e n wir z u n ä c h s t z u bemerken , dass d ie 

F r a g e ta t säch l i ch für jedes A a n die F u n k t i o n F (t) ges te l l t w e r d e n k a n n , d. h. dass 
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der ob ige Mi t t e lwer t M \ F (t) e ~ i Z t \ für j e d e s A ex i s t i er t ; d ies i s t k e i n e s w e g s v o n 
vornhere in e v i d e n t (weil e s s i ch u m Mi t t e lwer tb i ldung über e in unend l i ches In ter ­
va l l h a n d e l t ) , läss t s i ch aber u n s c h w e r aus der v o r a u s g e s e t z t e n F a s t p e r i o d i z i t ä t der 
F u n k t i o n F (t) fo lgern. Mit Hi l f e der B e s s e i s c h e n U n g l e i c h u n g erg ibt s ich n u n we i ter 
d a s w i c h t i g e R e s u l t a t , dass d ie F u n k t i o n F (t) die ges te l l t e F r a g e „fas t i m m e r " ver­
n e i n e n d b e a n t w o r t e t , d. h . dass der Mit te lwert a (A) i m m e r g le i ch N u l l ausfä l l t b i s 
auf h ö c h s t e n s abzählbar viele W e r t e v o n A; d iese abzählbar v i e l en , für die F u n k t i o n 
charakter i s t i schen W e r t e v o n A beze i chnen wir in irgendeiner R e i h e n f o l g e m i t 
Au At, . . . , An, . . . , u n d sie s ind d ie F o u r i e r e x p o n e n t e n unserer F u n k t i o n , w ä h r e n d 
die Fourierkoef f iz ienten natür l i ch die zugehör igen ( v o n N u l l versch iedenen) Mit te l ­
w e r t e s ind, also A„ = a (An). 

D u r c h die Aufs te l lung der Fourierreihe s ind aber die Schwier igke i ten b e i m 
B e w e i s e der Auf lösbarke i t v o n F (t) ke ineswegs ü b e r w u n d e n , i m Gegente i l , s ie 
f a n g e n erst j e t z t an . W a s durch die B i l d u n g der Fourierre ihe v o n F (t) erre icht i s t , 
läss t s ich — i m m e r heuris t i sch gesprochen — e t w a so ausdrücken , dass wir v o n der 
F u n k t i o n denjen igen Tei l abgespa l t e t h a b e n , we lcher ü b e r h a u p t i n re ine S c h w i n ­
g u n g e n auflösbar is t , w ä h r e n d wir vorläuf ig k e i n e s w e g s w i s s e n k ö n n e n , ob d ie 
F u n k t i o n dabei vo l l s tänd ig aufge löst wird , oder aber ob e in unauf lösbarer R e s t 
zurückble ibt . D a s s d ies l e t z t e n i cht der Fa l l ist , d a s s also die F u n k t i o n durch das 
a n g e g e b e n e Verfahren rest los aufge löst wird, i s t der I n h a l t des s o g e n a n n t e n F u n ­
d a m e n t a l s a t z e s der Theorie der fas tper iodischen F u n k t i o n e n . Dieser läss t s ich in 
verschiedener F o r m aussprechen. E i n e besonders prägnante F o r m ist v ie l l e i cht der 
Eindeutigkeitssatz, we lcher besag t , dass e ine fas tper iodische F u n k t i o n durch ihre 
Fourierreihe e indeut ig gekennze i chne t ist , dass also zu zwei versch iedenen fast ­
per iodischen F u n k t i o n e n zwei versch iedene Fourierre ihen gehören . 

D u r c h d e n F u n d a m e n t a l s a t z ist der zuerst aufges te l l te H a u p t s a t z , der soge­
n a n n t e Approximationssatz, n a c h w e l c h e m jede fas tper iodische F u n k t i o n F (t) 
g le ichmäss ig durch endl iche S u m m e n reiner S c h w i n g u n g e n a n g e n ä h e r t w e r d e n ka nn , 
n o c h n icht dargetan . Se in B e w e i s läss t s ich aber aus d e m F u n d a m e n t a l s a t z e ohne 
al lzu grosse Mühe able i ten . E i n besonders e infaches Verfahren hierfür h a t Weyl in 
Z u s a m m e n h a n g m i t s e inem in teres santen N a c h w e i s der n a h e n B e z i e h u n g der 
Theor ie der fas tper iodischen F u n k t i o n e n zur Theor ie der In tegra lg l e i chungen oder 
v i e l m e h r Mit te lwertg le i chungen angegeben . E i n anderes sehr e infaches Verfahren 
war schon früher v o n Bochner, u n d zwar in A n k n ü p f u n g a n d e n ursprüngl ichen 
B e w e i s des Vortragenden , welcher auf der H e r a n z i e h u n g v o n F u n k t i o n e n v o n 
unendl i ch v ie len Var iablen beruht , g e g e b e n . D i e s J?ocAnersche Verfahren z e i c h n e t 
s ich v o r a l l em dadurch aus , dass es e ine e l egante u n d s i nng em ä s s e Vera l lgeme ine ­
rung der k lass i schen Fejér-Summierung v o n Fourierre ihen re inperiodischer F u n k ­
t i o n e n auf d e n fas tper iodischen Fa l l darste l l t . 
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H \ S (s) j = J / . p. Funkt. \ 

Hierbe i i s t die De f in i t i on der Fas tper iod i z i tä t v o n / (s) in e inem Streifen (a, ß) in ­

sofern vö l l ig ana log der Def in i t ion i m Fa l l e einer reel len Veränderl ichen, d a s s auch 

j e t z t v e r l a n g t w ird , dass die F u n k t i o n bei j e d e m e e ine re la t iv d ichte Menge v o n 

(vert ikalen) Versch iebungszah len x = r (e) bes i tzen sol l , wobe i die Def in i t ion einer 

Versch iebungszah l r (s) i m vor l i egenden k o m p l e x e n Fa l l e so lau te t , dass die U n ­

g le i chung 

¡ / ( * + Í T ) — / ( a ) | ^ 

für al le « d e s g a n z e n Strei fens (a, ß) b e s t e h e n soll . 

201 

N a c h d i e s e m kurzen , für d a s Vers tändni s des fo lgenden b e n ö t i g t e n R e s u m é 

e iniger der Ergebni s se aus der Theorie der fas tper iodischen F u n k t i o n e n e iner reel len 

Veränder l ichen greifen wir n u n m e h r unser e igent l i ches T h e m a , d ie Theorie der fast­

periodischen Funktionen einer komplexen Veränderlichen an . 

E s sei / (s) = / ( er -f- i t) e ine in e i n e m ver t ika len Stre i fen a < a < ß, d e n wir 

kurz m i t (a, ß) beze ichnen , überal l reguläre ana ly t i s che F u n k t i o n . A l s „re ine 

S c h w i n g u n g " b e z e i c h n e n wir hier j ede F u n k t i o n a e Z s = a ez t t r + l i ) m i t ree l lem A, 

a lso e ine g a n z e T r a n s z e n d e n t e , d ie per iodisch ist m i t e iner ver t ika len , d. h . rein 

i m a g i n ä r e n Per iode . Ganz ana log der P r o b l e m s t e l l u n g i m Fa l l e einer ree l len Ver­

änder l i chen t s t e l l en wir u n s hier d ie fo lgende Frage : Wie muss die Funktion f («) 

beschaffen sein, damit sie im ganzen unendlichen Streifen (a, ß) in reine Schwingungen 

aufgelöst werden kann, u n d zwar soll darunter v e r s t a n d e n werden, dass / (s) en tweder 

e infach a l s endl iche S u m m e 
y 

S (s) = Zane^' 
i 

darste l lbar i s t , oder g le ichmäss ig i m g a n z e n Streifen (a, ß) durch solche endl iche 

S u m m e n S (s) angenäher t w e r d e n kann , m . a. W . dass / (s) der durch g le i chmäss igen 

Grenzübergang abgesch los senen H ü l l e H J S (s) ¡ angehört . U m gewisse in der N a t u r 

der Sache l i egende , bei A n n ä h e r u n g einer der be iden Begrenzungsgeraden a = a und 

a = ß auf tre tende K o m p l i k a t i o n e n zu u m g e h e n , wird e s i m folgenden b e q u e m sein, 

auch d ie Termino log ie e inzuführen, dass e ine in (et, ß) ana ly t i sche F u n k t i o n / (s) 

„ i n [ a, ß J " in S c h w i n g u n g e n auflösbar i s t , i n d e m darunter e infach ver s tanden 

w e r d e n sol l , dass s ie in j e d e m Tei ls tre i fen (a - f e, ß — e) auf lösbar i s t . (Überhaupt 

werden wir eckige K l a m m e r n in d iesem S i n n e gebrauchen . ) W i r sprechen sofort den 

H a u p t s a t z der Theor ie aus , welcher b e s a g t , dass es für die Auflösbarkeit in reine 

Schwingungen von einer analytischen Funktion f (s) in [ a, ß ] notwendig und hin­

reichend ist, dass sie in [ a, ß ] fastperiodisch i s t , a l so 
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I n dieser De f in i t i on der F a s t p e r i o d i z i t ä t v o n / (s) i n [ a, ß ] i s t offenbar e n t h a l t e n , 
d a s s / (s) = / ( c + it) auf jeder f e s t en ver t ika len Geraden d e s Stre i fens e ine fa s t ­
per iodische F u n k t i o n der ree l len V e r ä n d e r h c h e n t i s t ; darüber h i n a u s wird aber e ine 
Oleichartigkeit der F a s t p e r i o d i z i t ä t auf d e n kont inuier l i ch v i e l e n Geraden des 
Stre i fens ver langt . D i e s i ch aufdrängende F r a g e , ob e s n ö t i g i s t , d iese Gle ichart igke i t 
der Fas tper iod iz i tä t exp l i z i t e z u fordern — oder aber , o b sie bei e iner a n a l y t i s c h e n 
F u n k t i o n v o n se lbst v o r h a n d e n i s t — is t ke ine g a n z l e i chte . S ie i s t d a h i n z u b e a n t ­
w o r t e n , dass es ta t säch l i ch a n a l y t i s c h e F u n k t i o n e n g i b t , w e l c h e auf jeder e inze lnen 
Geraden e ines Stre i fens fas tper iodisch s ind , o h n e auf d e n ver sch i edenen Geraden 
g le ichart ig fas tper iodisch z u se in; e ine e ingehende U n t e r s u c h u n g der K l a s s e dieser 
g a n z e igenart igen F u n k t i o n e n wird v o n d e m d ä n i s c h e n M a t h e m a t i k e r Richard 
Petersen i n e iner d e m n ä c h s t ersche inenden Arbei t g e g e b e n . 

K e h r e n wir aber z u d e n e igent l i chen fas tper iod i schen F u n k t i o n e n / (s) zurück. 
B e i d e m A u f b a u der Theor ie dieser F u n k t i o n e n i s t e s a n u n d für s i ch e i nes der 
H a u p t p r o b l e m e z u u n t e r s u c h e n , w i e t i e fgehend die A n a l o g i e zwi schen d e n re in­
per iodischen u n d d e n fas tper iodischen F u n k t i o n e n is t , oder v i e l m e h r inwiefern u n d 
i n w i e w e i t E igenschaf t en , d ie d e n re inper iodischen F u n k t i o n e n z u k o m m e n , b e i m 
Ü b e r g a n g zu der a l lgemeinen K l a s s e der fas tper iodischen F u n k t i o n e n erha l t en 
b le iben oder ver loren g e h e n . B e t r a c h t e n wir z. B . e i n e n Sa tz aus der Theor ie der 
re inper iodischen F u n k t i o n e n w i e d e n fo lgenden , d a s s e ine in (a, ß) a n a l y t i s c h e 
F u n k t i o n / (s), w e l c h e n u r auf e iner e inz igen Geraden d e s Stre i fens per iodisch is t , 
v o n se lbs t i m g a n z e n Stre i fen per iodisch se in m u s s . U n m i t t e l b a r läss t s i ch dieser 
Sa tz g e w i s s n i cht auf fas tper iodische F u n k t i o n e n über tragen; d e n n n a c h der o b i g e n 
B e m e r k u n g braucht e ine F u n k t i o n / (s) ja n i c h t e inmal d a n n in [ a, ß ] fas tper iodisch 
z u se in , w e n n sie auf jeder Geraden des Strei fens fas tper iodisch i s t . T r o t z d e m aber 
läss t s ich der Satz in gee igneter F o r m überführen, u n d zwar in der f o l g e n d e n : 
E i n e in (a, ß) ana ly t i s che F u n k t i o n , v o n der nur b e k a n n t is t , dass sie auf e iner 
e inz igen Geraden a = a0 fas tper iodisch i s t , w ird i m m e r i m g a n z e n Strei fen [ a, ß J 
fas tper iodisch sein, fal ls sie nur in [ a, ß ] beschränkt b le ib t ; u n d diese h i n z u k o m ­
m e n d e F o r d e r u n g der B e s c h r ä n k t h e i t i s t ke ine küns t l i che , d e n n u m g e k e h r t g i l t es , 
w i e le icht zu ze igen , dass j ede in [ a, ß ] fas tper iodische F u n k t i o n v o n se lbs t in 
[ a, ß ] be schränkt b le iben m u s s . 

D e r soeben angegebene , m e h r als Be i sp ie l angeführte Satz i s t übr igens desha lb 
b e q u e m zur Verfügung zu h a b e n , wei l er offenbar er laubt , fert ige S ä t z e aus der 
Theorie der fas tper iodischen F u n k t i o n e n e iner reel len V e r ä n d e r h c h e n d irekt auf 
k o m p l e x e Variable z u über tragen ohne n o c h m a l s auf B e w e i s e e i n z u g e h e n . S o b e ­
w e i s t m a n z. B . m i t se iner Hi l fe sofort so lche S ä t z e w i e die , dass d ie S u m m e u n d das 
P r o d u k t zweier in [ a, ß ] fas tper iodischer F u n k t i o n e n wieder in [a, ß] fa s tper io ­
d i sch s ind . F ü g e n wir bei läuf ig h inzu , d a s s d ie Verhä l tn i s se be i der Division fas t -
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periodischer F u n k t i o n e n einer k o m p l e x e n Veränderhchen besonders a n g e n e h m 

l iegen. I n der T a t g i l t hier der S a t z , dass der Quot i ent j-^l zweier in [ a, ß ] fas t -
A («) 

per iodischen F u n k t i o n e n w iederum in [ a, ß ] fas tper iodisch ausfäl l t , w e n n er nur der 
se lbs tvers tänd l i chen Forderung g e n ü g t , dass er in (a, ß) überal l regulär i s t ; e s 
b r a u c h t a l so n icht e i n m a l a n g e n o m m e n z u werden , dass der N e n n e r h (s) i m ganzen 
Stre i fen v o n N u l l versch ieden i s t ; er darf sehr w o h l Nul l s t e l l en bes i t zen , w e n n nur 
der Zähler g (s) in dense lben P u n k t e n verschwinde t (und zwar m i n d e s t e n s v o n der­
se lben Mult ip l i z i tä t ) . D ieser Satz läss t s ich als e ine Veral lgemeinerung e ines der 
s c h ö n e n R e s u l t a t e v o n Ritt über E x p o n e n t i a l p o l y n o m e auffassen. 

W e n d e n wir u n s aber n u n m e h r wieder der Haupte igenschaf t der fastperiodischen 
F u n k t i o n e n / (s) zu , n ä m h c h ihrer in d e m o b e n aufges te l l ten H a u p t s a t z e darge­
l e g t e n Auf lösbarke i t in reine S c h w i n g u n g e n aex*. D e r B e w e i s dieser Auflösbarkei t 
s o w i e d ie t a t s ä c h h c h e Auf lösung e iner g e g e b e n e n fastper iodischen F u n k t i o n / (s) 
g e s c h i e h t m i t Hi l fe des Begriffes der zu f (s) gehörigen Dirichletschen Reihe. E b e n s o 
w i e jeder fas tper iodischen F u n k t i o n F (t) der reel len Veränderl ichen t e ine Fourier­
reihe E A n e l A n t zugeordnet wird, ordnen wir jeder in [a,ß] fastperiodischen 
F u n k t i o n / (s) e ine unendl i che R e i h e der F o r m 

ZAneA»° = ZAneAnC + i t ) 

als ihre „Dir ich le t sche R e i h e " zu , u n d zwar durch das fo lgende Verfahren. Auf jeder 
fe s ten ver t ika len Geraden des Stre i fens i s t / (a + it) = F„ (t) fastperiodisch in t und 
h a t also e ine Fourierreihe 

Fa(t) co EAn^eiAn(a)t. 

A u s der A n a l y t i z i t ä t der F u n k t i o n / (s) lässt s ich nun le icht folgern, dass die Fourier­
re ihen auf d e n kont inuier l ich v i e l en ver t ika len Geraden des Streifens sich formal 
zu einer e inz igen E n t w i c k l u n g der F o r m 

ZAneAn"-eiAnt= Z A n e \ s 

zusammensch l i e s sen , d. h. die ob igen E x p o n e n t e n / l n

( s ind v o n a unabhängig , und 
die zugehör igen Koef f i z ienten - 4 „ ( a ) h ä n g e n in der „r icht igen" W e i s e v o n a ab , 
n ä m l i c h An

(a) = A„ eAn, w o An e ine v o n a unanhäng ige K o n s t a n t e bedeute t . E s ist 
d ie so e n t s t a n d e n e R e i h e ZAneAn", we lche wir als die Dir ich le tentwick lung v o n 
/ (s) in [ a, ß ] beze ichnen. 

I m Spezialfal l e iner re inperiodischen F u n k t i o n / (s) ( e twa mit der Periode 2 n i) 

g e h t unsere D ir i ch l e t en twick lung in die gewöhnl i che Laurententwick lung S An e"8 

der F u n k t i o n / (s) über. 
A u s der Theorie der fas tper iodischen F u n k t i o n e n e iner reellen Veränderl ichen 

überträgt s ich sofort der Eindeutigkeitssatz, we lcher hier besagt , dass zwei verschie-
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d e n e in [ a, ß ] fas tper iodische F u n k t i o n e n zwei versch iedene D i r i ch l e t en tw i ck l ung en 
bes i tzen , sowie auch der obige H a u p t s a t z , der Approximationssatz, z . B . in der F o r m , 
d a s s die D i r i c h l e t e n t w i c k l u n g E An e ' V in d e m früher e r w ä h n t e n Fejér-Bochner-
schen S inne g le ichmäss ig summierbar m i t der S u m m e / (s) i s t . 

B e i d e m we i t eren A u f b a u der Theor ie w ird m a n natür l i ch d a z u geführt , den 
spez ie l len Fa l l , w o die D i r i c h l e t e n t w i c k l u n g lauter positive (oder lauter negative) 
Exponenten An be s i t z t , besonders zu untersuchen . D i e A n a l o g i e m i t d e m rein­
per iod ischen Spezialfal l , w o wir es m i t e iner üb l i chen P o t e n z r e i h e in e* zu t u n h a b e n , 
ze ig t s i ch hier so w e i t g e h e n d z u se in , w i e m a n es nur hoffen durfte . E s g i l t n ä m l i c h 
g a n z a l lgemein der S a t z , dass e ine in [a, ß] fas tper iodische F u n k t i o n / (s) ~ EAneAn' 
m i t lauter p o s i t i v e n (negat iven) E x p o n e n t e n An i m m e r über die ganze linke (rechte) 
Halbebene analytisch fortsetzbar i s t , u n d e ine in dieser g a n z e n H a l b e b e n e fast ­
periodische F u n k t i o n liefert, w e l c h e für <r-> — oo (er •-> -f- oo) g l e i chmäss ig in t 
g e g e n N u l l s trebt . D ie ser Sa tz führt u n s sofort zur F r a g e n a c h der Laurenttrennung 
einer be l i eb igen in [a, ß] fas tper iod i schen F u n k t i o n / (*) 0 0 EAneAn' i n zwei 
e infachere B e s t a n d t e i l e fx (s) u n d f2 (s), die in d e n g a n z e n H a l b e b e n e n [— 00, ß ] 
b e z w . [ a, + 00 ] ana ly t i s ch u n d fas tper iodisch s ind. I n der T a t k ö n n t e e s n a c h d e m 
e r w ä h n t e n S a t z e z u n ä c h s t ersche inen, a l s ob die k lass i sche L a u r e n t t r e n n u n g einer 
re inperiodischen F u n k t i o n u n m i t t e l b a r auf d e n a l lgemeinen fas tper iodischen F a l l 
übertragbar wäre u n d zwar e infach dadurch zu erhal ten wäre , dass m a n die b e i d e n 
Tei lre ihen 

E A n e \ t u n d E Aneln* 
ln>° /In SO 

m i t lauter pos i t i ven , bezw. n e g a t i v e n E x p o n e n t e n b i ldet , we lche d a n n je für s ich 
fastper iodische F u n k t i o n e n fr (s) u n d f2 (s) darste l len würden , v o n d e n e n fx (s) n a c h 
l inks , f2 (s) n a c h recht s a n a l y t i s c h fortsetzbar wäre . D i e Zuläss igke i t e iner so lchen 
S p a l t u n g i s t aber desha lb ke ine u n m i t t e l b a r e , wei l wir n i c h t o h n e we i teres aus der 
T a t s a c h e , dass die Gesamtre ihe E AneA"s a ls Dir ichle tre ihe z u e iner fas tper iod i schen 
F u n k t i o n / (s) gehört , schl iessen k ö n n e n , dass die b e i d e n Tei lre ihen E u n d E je 

. 1 „ > 0 An<0 

für s ich D i r i c h l e t e n t w i c k l u n g e n v o n fas tper iodischen F u n k t i o n e n s ind, u n d die so 
e n t s t e h e n d e Schwier igke i t i s t ke ine nur scheinbare , d e n n durch K o n s t r u k t i o n 
passender Be i sp ie le läss t s ich t a t s ä c h l i c h d ie E x i s t e n z fastperiodischer F u n k t i o n e n 
/ (s) nachwei sen , bei w e l c h e n e ine L a u r e n t t r e n n u n g i m ob igen S inne n icht m ö g l i c h 
ist . Glückl icherweise läss t s ich aber dieser Ü b e l s t a n d g a n z ü b e r w i n d e n oder v ie l ­
mehr u m g e h e n . E s g i l t n ä m l i c h der g a n z h ü b s c h e S a t z , dass w e n n a u c h n i c h t d ie 
gegebene F u n k t i o n / (s) se lbst , so d o c h i m m e r ihr Differentialquotient f'(s) (we lche 
w i e d e r u m in [ a, ß ] fas tper iodisch i s t u n d die durch formales Di f ferenzieren e n t ­
s t e h e n d e R e i h e E An An eAn * a ls Dir ichle tre ihe bes i t z t ) e ine L a u r e n t t r e n n u n g er-
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l a u b t , u n d m i t Hi l fe dieser Laurent trennung des Di f ferent ia lquot ienten läss t s ich 
n u n w e i t g e h e n d dasse lbe erreichen, w i e i m reinperiodischen Fal le m i t Hi l fe der 
L a u r e n t t r e n n u n g v o n / (s) se lbst . A l s besonders w ich t ige A n w e n d u n g sei der fol­
g e n d e Sa tz e r w ä h n t : E s se ien in zwei g e t r e n n t h e g e n d e n ver t ika len Strei fen [ alt ßx ] 
u n d [ <z2, ß2 ] zwei fastperiodische F u n k t i o n e n / x («) bezw. f2 (s) g egeben , v o n denen 
a n g e n o m m e n wird, dass sie formal diese lbe Dir ich le tentwick lung , d. h . d iese lben 
D i r i c h l e t e x p o n e n t e n u n d Dir ichletkoeff iz ienten, bes i t zen; d a n n lässt s i ch fx (s) v o n 
ihrem Strei fen [ alt ßt] heraus bis in den Streifen f a2, ß2 ] ana ly t i s ch fortse tzen , 
u n d zwar u n t e r B e i b e h a l t u n g ihrer Fas tper iod iz i tä t , u n d g e h t bei dieser F o r t s e t z u n g 
in f2 (s) über . D ieser S a t z m a g als erweiterter Eindeutigkeitssatz b e n a n n t werden . 
W ä h r e n d der e i g e n t h c h e E i n d e u t i g k e i t s s a t z besagt , d a s s zwei in e i n e m u n d d e m ­
se lben Stre i fen g e g e b e n e fas tper iodische F u n k t i o n e n ident i sch s ind, w e n n s ie die­
se lbe D i r i c h l e t e n t w i c k l u n g bes i tzen , b e s a g t der E indeut igke i t s sa tz in der erwei terten 
F a s s u n g , dass e s s ich bei zwei F u n k t i o n e n m i t derse lben Dir ich le tentwick lung t a t ­
sächl ich i m m e r u m nur e ine u n d diese lbe ana ly t i s che F u n k t i o n h a n d e l t , auch w e n n 
die be iden F u n k t i o n e n zuerst in zwei versch iedenen Stre i fen g e g e b e n s ind . 

N u n m e h r woUen wir e ine fas tper iodische F u n k t i o n / (s) be trachten , deren Streifen 
[ a, ß ] z u e iner ganzen Halbebene, e t w a einer l inken H a l b e b e n e [ — oo, ß ] ausge­
arte t i s t . W i e w ir w i s sen , trifft d ies i m m e r d a n n ein, w e n n die Dir i ch l e t exponenten 
An al le 2g 0 s ind, k a n n aber a u c h s o n s t v o r k o m m e n . U m hier die Ana log i e m i t den 
g e w ö h n l i c h e n Laurentre ihen u n d P o t e n z r e i h e n m ö g h c h s t d e u t h c h hervortre ten zu 
lassen , w e r d e n wir es vorz iehen , in der z -Ebene s t a t t in der «-Ebene zu operieren 
(also die anfangs g e n a n n t e Var iabe l transformat ion s = l og z auszuführen) , so dass 
wir e s , s t a t t m i t einer in einer h n k e n H a l b e b e n e g e g e b e n e n F u n k t i o n / («), m i t e iner 
F u n k t i o n cp (z) = / (log z) z u t u n h a b e n , w e l c h e in e iner gewissen kreisförmigen 
U m g e b u n g d e s unendl i chb lä t tr igen W i n d u n g s p u n k t e s z — 0 ana ly t i s ch u n d in 
b e z u g auf d ie A m p l i t u d e fastper iodisch i s t , u n d deren Dir ich le tentwick lung , oder 
hier v ie l l e i cht besser vera l lgemeinerte oder irreguläre Laurententwick lung , m i t 

ZANZ*n 

beze ichnet wird . Wir s te l len uns d ie F r a g e n a c h dem Verhalten dieser Funktion cp (z), 
wenn der variable Punkt z sich dem Windungspunkte z = 0 nähert. Ganz ent sprechend 
d e m klass i schen Weierstrassächeii R e s u l t a t für e ine in einer sch l i chten U m g e b u n g 
des P u n k t e s 0, m i t A u s n a h m e dieses P u n k t e s selbst , g e g e b e n e ana ly t i sche F u n k t i o n 
f indet m a n a u c h in unserem a l lgemeinen Fal l , dass es nur die fo lgenden drei ver­
schiedenen Möglichkeiten g ibt . 

1. cp (z) s t rebt g e g e n e inen endl ichen Grenzwert u n d zwar g le ichmäss ig in al len 
d e n unendl i ch v ie len B l ä t t e r n ; dies m a g als der „reguläre" Fa l l beze i chnet w e r d e n 
u n d tr i t t e in , w e n n die E x p o n e n t e n An al le ;> 0 s ind. 



Grosse Vorträge 

2. cp (z) s t rebt n u m e r i s c h g e g e n U n e n d l i c h u n d z w a r jedenfal l s g l e i chmäss ig in 
a l l en B l ä t t e r n ; d ies i s t der „ p o l a r e " F a l l u n d tr i t t e in , w e n n e s n e g a t i v e E x p o n e n t e n 
g i b t u n d unter i h n e n e i n e n n u m e r i s c h gröss ten . 

3 . D i e W e r t e v o n cp (z) i n e iner b e h e b i g k le inen unend l i chb lä t t r igen U m g e b u n g 
v o n z = 0 h e g e n in der g a n z e n k o m p l e x e n E b e n e überal l d i ch t ; dieser „ w e s e n t l i c h 
s ingu lare" F a l l t r i t t e in , w e n n e s n e g a t i v e E x p o n e n t e n g ibt , un ter i h n e n aber k e i n e n 
n u m e r i s c h grös s t en ; d i e n e g a t i v e n E x p o n e n t e n k ö n n e n s ich hier a lso e n t w e d e r , w i e 
i n d e m klass i schen F a l l , g e g e n — oo häufen oder s i ch g e g e n e ine end l i che n e g a t i v e 
Zahl A a l s ihre untere Grenze häufen , w e l c h e Zahl aber n i c h t se lbs t zur E x p o n e n t e n ­
m e n g e gehören darf. I n d i e s e m „ w e s e n t l i c h s ingu lären" F a l l g i l t a u c h w e i t e r g e h e n d 
der Picardache Satz, d a s s <p (z) in jeder U m g e b u n g v o n z = 0 al le W e r t e m i t h ö c h ­
s t e n s e iner e inz igen A u s n a h m e a n n i m m t ; fal ls d ie u n t e r e Grenze der n e g a t i v e n 
E x p o n e n t e n e ine endl iche i s t , l ä s s t s i ch übr igens ze igen , dass ü b e r h a u p t k e i n A u s ­
n a h m e w e r t v o r h a n d e n se in k a n n . 

W i e a n g e n e h m e s in m a n c h e n F ä l l e n i s t , m i t d e n s o e b e n b e s p r o c h e n e n fas t ­
per iod i schen „ F u n k t i o n s e l e m e n t e n " 2JA„zAn u m z u g e h e n — w e l c h e j a a l s w e i t ­
g e h e n d e u n d natür l i che Vera l lgeme inerungen der a lgebra ischen F u n k t i o n s e l e m e n t e 
a n z u s e h e n s ind — u n d w i e abgerunde t d ie K l a s s e der fas tper iod i schen F u n k t i o n e n 
ersche int , t r i t t v i e l l e i cht besonders deut l i ch durch d e n fo lgenden neuerd ings b e ­
w i e s e n e n Umkehrsatz h e r v o r : E s sei w = cp (z) ~ H An zAn e ine i n einer U m g e b u n g 
d e s unendl i chb lä t tr igen W i n d u n g s p u n k t e s z = 0 fas tper iodische F u n k t i o n , w e l c h e 
lauter p o s i t i v e E x p o n e n t e n b e s i t z t (regulärer Fa l l ) , u n t e r w e l c h e n es ausserdem 
e i n e n k l e ins t en g e b e n soll . E s i s t d a n n l e i ch t z u sehen , d a s s durch diese F u n k t i o n 
w = cp (z) e ine h inre ichend k le ine U m g e b u n g des unend l i chb lä t t r igen W i n d u n g s ­
p u n k t e s z = 0 auf e ine gewisse vo l l e U m g e b u n g des unend l i chb lä t t r igen W i n d u n g s ­
p u n k t e s w = 0 abgeb i lde t wird, s o dass wir i n e iner U m g e b u n g dieses W i n d u n g s -
p u n k t e s w = 0 v o n der zu w = cp (z) inversen F u n k t i o n z = ip (w) sprechen k ö n n e n . 
E s läss t s ich n u n ze igen — u n d dies i s t der U m k e h r s a t z — dass diese inverse Funktion 
z = xp (w) wiederum eine fastperiodische Funktion ist. A u s d i e s e m S a t z e fo lg t z . B . , 
dass die inverse F u n k t i o n der R i e m a n n s c h e n Ze ta funkt ion , sowie anderer w i c h t i g e n 
zah lentheoret i schen F u n k t i o n e n (wenn diese erst e iner h a r m l o s e n Var iabe l trans­
format ion unterworfen werden) w i e d e r u m fastper iodische F u n k t i o n e n s ind. E s wäre 
v ie l le icht e ine A u f g a b e v o n Interesse , d iese fas tper iodischen U m k e h r f u n k t i o n e n u n d 
insbesondere ihre D ir i ch l e t en twick lungen näher zu untersuchen . 

I c h schl iesse d iese kurze Skizze der Theor ie der fas tper iodischen F u n k t i o n e n 
e iner k o m p l e x e n Veränder l ichen u n d d a m i t m e i n e n Vor trag m i t e iner B e s p r e c h u n g 
e iniger in teressanten n o c h unveröf fent l i ch ten R e s u l t a t e v o n Borge Jessen, über 
d ie Werteverteilung e iner fas tper iodischen F u n k t i o n . I n d e m i ch m i c h hier wieder 
der Sprache der « -Ebene bed iene , b e t r a c h t e n wir e ine be l ieb ige i n e i n e m Strei fen 

206 



Harald Bohr: Fastperiodische Funktionen einer kompl. Veränderlichen 

207 

[a, ß] fas tper iodische F u n k t i o n / (s). E s sei a e in fester W e r t , we lcher v o n / («) 

i n d i e s e m Strei fen a n g e n o m m e n wird. Wir fragen n a c h der Verte i lung aller a-

Ste l l en unseres Strei fens . Ohne B e s c h r ä n k u n g der Al lgemeinhe i t darf a — 0 ange­

n o m m e n werden , so dass wir e s gerade m i t d e n Nul l s t e l l en v o n / (s) z u t u n h a b e n . 

E s se i (y, <5) e in Tei lstreifen v o n (a, ß), we lcher m i n d e s t e n s e ine v o n d e n Nul l s te l l en 

v o n / (s) i m Innern e n t h ä l t . Mit TV (T) beze ichnen wir d ie A n z a h l der Nul l s te l l en 

i n d e m j e n i g e n Tei l des Streifens (y, ö), des sen Ordinaten t zwischen - T u n d T g e ­

l e g e n s ind . A u s der Fas tper iod iz i tä t v o n / (s) ergibt s ich unschwer , dass diese A n z a h l 

N (T) für T - > oo ins U n e n d l i c h e w ä c h s t , u n d zwar, w i e i m reinperiodischen Fa l l , 

TV (T) 
v o n der Ordnung T in d e m Sinne , dass - g ^ r für h inre ichend grosse W e r t e v o n T 

zwischen zwe i pos i t i ven K o n s t a n t e n b le ibt . E s erhebt s ich n u n v o n se lbst die wei tere 
Frage , ob d ie Verte i lung der Nul l s t e l l en in (y, ö) auch i m a l lgemeinen fastperiodischen 

TV (T) 
F a l l e ine so rege lmäss ige is t , dass der obige Quot ient für T-> oo sogar e i n e m 

b e s t i m m t e n Grenzwerte G = G(y, ö) zus trebt , a lso ob m a n v o n einer b e s t i m m t e n 

„re la t iven H ä u f i g k e i t " der Nul l s te l l en in (y, ö) sprechen k a n n . D i e A n t w o r t laute t , 

dass be i e iner g e g e b e n e n fastperiodischen F u n k t i o n / (s) d ies w o h l n i cht immer , 

sondern „ fas t i m m e r " der Fa l l i s t , i n d e m Sinne , dass es höchs tens abzählbar v ie le 

Wertepaare y , ô i m Interva l l e a < a < ß g ibt , für w e l c h e der Grenzwert G (y, ô) 

n i c h t ex i s t ier t . D i e kr i t i schen e t w a i g e n A u s n a h m e w e r t e v o n y u n d <5, sowie der 

Grenzwert G (y, ô) für alle anderen Wertepaare y , ò läss t s ich nach Jessen in der 

fo lgenden e infachen W e i s e charakteris ieren: B e i j e d e m fes ten a des Interva l les 

et < a < ß b i lde t m a n d e n Mit te lwert 

v(a)^M I log - H Ö H , 

dessen E x i s t e n z für jedes a aus der Fas tper iod iz i tä t v o n / (s) gefolgert werden k a n n . 

D i e in dieser Wei se unserer ana ly t i schen F u n k t i o n / (s) zugeordnete reelle F u n k t i o n 

v (a) des Interva l l e s a < a < ß ze igt s ich als s te t ig und konvex, so dass die durch 

v = v (a) b e s t i m m t e K u r v e bis auf h ö c h s t e n s abzählbar v ie le P u n k t e , w o sie K n i c k e 

aufweist , e ine b e s t i m m t e T a n g e n t e bes i tz t . D i e s e k o n v e x e K u r v e v —v ( t r ) be ­

herrscht n u n die Nul l s te l l enverte i lung v o n / (s) in der e infachen Weise , dass die d e n 

K n i c k p u n k t e n der K u r v e ent sprechenden Absz issen a gerade die oben erwähnten 

e t w a i g e n A u s n a h m e w e r t e v o n y u n d ò s ind, w ä h r e n d d e m für j edes andere Wertepaar 

y, ö, für we lche also die A b l e i t u n g e n v' (y) u n d v' (ô) be ide vorhanden s ind, der ob ige 

Grenzwert G (y, ô) ex i s t i er t und e infach g le ich I v' (ô)— v' (y) j i s t . 
Z TZ 

D u r c h diesen Satz , welcher s i ch bei näherer B e t r a c h t u n g als e ine natür l iche 

Veral lgemeinerung einer klass ischen Jensewschen Formel auf fastperiodische F u n k -
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t i o n e n erweis t , i s t d a s P r o b l e m der Wertever te i lmig fastperiodischer F u n k t i o n e n i m 

a l lgemeinen klargeste l l t . W e n n e s s ich aber darum h a n d e l t , für e ine b e s t i m m t e vor ­

g e l e g t e fas tper iodische F u n k t i o n d ie W e r t e v e r t e i l u n g z u untersuchen , u n d v o r a l l em 

d e n Grenzwert G (y, ò) näher z u b e s t i m m e n , m u s s m a n g e w ö h n l i c h d ie D ir i ch le tent ­

w i c k l u n g der F u n k t i o n heranz iehen . F ü r d e n spezie l len F a l l der R i e m a n n s c h e n Zeta -

f u n k t i o n u n d einiger v e r w a n d t e n F u n k t i o n e n h a t der Vor tragende schon v o r v i e l en 

J a h r e n d a s Wertever te i lungsprob lem, v o n d e n zugehör igen Dir i ch le t schen R e i h e n 

a u s g e h e n d , u n d zwar unter V e r w e n d u n g der Theorie der D i o p h a n t i s c h e n A p p r o x i ­

m a t i o n e n u n d der F u n k t i o n e n v o n unendl i ch v i e l en Veränder l ichen b e h a n d e l t . 

U n t e r V e r w e n d u n g w e s e n t l i c h verschärfter Hi l f smi t t e l w u r d e n diese F r a g e n neuer­

d ings in Z u s a m m e n a r b e i t m i t Jessen w ieder a u f g e n o m m e n u n d z u e i n e m g e w i s s e n 

A b s c h l u s s gebracht . Hierbe i ge lang es übrigens , d a s W e r t e v e r t e i l u n g s p r o b l e m der 

R i e m a n n s c h e n Ze ta funkt ion a u c h ausserhalb der H a l b e b e n e a > 1, w o d ie F u n k ­

t i o n i m e igent l i chen S inne fas tper iodisch i s t , z u verfo lgen , u n d zwar a u c h i n d e m 

s o g e n a n n t e n kr i t i schen Stre i fen der Ze ta funkt ion die E x i s t e n z v o n re la t iven H ä u f i g ­

ke i t en der a -Ste l l en i m ob igen S inne nachzuwe i sen . D i e s e i n vert ika ler R i c h t u n g vor ­

h a n d e n e a s y m p t o t i s c h e R e g e l m ä s s i g k e i t der W e r t e v e r t e i l u n g m a g d a h i n g e d e u t e t 

werden , dass auch ausserhalb d e s e igent l i chen Gebie tes der Fas tper iod iz i tä t e ine 

gewis se A r t v o n a b g e s c h w ä c h t e r Fas tper iod iz i tä t oder Fas tper iod iz i tä t i m we i t eren 

S inne spürbar i s t . 

H i e r m i t streifen wir aber d ie F r a g e n a c h d e n Verallgemeinerungen der Theor ie 

der fas tper iodischen F u n k t i o n e n , oder v i e lmehr d e n Vera l lgemeinerungen des 

Begriffes der Fas tper iod iz i tä t . Hierauf näher e i n z u g e h e n wird aber bei dieser Ge­

legenhe i t ke ine Zeit se in . I c h werde m i c h d a m i t b e g n ü g e n z u erwähnen , dass w ä h r e n d 

die Vera l lgemeinerungen der Theor ie der fas tper iodischen F u n k t i o n e n e iner reellen 

Veränder l ichen — w o es s i ch d a r u m hande l t , s ich v o n S t e t i g k e i t s a n n a h m e n u n d 

derg le ichen zu befreien — durch die Arbe i t verschiedener Forscher zu e i n e m rela­

t i v e n Absch luss g e l a n g t s ind, i s t für d e n F a l l e iner komplexen Veränder l i chen , w o es 

s i ch u m E r w e i t e r u n g e n ganz anderer A r t h a n d e l t , das P r o b l e m der Vera l lgemeine­

rungen nur recht w e n i g untersucht . H i e r i s t e igent l i ch n u r e ine s chöne A r b e i t v o n 

Besicovitch z u n e n n e n , we lche s ich an e ine frühere U n t e r s u c h u n g v o n Carlson über 

e igent l i che Dir ich le t sche R e i h e n anschl iess t , u n d mehrere in teressante F r a g e n 

harren hier noch i m m e r ihrer L ö s u n g . 
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Le rôle de la géométrie algébrique 

dans les mathématiques 

Par F. Severi, Roma 

L'algèbre e t la géométr ie algébrique, c'est-à-dire l 'expression s y n t h é t i q u e des 

relat ions formel les e t fonct ionnel les d e l'algèbre, o n t é té à t o u t e époque , m ê m e sous 

d e s d é n o m i n a t i o n s différentes , les c h a m p s e x p é r i m e n t a u x les plus i m p o r t a n t s e t les 

p l u s ut i les des m a t h é m a t i q u e s . N o u s e n a v o n s v u des e x e m p l e s expressifs dans ce 

m ê m e Congrès dans la bri l lante conférence de M. Jul ia . 

B e a u c o u p des concept ions originaires des branches aujourd'hui les p lus éloignées 

de l 'algèbre, o n t pris na issance d e c e t t e sc ience, e t l ' imaginat ion algébrique joue 

toujours u n rôle f o n d a m e n t a l dans le d é v e l o p p e m e n t d 'un très grand nombre de 

théories d e l 'analyse e t de la géométr ie , quo ique ce rôle so i t f r équemment méconnu 

e n é t a n t désormais dans la sous-consc ience de t o u t mathémat i c i en . 

U n aperçu sur l'histoire de notre science nous rappel le de suite ce qui est très 

s o u v e n t oubl ié , quo ique b ien connu de t o u t s a v a n t m ê m e p e u cult ivé dans l'histoire. 

L' idée m ê m e de fonct ion , une des idées-force des m a t h é m a t i q u e s modernes , est 

née d e l 'algèbre; e t dans ce c h a m p elle a c o m m e n c é à s'affiner e t à se développer, 

e n révé lant des propriétés e t des rapports qui cons t i tuent la base de l 'analyse 

inf ini tés imale . 

Descar te s se pose le problème d e savoir quel les sont les courbes d o n t il doit être 

q u e s t i o n d a n s la nouve l l e sc ience e t il conc lut qu'i l faut se borner a u x courbes algé­

briques . Opinion é v i d e m m e n t exagérée , refusée par Leibniz . Mais elle est juste 

e n ce sens qu'i l é ta i t nécessaire d 'expér imenter d'abord les concept ions nouvel les 

sur les fonct ions qu 'on p o u v a i t p lus a i sément dominer e t manier. 

L ' invent ion d u calcul inf inités imale n e p e u t pas être conçue si l 'on fait ab­

s tract ion de la préparat ion e t de l 'or ientat ion des esprits données par l 'algèbre e t par la 

géométr i e d e Descar tes . Cela e s t d é m o n t r é , pour ainsi dire, par l 'absurde, puisque 

le principe d ' exhaus t ion des géomètres grecs é ta i t res té stérile p e n d a n t plusieurs 

s iècles , jusqu 'au m o m e n t d e son un ion à la j eune e t féconde algèbre. 

On a déjà remarqué que lorsque, vers la fin d u X V I I I siècle, le programme ouvert 

par le calcul inf ini tés imal e t par la géométr ie ana ly t ique sembla i t près de l'épuise­

m e n t , de sorte que Lagrange m ê m e se tournai t vers la chimie , la géométr ie de po ­

s i t ion e t la géométr ie descript ive , c'est-à-dire d e u x branches particulières de la 

géométr ie algébrique, v inrent vivif ier l 'a tmosphère e t donner a u x m a t h é m a t i q u e s 

d'autres é l ément s v i t a u x . Monge p u t alors éclaircir les propriétés fondamenta le s des 
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c) Descendance du 2 m e degré 

d) Descendance du 3 m e degré 

e) Descendance du 4 m e degré 

f ) Descendance du 5 m c degré 

Descendance : géométrie différentielle, géométrie projective. 

Descendance du 1 e r degré: théorie des transformations et 
des groupes. Théorie des invariants. Géométrie abstraite 
(Möbius, Plücker, Staudt). Géométrie à plusieurs dimensions 
développée dans le sens algébrique (Cayley, Klein, Veronese, 
Segre, etc.). 

Géométrie non-euelidienne, descendance directe de la 
géométrie projective et de la géométrie différentielle. 
Géométrie riemannienne. Analysis situs. 

(moyennant le mariage parmi groupes, invariants, fonc­
tions): groupes discontinus et continus; fonctions auto­
morphes. 

(moyennant le mariage parmi géométrie non-euclidienne, 
géométrie différentielle, forme algébrique) : calcul différentiel 
absolu; relativité générale, parallélisme de Levi-Civita. 

Espace à connexion affine et projective de Cartan, Schouten, 
Weyl , Vehlen, etc. 
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é q u a t i o n s a u x dér ivées part ie l les a u m o y e n d e cons truc t ions géométr iques e t arriver 

à l a créat ion d e la géométr ie différentiel le a v e c ses célèbres appl ica t ions d e l 'ana­

l y s e à la géométr ie . 

L a géométr ie projec t ive , c e t t e branche moderne d e la géométr i e a lgébrique, qu i 

e u t dans la première m o i t i é d u X I X siècle des périodes éc la tante s d e for tune e t qu i 

r e s t a presque oubl iée jusqu'à ces dernières années , a e l l e - m ê m e contr ibué p u i s s a m ­

m e n t a u r e n o u v e l l e m e n t d e notre sc ience . 

L' idée d e t rans format ion e t d e correspondance e t cel le d e groupe d e trans ­

format ions , d o n t c h a q u e m a t h é m a t i c i e n fa i t désormais u s a g e presque t o u s les jours , 

t i r en t leur origine d e la géométr ie projec t ive . D ' u n autre c ô t é les concept ions e t les 

rapports f o n d a m e n t a u x sur les groupes d e trans format ions o n t t r o u v é leurs premiers 

a l iments d a n s u n e théor ie p u r e m e n t algébrique : celle des groupes d e s u b s t i t u t i o n s d e 

Ruff in i e t d e Galois . 

D a n s le c h a m p é t r o i t e m e n t a lgébrique la géométr ie projec t ive a p r o v o q u é la 

théor ie générale des formes a lgébriques e t des invar iants . L e s polaires réc iproques d e 

P o n c e l e t e t d e Bobi l l ier o n t condu i t B o o l e à la première n o t i o n d e eovar iant . 

I l serait très intéressant d e construire l'arbre généa log ique d e chaque théor ie 

m a t h é m a t i q u e : dans 9 0 % des cas , j 'en suis sûr, o n trouvera i t u n e souche de race 

a lgébrique . L'algèbre e s t l 'Eve , p e u t - ê t r e quelquefois sans A d a m . L a diff iculté 

principale d e la format ion de ces arbres c'est q u e les mariages entre parents s o n t 

n o m b r e u x e t le cas de p o l y g a m i e très fréquent . P e r m e t t e z - m o i que lques e x e m p l e s e n 

s t y l e t é l égraphique: 

a) Géométrie descriptive. 

b) Géométrie projective. 
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J'a i laissé d e côté plusieurs branches col latérales , e n e n t e n d a n t s eu lement d e 

donner u n p e t i t essai d 'une classif ication qui serait fort intéressante . D 'autre par t 

n o u s devrons revenir dans la suite sur des relat ions d e l 'espèce env i sagée . 

• * . 
P a r m i les théories contempora ines , deux surtout s o n t é tro i tement l iées à la 

géométr i e a lgébrique, quo ique les l ia isons ne so ient p a s toujours v is ibles au pre­

mier abord. J e parle de la topolog ie e t de la théorie des fonct ions ana ly t iques de 

plusieurs variables c o m p l e x e s . 

L a topo log ie aura sans d o u t e u n rôle f o n d a m e n t a l dans la m a t h é m a t i q u e de 

l 'avenir , d o n t o n aperçoit d e plus e n p lus les caractères qual i tat i fs e t in tégraux . 

E h b ien , les ques t ions f o n d a m e n t a l e s de la topolog ie o n t é té posées par la géo­

m é t r i e a lgébrique. Il n e faut pas remonter à R i e m a n n , B e t t i , Poincaré , P icard: il e s t 

suff isant d e se rapporter a u x remarquables progrès récents des écoles con tempo­

raines . L' inf luence originaire de la géométr ie project ive sur la pensée d e M. Veblen e t 

d e M. W e y l e s t presque év idente ; c o m m e le caractère algébrique de la formation 

inte l lectuel le d e M. Alexander e t d e M. Lefschetz , qui e u t plusieurs contac t s avec 

l 'école i ta l i enne , e s t certain . I l v a sans dire, q u e pour ordonner 1'Analysis s i tus e n 

s y s t è m e déduct i f e t pour é lever la puissance de s o n esprit de général i té , la théorie des 

e n s e m b l e s a r e n d u e t rendra toujours de grands services . Mais dans la pos i t ion e t 

l 'or ientat ion des problèmes la géométr i e algébrique cont inue e t cont inuera sa fonc­

t i o n créatrice. 

I l faut q u e je descende de ces aff irmations générales à quelques réflexions u n peu 

p l u s détai l lées . J e considère c o m m e u n des e x e m p l e s les p lus significatifs la théorie 

des intersect ions des cyc les sur u n e variété topo log ique , qui a c o m m e n c é par u n e 

remarque i m p o r t a n t e d e Kronecker , relat ive à la déterminat ion d u nombre des 

so lut ions de plusieurs équat ions ana ly t iques d a n s u n d o m a i n e donné , e t qui a é t é 

condui te t o u t r é c e m m e n t à u n h a u t degré de général i té e t de perfect ion par M. Lef­

s c h e t z . 

J e ne v e u x pas dire que t o u t ce que l'on rencontre dans ce t te théorie ait son 

premier g e r m e dans la géométr ie algébrique. Voic i u n e différence remarquable entre 

ce c h a m p e t un c h a m p dans lequel o n suppose s e u l e m e n t la cont inuité . Les inter­

sec t ions de d e u x cyc les que lconques d'une var iété topo log ique ont u n s igne qui n'est 

p a s généra lement le m ê m e pour chaque intersect ion; tand i s que les intersect ions de 

d e u x cyc les a lgébriques dans une r iemannienne o n t u n s igne cons tant . 

E t j 'a joute que m ê m e s'il é ta i t vrai que t o u t e idée topologique ait sa racine en 

algèbre, ce la n e diminuerai t po int la génial i té d'une intu i t ion qui aperçoit des rap­

ports généraux là où l 'on n'a v u auparavant que des rapports particuliers. 

D a n s la théorie des intersect ions des cycles , o n donne une s ignif ication aux inter-
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sec t ions (qu'el les so i ent isolées o u n o n ) qu i é l imine a u premier abord t o u t e diff iculté 

d é c o u l a n t d e s pos i t ions part icul ières d e s cyc le s e t qui e n outre e s t invar iante v i s -à -v i s 

d e s t rans format ions b i u n i v ó q u e s cont inues , c'est-à-dire d e s h o m é o m o r p h i s m e s . Ains i 

o n arrive à parler d 'un n o m b r e fini d' intersect ions de d e u x l ignes s imples , f ermées de 

J o r d a n , dans le p lan , m ê m e si les d e u x l ignes o n t e n c o m m u n des arcs . D a n s ce b u t 

o n subs t i tue à u n des d e u x cyc le s u n cyc le approché c o n v e n a b l e e t l 'on d é m o n t r e 

l ' invariance topo log ique , par rapport a u x d e u x cyc le s d o n n é s , d e la déf ini t ion des 

intersect ions t rouvées a u m o y e n d u cyc le approché . 

E h bien, c e t t e concept ion e x i s t e déjà e n géométr ie a lgébrique, d u m o i n s p o u r ce 

qui se rapporte a u x cyc le s a lgébriques , e n t o u t e r igueur e t précis ion. J e crois b i e n d e 

m'arrêter u n in s tan t sur la ques t ion . L a p lupart des m a t h é m a t i c i e n s qui ne conna i s ­

s e n t p a s à la f o n d la géométr i e a lgébrique i ta l i enne e t d e c e u x qu i sont arrivés à 

s 'occuper d e ses résul tats par l ' intérêt d e certa ines ques t ions col latérales , cons idèrent 

quelquefois n o s m é t h o d e s c o m m e que lque chose d e m y s t é r i e u x qu i n e p e u t p a s être 

m a n i é sans danger e n dehors d 'un p e t i t n o m b r e d' init iés; e t i ls préfèrent pour cela 

créer o u perfect ionner d'autres m é t h o d e s ; i ls croient m ê m e quelquefois devo ir 

m e t t r e a u po in t des résul tats q u e n o u s connaissons depu i s l o n g t e m p s a v e c précis ion. 

M ê m e e n Al l emagne , où les m é t h o d e s a lgébrico-géométr iques o n t e u d ' importan­

t e s impuls ions ini t ia les à travers l ' œ u v r e déc i s ive de Bri l l e t N œ t h e r , cont inuateurs 

é m i n e n t s d e la t rad i t ion r i emannienne , l 'usage de ces m é t h o d e s a é t é in terrompu 

p e n d a n t u n e l o n g u e période e t c e n ' e s t que d a n s ces derniers t e m p s que d e jeunes 

m a t h é m a t i c i e n s a l l emands très b ien qualif iés reprennent a v e c entra in la glorieuse 

t rad i t ion . 

M. V a n der W a e r d e n , d o n t j ' e s t ime b e a u c o u p l ' intéressante product ion , a écrit 

t o u t r é c e m m e n t que dans le prob lème des intersect ions les m é t h o d e s a lgébriques 

n 'ont pas la m ê m e général i té q u e les m é t h o d e s a n a l y t i q u e s , parce qu'i ls n e p e u v e n t 

p a s s 'appl iquer à la géométr ie sur u n e var ié té abs tra i te que lconque , car sur u n e te l le 

var ié té il n 'ex i s te pas généra l ement u n groupe cont inu d e trans format ions b irat ion-

nel les qui puisse jouer c o m m e le groupe des h o m o g r a p h i e s dans l 'espace projectif . 

S u i v a n t le m ê m e a u t e u r les m é t h o d e s a n a l y t i q u e s m ê m e s n e s o n t p a s va lab les dans 

t o u s les cas e t par su i t e o n n e p e u t avoir u n e déf in i t ion générale e t c o m p l è t e d u 

c o n c e p t d e mul t ip l i c i t é d ' intersect ion e n dehors d e la topo log ie . 

M. Lefschetz à son tour, t o u t e n reconnaissant ( c o m m e il m e l'a écrit e n 1930) q u e 

m e s anc iennes recherches sur les f o n d e m e n t s d e la géométr ie é n u m é r a t i v e , ,se r a p ­

prochent r e m a r q u a b l e m e n t de la t o p o l o g i e " (plus e x a c t e m e n t de la part ie de la t o p o ­

logie qui n'éta i t pas encore créée) s emble croire que la d é m o n s t r a t i o n d u princ ipe d e 

la conservat ion d u n o m b r e , q u e j 'ai donnée sans aucune restr ict ion e n 1912, se r a p ­

porte s e u l e m e n t a u x intersect ions d e var ié tés à n •— 1 d imens ions d a n s une var i é t é 

à n d i m e n s i o n s , tand i s q u e pour la d é m o n s t r a t i o n générale (de laquel le M. V a n der 

212 
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W a e r d e n s'est occupé) il faudrait , se lon M. Lefschetz , avoir recours à la topologie, 

car o n do i t déterminer les intersect ions de d e u x cyc le s que lconques . 

J e n e suis p a s d'accord à ce sujet ni avec M. V a n der W a e r d e n n i a v e c M. Lef­

schetz . J e crois avoir déjà démontré est imer b e a u c o u p la topologie e t ses prophètes ; 

m a i s o n p e u t quelquefois t rouver la santé m ê m e e n dehors de la topologie . N o t r e 

géométr i e possède , depuis l o n g t e m p s , les m o y e n s d'évaluer r igoureusement la 

mul t ip l i c i t é d ' intersect ions de d e u x variétés ou cyc les algébriques que lconques sur 

u n e var ié té a lgébr ique; e t la m é t h o d e qu'on a su iv ie e n topologie n'est que le trans­

p o r t — consc ient dans la première p h a s e e t p e u t - ê t r e inconsc ient dans la seconde — 

d e ces m o y e n s là . 

V o y o n s . J e prends , p o u r n e pas compl iquer l e langage , le cas d e d e u x courbes 

algébriques A, B sur u n e var iété algébrique G, à trois d imens ions , e t je suppose q u e 

A, B o n t u n p o i n t c o m m u n 0 (en u n point s imple de C). I l faut donner u n sens à la 

mult ip l ic i té d ' intersect ion d e A, B e n O . Le fait q u e A e t B ne sont p a s variables sur 

G a v e c cont inu i té , p o u r v u q u e cela so i t vrai, n e m e g ê n e pas ; e t par conséquent je n'ai 

a u c u n e m e n t beso in d'avoir sur C u n groupe cont inu transitif de transformations . 

O n d é m o n t r e a i s é m e n t e t é l émenta irement qu' i l e s t possible de conduire par la 

courbe A u n e hypersurface algébrique F d'un ordre suf f i samment é levé , de l 'espace 

a m b i a n t , a p p a r t e n a n t à u n s y s t è m e linéaire n ' a y a n t p a s des po in t s bases hors de 

A , d e sorte q u ' e n d o n n a n t à F u n p e t i t dép lacement , l 'hypersurface déplacée G, a i t 

e x a c t e m e n t s in tersect ions s imples a v e c la courbe B vo is ines de 0, qui about i ssent 

e n 0, lorsque G rev ient e n F. L e n o m b r e s e s t le m ê m e quelle que so i t la manière 

d e faire la cons truc t ion , sous les condi t ions posées , e t il donne la mult ipl ic i té d'inter­

sec t ion d e A, B enO. E n outre s e s t invar iant v i s -à -v i s des transformations birat ion-

nel les pour lesquel les 0 n 'est pas except ionne l e t il e s t le m ê m e que celui qu 'on obt i en t 

p a r une project ion générale de A, B sur un p lan . A défaut de ce t te concept ion nous 

n'aurions j a m a i s p u parler des caractères v irtuels d'une var ié té tracée sur une autre: 

n i construire la théor ie générale des correspondances algébriques; e tc . 

C o m m e o n le v o i t d a n s l ' exemple précédent , i l s'agit de subst i tuer à u n cyc le 

c o n v e n a b l e à q u a t r e d imens ions , condu i t par le cyc l e à d e u x d imens ions A, u n cyc le 

a p p r o c h é : c'est-à-dire e x a c t e m e n t l a m ê m e chose qu'on fa i t e n topologie . 

L e s prob lèmes d 'équivalence , lorsque d e u x var ié tés se coupent su ivant des 

var ié tés inf inies d e d imens ion p lus grande q u e la d imens ion normale , p e u v e n t ê tre 

tra i tés de la m ê m e manière . P . e x . pour évaluer le nombre des intersect ions de trois 

surfaces A, B, C de l 'espace ordinaire, absorbées par une courbe D c o m m u n e à ces 

surfaces , o n donnera à l 'une d'entr'el les , A, u n dép lacement arbitraire, de sorte que 

B, C e t la surface déplacée se c o u p e n t en u n n o m b r e fini de po ints d i s t incts (égal 

a u produit d e leurs ordres) e t , parmi ces intersect ions , l 'on évaluera celles qui s o n t 

vo is ines de D. 
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J e n'insisterai p a s d a v a n t a g e sur des prob lèmes d e e e t t e espèce e t je terminerai 

c e s cons idérat ions e n rappe lant d e u x sortes d e ques t ions topo log iques l iées a u x 

ques t ions précédentes . 

O n sa i t que , d'après MM. Po incaré e t Birkhoff , cer ta ines propriétés qua l i ta t ive s 

d e s intégrales des é q u a t i o n s différentiel les c o n d u i s e n t à d e s prob lèmes topo log iques 

d e dé terminat ion d u n o m b r e des p o i n t s u n i s d'un h o m é o m o r p h i s m e d'une var ié té 

t o p o l o g i q u e V e n s o i - m ê m e . I l s 'agit , m ê m e d a n s ce cas , d 'un problème d' intersect ion. 

E n effet sur la var ié té produi t d e V a v e c s o i - m ê m e , les h o m é o m o r p h i s m e s (en part i ­

culier l ' ident i té) d e V s o n t représentés p a r d e s cyc les e t i l s 'agit d e dé terminer les 

intersect ions d'un d e ces cyc les a v e c le c y c l e qui représente l ' ident i té . Ce p o i n t d e 

v u e , e m p r u n t é à la théor ie des correspondances sur u n e var ié té a lgébrique, a é t é 

t ransporté e n topo log ie par M. Lefschetz e t la c o n c e p t i o n m ê m e d e produi t t o p o ­

log ique d e d e u x var ié té s dér ive d e m a théor ie des correspondances a lgébriques . 

I l m e semble q u ' u n des p lus i m p o r t a n t s prob lèmes topo log iques q u ' o n p e u t se 

poser en ce m o m e n t , e s t d e chercher à élargir la conna i s sance des invar iant s t o p o ­

log iques , pour arriver à caractériser, a u p o i n t d e v u e des h o m é o m o r p h i s m e s , u n e 

var ié té t o p o l o g i q u e : so i t p . ex . u n e var ié té r i emannienne . 

O n sait très b ien qu 'une surface fermée bi latère es t caractérisée s e u l e m e n t par la 

va leur d u genre, c 'est-à-dire par sa c o n n e x i o n l inéaire. L e s choses se p a s s e n t d 'une 

façon très différente e t b ien cachée m ê m e pour les var ié tés à trois d imens ions , pour 

lesquel les le problème n'est pas résolu. L e s t r a v a u x c lass iques d e Po incaré n e font 

q u e montrer sa diff iculté. 

Il e s t certain qu'i l y a nombre d ' invar iants topo log iques qui n 'ont pas é té c o n ­

s idérés e t qu i s o n t i n d é p e n d a n t s d e s invar iant s c o n n u s . Ains i p . e x . les in tersect ions 

d e groupes de cyc les pourront donner des invar iant s n o u v e a u x en p o s a n t certa ines 

condi t ions d e m i n i m u m pour le n o m b r e d e ces in tersec t ions . On p e u t aussi c o n ­

sidérer des groupes p lus généraux q u e le groupe d 'équiva lence de Po incaré , se rap­

p o r t a n t a u x cyc les d e d i m e n s i o n que l conque , d o n t o n a f ixé u n sous-cyc le (en par­

ticulier u n po int ) : j 'ai d o n n é la déf in i t ion d e c e s groupes a u Séminaire m a t h é m a t i q u e 

d e R o m e e n 1931. P e u t - ê t r e faudra-t- i l les é tudier . 

* 
Us * 

J e vais parler d'un autre ordre de ques t ions dans l eque l la géométr ie a lgébrique 

e t peut -ê tre m a théorie de la base pourront rendre d'ut i les services . J e fais a l lus ion 

a u x propriétés ar i thmét iques des courbes e t des var ié tés a lgébriques , c'est-à-dire 

a u x problèmes c lass iques de la théor ie des nombres , concernant la so lut ion des 

é q u a t i o n s algébriques indé terminées , à coefficients rat ionnels , e n n o m b r e ent iers o u 

rat ionnels . Les p lus anc iennes recherches sur ce sujet , qui s 'appuient sur la g é o m é t r i e 

sur u n e courbe e t qu i o n t porté sur d e s é q u a t i o n s part icul ières , s o n t d e MM. Hi lber t , 
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H u r w i t z (1896) , Poincaré , B . Lev i (1905—1907) ; les p lus récentes (après 1922) qui 

cons idèrent aussi des t y p e s très généraux d 'équat ions , appart i ennent à MM. Mordel, 

A n d r é Wei l , N a g e l l . T h u e , Siegel, e t c . I l faut a v a n t t o u t remarquer q u e le résul tat d e 

H i l b e r t - H u n v i t z - P o i n c a r é concernant la possibi l i té de réduire u n e courbe rat ionnel le 

à coeff ic ients rat ionnels , à une droi te o u bien à u n e conique sans p o i n t s rat ionnels , 

e s t v i r tue l l ement c o n t e n u dans u n théorème d o n n é e n 1870 par M a x N œ t h e r , con­

cernant la poss ibi l i té d e réduire b irat ionnel lement t o u t e courbe rat ionnel le à u n e 

droi te ou à u n e conique , sans introduire des irat ionnal i tés ar i thmét iques , su ivant q u e 

l 'on connaî t o u n o n u n po in t de la courbe. J e crois devoir rendre ce t h o m m a g e a u 

souvenir d u grand s a v a n t a l l emand, dont les t r a v a u x o n t é té quelquefois m é c o n n u s 

e t que les géomètres i ta l iens cons idèrent c o m m e u n des leurs maîtres . 

L e résul tat l e plus expressif a é t é ob tenu en 1930 par M. Siegel en s e basant sur les 

résul tats o b t e n u s p r é c é d e m m e n t par le jeune m a t h é m a t i c i e n français M. André Wei l , 

e t sur les m é t h o d e s d 'approx imat ion d iophant ique . L e résul tat d o n t i l s'agit e s t le 

s u i v a n t : D a n s u n corps algébrique donné les so lut ions e n nombres ent iers de t o u t e 

é q u a t i o n à d e u x variables de genre > 0, sont e n n o m b r e fini e t il e s t aisé de déter­

miner les équat ions de genre 0, qu i a d m e t t e n t u n e infinité de solut ions entières. 

L e prob lème d e savoir quel les équat ions à d e u x variables possèdent une infinité d e 

so lut ions ent ières e s t ainsi c o m p l è t e m e n t résolu; e t il e s t vra isemblable que m ê m e 

le n o m b r e des so lut ions rat ionnel les d'une é q u a t i o n à d e u x variables d e genre > 1, 

e s t fini. T o u t ce la nous fait approcher n o t a b l e m e n t de la démonstra t ion du grand 

e t célèbre t h é o r è m e de F e r m â t . 

* * 

J e vais m a i n t e n a n t parler des relat ions entre la géométr ie algébrique e t la théorie 

des fonct ions ana ly t iques de plusieurs variables qui s'est déve loppée remarquable­

m e n t dans les derniers t e m p s . 

Les propriétés sur la divis ibi l i té des fonct ions algébroïdes, en t a n t qu'elles sont 

l iées a u x théorèmes d'exis tence des fonct ions impl ic i tes , n' introduisent pas d'é léments 

n o u v e a u x par rapport à c e u x qui ex i s t en t déjà dans l 'admirable théorie des fonct ions 

ana ly t iques d 'une variable crée par Cauchy, R i e m a n n e t Lagrange-Weierstrass . 

C'est encore à la géométr ie a lgébrique qu'on do i t l ' introduct ion des premières idées 

e s sent i e l l ement nouve l les . 

Clebsch e t N o e t h e r a v a i e n t défini en 1869 l e s intégrales doubles d e première 

espèce e t M. Picard a v a i t introdui t e n 1884 les intégrales s imples a t tachées à u n e 

surface algébrique. C'est là que c o m m e n c e la théor ie nouve l le . 

L a déf ini t ion de Clebsch-Nœther supposai t u n concept qu'on n 'ava i t pas encore 

avec précis ion. Mais c o m m e quelquefois la sc ience a besoin de nébuleuses qui con­

t i e n n e n t en format ion les étoi les , c e t t e indéterminat ion m ê m e rendai t nécessaires 
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d'autres recherches importantes, qui furent achevées en 1886 par Poincaré. A ce 
grand géomètre remonte la définition rigoureuse d'intégrale multiple dans le champ 
complexe et l'extension du théorème relatif à l'intégrale de Cauchy. Cette extension 
fut déterminée par des problèmes géométriques concernant les périodes et les résidus 
des intégrales multiples. 

Il est bon de répéter ici une constatation qui me parait instructive : ce fut préci­
sément l'extension du théorème de Cauchy qui donna l'occasion à M. Volterra, en 
1887, d'introduire des conceptions nouvelles de calcul fonctionnel, duquel, comme 
tout le monde le sait, il a été un des plus éminents créateurs. Voici donc démontré 
encore une fois la fécondité de l'association d'idées en apparence très éloignées et 
l'opportunité de nous rafraîchir souvent, dans nos voyages vers l'inconnu mathé­
matique, à une source riche et hmpide comme l'algèbre. 

Pour étudier les fonctions analytiques dans leur champ complet d'existence, il 
faut fixer avant tout la manière d'introduire l'infini dans le domaine de variabilité 
de plusieurs variables complexes. On doit chercher une indication précise et naturelle 
à ce propos dans notre géométrie, en tant qu'elle considère toujours des fonctions qui 
s'étendent à l'infini, comme les fonctions rationnelles et algébriques et leurs inté­
grales: les fonctions hyperelhptiques, abéliennes, etc. Eh bien, notre géométrie en­
visage toujours l'infini au point de vue projectif, de sorte que les définitions du com­
portement des fonctions à l'infini, demeurent invariants par rapport aux changements 
les plus simples de variables: c'est-à-dire aux substitutions linéaires. 

J'ai montré que ce point de vue est le seul qui conduit à identifier le domaine 
de plusieurs variables complexes avec une variété topologique réelle, la plus simple 
possible, fermée et partout homogène. 

L'homogénéité topologique est essentielle si l'on ne veut pas rencontrer fré­
quemment des paradoxes, qu'on réussit à peine à éviter par des analyses inutile­
ment fatigantes. 

Il est bien évident que la substance des choses ne peut changer d'une façon ou de 
l'autre que l'on envisage l'infini, pourvu que l'interprétation finale soit correcte. 
Mais voilà une raison de plus de saisir le point de vue le plus simple. 

On doit donc prendre comme un modèle topologique du champ complet de varia­
bilité de n variables complexes, la riemannienne de l'espace projectif complexe à n 
dimensions. On peut aisément construire pour chaque riemannienne des modèles 
algébriques réels. Pour l'espace projectif on a ainsi une variété remarquable, qui a été 
découvert par Corrado Segre, mon regretté et eminent maître. J'ai trouvé que cette 
variété a le plus petit ordre parmi les variétés algébriques réelles qui représentent la 
même riemannienne. Elle est donc, à un certain point de vue, un modèle qui ne peut 
pas être remplacé. 

Dans le cas d'une variable on retombe ainsi sur la sphère ou sur une quadrique 
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à p o i n t s e l l ipt iques; d a n s le cas d e d e u x variables sur u n e var ié té V e l l ipt ique d u 

s i x i è m e ordre d e l 'espace à h u i t d imens ions . U n e project ion d e V, analogue à l a 

projec t ion s téréographique d e la sphère, ramène la représentat ion de d e u x variables 

c o m p l e x e s sur l 'espace eucl id ien réel à quatre d imens ions . D a n s ce t t e représentat ion 

il e x i s t e nécessa irement d e s é l ément s except ionne l s . E n effet , i l y a u n e congruence 

l inéaire e l l ipt ique C d e droi tes except ionne l les à l'infini, c h a c u n e d'elles représentant 

u n seul p o i n t d e F . L a représentat ion cesse d'être h o m o g è n e . Les droi tes directrices 

a, b d e la congruence C s o n t imaginaires conjuguées . 

J 'a i e x p o s é ces déta i l s parce qu'i ls c o n s t i t u e n t le f o n d e m e n t d'une m é t h o d e 

g é o m é t r i q u e pour é tudier les fonct ions ana ly t iques d e d e u x variables . Cet te m é t h o d e 

a é t é d é v e l o p p é e par m o i - m ê m e e t p a r m o n é l ève M. B e n i a m i n o Segre. 

J e donnerai , e n p e u d e m o t s , que lques rense ignements sur le sujet . U n e surface 

caractér is t ique d e l 'espace S à quatre d imens ions (c'est-à-dire, su ivant la dénomina­

t i o n d e M. Levi -Civ i ta , u n e surface représentant u n e re lat ion ana ly t ique entre 

x, y) e s t caractérisée g é o m é t r i q u e m e n t par la propriété q u e ses p lans tangent s - qui 

s o n t é v i d e m m e n t caractér is t iques — s 'appuient sur les droi tes a, b, les intersect ions 

é t a n t les po in t s cyc l iques d e ces p lans . Cela rend é v i d e n t p . e x . qu 'une surface carac­

tér i s t ique n e p e u t p a s s e renverser, a v e c c h a n g e m e n t de ses d e u x cô tés entr 'eux, par 

u n e var ia t ion c o n t i n u e qui la laisse toujours caractérist ique. E n effet les p o i n t s 

cyc l iques d e ses p lans t a n g e n t s se m e u v e n t s éparément sur a, b e t n e p e u v e n t p a s 

s 'échanger entr 'eux . O n a ici l ' extens ion a u x courbes ana ly t iques d'une propriété 

d o n n é e par M. Lefschetz pour les courbes a lgébriques . 

U n e surface caractér is t ique / (x, y) — 0 qui n'a que des po ints s imples e t d e s 

p o i n t s mul t ip les a lgébroïdes , s 'é tend nécessa irement à l'infini e t si / e s t uni forme 

d a n s u n d o m a i n e à q u a t r e d imens ions c o m p r e n a n t à l' intérieur la surface, celle-ci 

e s t toujours la riemannienne d'une courbe algébrique. (Lorsque la condi t ion p o s é e 

pour / n'est pas sat is fa i te le théorème n'est pas toujours vrai) . Ce théorème cont ient 

la propos i t ion c lass ique d e Weiers trass -Hurwitz , re lat ive à la rat ionnante d'une fonc­

t i o n a n a l y t i q u e d e plusieurs var iables par tout méromorphe . 

Si u n e fonc t ion a n a l y t i q u e d'une variable c o m p l e x e e t d'une variable réelle , 

q u ' o n p e u t représenter sur u n h y p e r p l a n d e l 'espace S, e s t ho lomorphe sur une surface 

fermée s imple d e cet hyperp lan , el le e s t aussi ho lomorphe à l' intérieur d e la surface. 

D e là s 'ensuit i m m é d i a t e m e n t l e . t h é o r è m e de M. H a r t o g s , aff irmant la régularité, à 

l ' intérieur d'une cellule finie à quatre d imens ions , d'une fonct ion ana ly t ique de d e u x 

variables c o m p l e x e s , qui es t ho lomorphe à la frontière de la cel lule. Ce théorème -

c o m m e le d i t j u s t e m e n t M. Osgood - es t le p lus frappant d e t o u t e la théorie . 

Il e s t d e m ê m e aisé d e déduire , a u po in t de v u e géométr ique , les théorèmes d e 

M. E . E . L e v i sur les hypersurf aces qui p e u v e n t être frontières des c h a m p s d'exis tence 

des fonct ions de d e u x var iables , e t c . 
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A p r o p o s d u t h é o r è m e d e H a r t o g s , o n d o i t rappeler d a n s ce h e u q u e la première 

d e s propriétés surprenantes des s ingular i tés d e s fonc t ions d e p lus ieurs var iab les 

(c 'est-à-dire l ' inex is tence d e p o i n t s s inguliers isolés) f u t é n o n c é e ici , à l 'occas ion d u 

I. Congrès in ternat iona l d e s m a t h é m a t i c i e n s , p a r Adolf H u r w i t z , l e m a î t r e regret té d e 

l 'Eco le p o l y t e c h n i q u e d e Zurich, qu i a laissé d e très i m p o r t a n t s t r a v a u x m ê m e d a n s 

l e d o m a i n e a lgébrique . 

J e v e u x s ignaler encore u n prob lème s u r t o u t à c a u s e d e ses re la t ions a v e c le 

t h é o r è m e d 'ex i s tence d e s fonct ions a lgébriques d e d e u x var iab les . J 'a i n o m m é le 

prob lème d e Dir ich le t pour les fonc t ions b iharmoniques , c 'est-à-dire p o u r les fonc­

t i o n s qui s o n t les part ies réel les (ou imaginaires) des fonc t ions a n a l y t i q u e s d e d e u x 

var iables c o m p l e x e s . Po incaré e n 1883 s 'étai t borné à remarquer q u ' o n n e p e u t p a s 

chois ir arbi tra irement l a fonc t ion dé terminée sur la frontière d 'une ce l lu le à quatre 

d imens ions par une fonc t ion b iharmonique régulière, c o m m e o n p e u t le faire (sous 

cer ta ines condi t ions qua l i ta t ives ) d a n s le prob lème ordinaire d e D ir i ch l e t pour les 

fonc t ions harmoniques . M. Lev i -Civ i ta e n 1905, e n face d e c e t t e i m p o s s i b i h t é , s 'é ta i t 

borné à é t endre a u x fonc t ions d e d e u x var iables le p o i n t d e v u e loca l d e Cauchy . 

J 'ai p u e n 1931 résoudre le p r o b l è m e intégral , e n écr ivant e x p h c i t e m e n t les con­

d i t i ons nécessaires e t suff i santes à imposer à la frontière d e la ce l lu le p o u r déterminer 

u n i v o q u e m e n t u n e fonc t ion b iharmonique o u a n a l y t i q u e h o l o m o r p h e à l ' intérieur. 

Ces condi t ions sont é t r o i t e m e n t différentiel les , d e sor te q u e les re la t ions à la fron­

t ière entre les part ies réel les e t imaginaires d 'une fonct ion a n a l y t i q u e h o l o m o r p h e 

d a n s la cel lule , sont e l l e s - m ê m e s différentiel les . Cela c o n s t i t u e u n r é s u l t a t i n a t t e n d u , 

car dans le problème analogue pour les fonct ions d'une var iable o n a des re lat ions 

p u r e m e n t intégrales . M. Fub in i a re trouvé r é c e m m e n t le t h é o r è m e e n r e s t a n t d a n s le 

c h a m p réel. 

J 'a i é tabl i aussi un t h é o r è m e d'unic i té qu i rédui t é n o r m é m e n t l e c h o i x d e s é lé­

m e n t s arbitraires pour la dé t erminat ion d'une fonc t ion a n a l y t i q u e d e d e u x var iables , 

h o l o m o r p h e dans la cel lule . E n effet i l e s t nécessaire d e conna î tre a u p l u s d e u x fonc­

t i ons a n a l y t i q u e s d 'une var iable réel le le long d 'un p e t i t arc, chois i d 'une façon généra le 

sur la frontière à trois d imens ions . I l faudrai t démontrer q u e ces é l é m e n t s s o n t effec­

t i v e m e n t nécessaires , ce qui résoudrai t la ques t ion d 'ex i s tence corré lat ive . 

Les rapprochements entre les q u e s t i o n s ind iquées e t le t h é o r è m e d 'ex i s t ence des 

fonct ions a lgébriques de d e u x var iables , d e v i e n n e n t é v i d e n t s , lorsqu'on rappel le les 

re lat ions entre le prob lème ordinaire d e Dir ich le t e t le t h é o r è m e d 'ex i s t ence de 

R i e m a n n . Sur le t h é o r è m e d 'ex i s tence pour les fonct ions a lgébr iques d e d e u x var ia­

b les , a u po in t de v u e a lgébr ico-géométr ique , o n a des recherches in téres santes d e 

MM. Enr iques , Zariski, B . Segre; m a i s la q u e s t i o n es t lo in d'être a c h e v é e . 

E n tra i tant des fonct ions a n a l y t i q u e s j e la isse d e cô té les q u e s t i o n s re la t ive s à l a 

représentat ion a n a l y t i q u e des fonc t ions d e plusieurs var iables , c 'est-à-dire a u x t r a n s -



F. Severi: Le rôle de la géométrie algébrique dans les mathématiques 

219 

format ions q u e j 'appel le pseudoconformes , car el les o n t é t é trai tées par M. Cara­

t h e o d o r y dans sa conférence magis tra le . I l s 'agit d 'un d o m a i n e qui v a à présent 

s'élargir d e p lus e n plus , sur tout e n Al l emagne e t e n Trance , e t où l 'on a bien des 

résu l ta t s bri l lants e t i m p o r t a n t s dûs à M. Caratheodory m ê m e e t à Poincaré , Almer, 

R e i n h a r d t , B l a s c h k e , B e h n k e , B e r g m a n n , E h e e t Henri Cartan, Thul len , e tc . A u 

p o i n t d e v u e g é o m é t r i q u e une transformat ion pseudoconforme e n x, y e s t caractérisée 

par la cond i t ion d e transformer c h a q u e p lan imaginaire de l 'espace à quatre d i m e n ­

s ions p a s s a n t par l 'une des droites a, b, dans u n p l a n analogue . Cela, c o m m e l'a 

m o n t r é M. B . Segre, éclaircit n o t a b l e m e n t le prob lème de Poincaré , pour l 'équiva­

lence des cel lules à quatre d imens ions v i s -à-v is d e s transformations susdites . L e 

problème , au p o i n t de v u e local, a é t é résolu par M. El ie Cartan dans des t r a v a u x qui 

v i e n n e n t de paraître. 

* * 

E n m'approchant de la fin, j 'a joute que lques m o t s sur les relat ions entre notre 

géométr i e e t les problèmes d' intégrat ion des é q u a t i o n s différentielles dans le domaine 

ana ly t ique . 

O n conna î t les profondes recherches de M. P a i n l e v é sur les équat ions du 2 e ordre 

à p o i n t s cr i t iques f ixes . U n t h é o r è m e donné à ce propos e t qui a c h è v e presque 

c o m p l è t e m e n t la connaissance de ces équat ions , a é t é a i sément démontré , il y a 

que lques années , par m o n é lève M. Tricomi, c o m m e appl icat ion de la géométr ie sur 

u n e surface a lgébrique. E n conséquence t o u t e é q u a t i o n d u t y p e env i sagé se ramène 

d e sui te , à d e u x équat ions d u premier ordre très s imples . 

L ' intégrat ion des équat ions différentiel les d u premier ordre où la dérivée de la 

fonct ion i n c o n n u e y e s t égale à u n e fonct ion a lgébrique que lconque de la variable x, 

c'est-à-dire égale à une fonct ion rat ionnel le d 'un po in t (x, y, z) d'une surface algé­

brique, lorsqu'i l a u n mult ip l icateur rat ionnel e n x, y, z, se ramène à l 'étude des 

intégrales p icardiennes a t tachées à la surface. D a n s m e s anciennes recherches sur ces 

intégrales j 'ai d é m o n t r é p . ex . que la condi t ion nécessaire e t suff isante pour que 

l ' intégrat ion puisse s'effectuer s eu lement a v e c des opérat ions rat ionnel les e t loga­

r i thmiques , e s t que la surface soit régulière (en particul ier rat ionnel le) . On voi t ici 

l ' extens ion d u théorème classique relatif a u x intégrales des fonct ions rationnelles 

d'une variable , ma i s l 'analogie se borne s i m p l e m e n t à l 'énoncé. 

Certains résul tats géométr iques de MM. D e Franchis , Comessatt i , Zariski, 

d o n n e n t d'une façon semblable la réponse a u prob lème d' intégration pour le cas où 

la dér ivée d e y e s t u n e fonct ion rat ionnel le de x, y e t de la racine re-ième d'une 

fonc t ion rat ionnel le de x, y. 

M. Kahler , e n a y a n t toujours égard a u x problèmes d' intégration, a é tendu la 

n o t i o n d' intégrale s imple sur une surface, e n introduisant les intégrales hypera-
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bél iennes , l iées a u x fonct ions hyperabé l i ennes d e M. P icard , d o n t les fonct ions m o d u ­

laires d e MM. Hi lber t e t H e c k e s o n t des cas part icul iers , e t i l a m o n t r é l 'ut i l i té d e c e s 

fonc t ions d a n s l ' intégrat ion d e s é q u a t i o n s d u 1 " ordre d u t y p e général e n v i s a g é 

c i -dessus . J e sais is l 'occasion pour ajouter q u e M. K a h l e r a d o n n é t o u t r é c e m m e n t d e s 

l ia isons très in téressantes entre la géométr i e sur u n e var ié té a lgébrique e t les formes 

différentiel les e t tensoriel les d e M. E h e Cartan; ma i s ce la m'entra înerai t t r o p lo in . 

M o n b u t principal é ta i t d'affirmer l ' importance d u rôle d e l 'algèbre e t d e sa 

géométr i e d a n s le d é v e l o p p e m e n t général des m a t h é m a t i q u e s . P e u t - ê t r e c e t t e t h è s e 

m'a- t -ehe forcé quelquefois la m a i n e t j 'ai v u t rop d'algèbre où il y e n a s e u l e m e n t u n 

p e u . Ce s o n t les dangers des amours pass ionnées . J e v o u s e n d e m a n d e pardon . 
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Über die Riemannsche Fläche einer 
analytischen Funktion 

Von Rolf Nevanlinna, Helsingfors 

1. Einleitung 

1. N a c h d e m die L e h r e v o n d e n e l ementaren Transzendenten durch die Theorie 
der a u t o m o r p h e n F u n k t i o n e n zu e i n e m gewissen Absch luss gebracht worden war , 
l ag es in der N a t u r der Sache , dass das H a u p t p r o b l e m der konformen Abbi ldung in 
d e n Vordergrund des funkt ionentheore t i schen Interesses t re ten m u s s t e ; u n d m i t 
R e c h t darf die Sicherste l lung der H a u p t s ä t z e der konformen A b b i l d u n g und der 
Uniformis ierungstheor ie durch die Arbe i t en v o n Poincaré, Carathéodory, Koebe u. a. 
als der grösste funkt ionentheore t i sche Fort schr i t t der l e t z t en drei Jahrzehnte b e ­
ze i chne t werden . 

N e b e n d i e sem K ö n i g s w e g der F u n k t i o n e n t h e o r i e , der v o n Klein in seiner Ge­
sch ich te der M a t h e m a t i k i m n e u n z e h n t e n J a h r h u n d e r t in e indrucksvol ler Wei se g e ­
schi ldert w o r d e n is t , e n t w i c k e l t e n s ich gewisse andere , mehr oder weniger i soherte 
funkt ionentheore t i sche P r o b l e m k o m p l e x e . U n t e r d iesen m ö c h t e i ch besonders zwei 
hervorheben : d ie Theorie der S ingular i tä ten u n d der ana ly t i schen F o r t s e t z u n g e iner 
durch e ine P o t e n z r e i h e def inierten F u n k t i o n , u n d die Theorie der g a n z e n u n d mero-
m o r p h e n F u n k t i o n e n , sowie das s ich hieran anschl iessende P r o b l e m der W e r t e ­
ver te i lung einer a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n . 

2. W a s n u n insbesondere die W e r t e v e r t e i l u n g betrifft , we lche in d iesem Vortrag 
einer n ä h e r e n B e t r a c h t u n g u n t e r z o g e n werden sol l , so s ind hier i m Laufe des l e tz ­
t e n D e z e n n i u m s durch die Z u s a m m e n a r b e i t mehrerer Forscher gewisse For t ­
schr i t t e erz ie l t worden , w o d u r c h diese Lehre e inerse i t s an innerheher Einhe i t l i chke i t 
g e w o n n e n h a t , andererseits in Z u s a m m e n h a n g m i t gewissen grossen Fragen der 
k lass i schen F u n k t i o n e n t h e o r i e gebracht w o r d e n i s t . I c h erinnere h ier daran, dass 
j ene Theor ie ihren A u s g a n g s p u n k t g e n o m m e n h a t einerseits in der klass ischen 
Theor ie der g a n z e n F u n k t i o n e n , deren H a u p t a u f g a b e in der U n t e r s u c h u n g der B e ­
z i e h u n g e n zwi schen d e m A n w a c h s e n u n d der Nul l s t e l l end ichte einer so lchen F u n k ­
t ion b e s t a n d , anderersei ts i m Picardschen Satz , n a c h w e l c h e m eine e indeut ige ana ly ­
t i sche F u n k t i o n in der U m g e b u n g einer wesent l i ch s ingulären isol ierten Stel le h ö c h ­
s t ens zwei versch iedene W e r t e aus lassen k a n n . D u r c h die Arbe i t en v o n Hadamard 
u n d Borei w u r d e n diese F r a g e n i m Werteverteilungsproblem vere inigt , das zur K l a r ­
l e g u n g der Verte i lung u n d der D i c h t i g k e i t derjenigen Ste l len s trebt , w o eine e in ­
deut ige ana ly t i s che F u n k t i o n versch iedene k o m p l e x e W e r t e a n n i m m t . D a s al lge-
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m e i n s t e h ier erzie l te E r g e b n i s k a n n d a h i n z u s a m m e n g e f a s s t w e r d e n , d a s s d ie V e r ­

t e i l u n g der Ste l l en , w o e ine g e g e b e n e P u n k t i o n i n der U m g e b u n g e iner i so l ier ten 

S ingu lar i tä t g le ich einer k o m p l e x e n Zahl a w ird , für f a s t a l le W e r t e v o n a äussers t 

g l e i chmäss ig i s t ; e s k a n n h ö c h s t e n s e ine k le ine Minor i tä t v o n W e r t e n ex i s t i eren , 

w e l c h e d ie F u n k t i o n re la t iv s e l t en a n n i m m t . D i e U n t e r s u c h u n g dieser s o g e n a n n t e n 

Ausnahmewerte b i ldet d e n H a u p t g e g e n s t a n d der Wertever te i lungs theor i e . 

D u r c h d i e neueren S ä t z e über d ie A u s n a h m e w e r t e e iner e i n d e u t i g e n F u n k t i o n , 

w e l c h e w e i t g e h e n d e E r w e i t e r u n g e n u n d Verschärfungen d e s P i c a r d s c h e n T h e o ­

r e m s darste l len , werden d iese W e r t e in B e z i e h u n g z u d e n Verzwe igungss t e l l en der z u 

der F u n k t i o n gehörenden R i e m a n n s c h e n F l ä c h e g e s e t z t , d . h . derjenigen F l ä c h e , auf 

we lcher d ie gegebene e indeut ige F u n k t i o n ihr sch l i chtes E x i s t e n z g e b i e t konform 

abbi lde t , u n d auf welcher a lso ihre m e h r d e u t i g e , e inwert ige U m k e h r f u n k t i o n e in ­

d e u t i g i s t . D i e einwertigen a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n las sen s ich aber a u c h d irekt 

m i t t e l s M e t h o d e n der Theor ie der k o n f o r m e n A b b i l d u n g u n t e r s u c h e n ; auf d i e s e m 

W e g e s ind a u c h d ie b e m e r k e n s w e r t e s t e n der a l l erneues ten F o r t s c h r i t t e g e w o n n e n . 

H i e r d u r c h i s t d i e W e r t e Verte i lungstheorie der k lass i schen F u n k t i o n e n t h e o r i e n i c h t 

n u r m e t h o d i s c h näher g e t r e t e n ; a u c h inhal t l i ch w e i s e n d ie hier erz ie l ten Ergebni s se 

darauf h in , dass gewisse a l lgemeine K l a s s e n ana ly t i s cher F u n k t i o n e n E i g e n s c h a f t e n 

bes i t zen , w e l c h e als die s inngemässe Vera l lgemeinerung e iniger aus der Theorie der 

e l e m e n t a r e n Transzendenten , d. h . der per iod ischen u n d der a u t o m o r p h e n F u n k t i o ­

n e n , b e k a n n t e r E r s c h e i n u n g e n g e l t e n k ö n n e n . 

I m fo lgenden sol len d iese A n d e u t u n g e n über die B e z i e h u n g e n der W e r t e v e r ­

te i lungs lehre zur Theor ie der konformen A b b i l d u n g v o n R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n 

e t w a s näher be leuchte t werden . 

2. Darstellung einer Riemannschen Fläche durch Elementarpolygone 

3. W e n n a u c h die Wertever te i lungs theor ie s ich te i lwe ise m i t a l lgemeineren 

K l a s s e n v o n a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n beschäf t ig t h a t , w o l l e n wir u n s i m fo lgenden 

auf d e n F a l l e iner eindeutigen transzendenten F u n k t i o n beschränken , deren E x i ­

s t enzgeb ie t G einfach zusammenhängend i s t 1 ) . D i e B e r a n d u n g J 1 v o n G b e s t e h t d a n n 

*) Insbesondere ist die Theorie der eindeutigen Funktionen auf algebroide Funktionen übertragen 
worden. Von älteren Arbeiten sind hier diejenigen von Bemoundos zu nennen, von neueren die Unter­
suchungen von Seiberg, Valiron, Varapoulos und Ullrich. Eine zusammenfassende Darstellung der 
neueren Resultate findet man bei E. Ullrich: Ü b e r d e n E i n f l u s s d e r V e r z w e i g t h e i t e i n e r 
A l g e b r o i d e auf i h r e W e r t v e r t e i l u n g (Crelles Journal, B . 167; S. 198—220, 1932). 

Für die sich auf den Hauptgegenstand dieses Vortrages beziehende Literatur vergi, man die Über­
sichten meiner Arbeiten: Le t h é o r è m e d e P i c a r d - B o r e i e t la t h é o r i e d e s f o n c t i o n s m é r o ­
m o r p h e s (Collection Borei, Paris 1929) und Ü b e r d i e W e r t e V e r t e i l u n g d e r e i n d e u t i g e n 
a n a l y t i s c h e n F u n k t i o n e n (Vier Vorlesungen gehalten am math. Seminar der Universität Hamburg, 
Abhandlungen aus demselben Seminar, Band 8, Heft 4, 1931). 
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e n t w e d e r a u s e i n e m e inz igen P u n k t oder aus e i n e m K o n t i n u m , u n d m a n k a n n ohne 

E i n s c h r ä n k u n g der Al lgeme inhe i t a n n e h m e n , dass in j e n e m F a l l J 1 i m unendl ich 

fernen P u n k t der z - E b e n e h e g t , u n d dass in d i e sem F a l l d a s Gebie t 0 aus d e m 

I n n e r n des E inhe i t skre i se s bes teht ; d iese zwei Fä l l e beze i chnet m a n b e z w . als den 

Grenzpunktfall u n d d e n Grenzkreis fall. 

E i n e so lche e indeut ige F u n k t i o n w (z) b i lde t ihr E x i s t e n z g e b i e t G auf e ine über 

d ie w - E b e n e ausgebre i t e t e R i e m a n n s c h e F läche konform ab , auf welcher d ie mehr­

deut ige U m k e h r f u n k t i o n z (w) v o n w (z) e indeut ig i s t . D i e s e F u n k t i o n i s t ferner 

einwertig, d. h . s ie n i m m t in zwei versch iedenen P u n k t e n der R i e m a n n s c h e n F l ä c h e 

i m m e r versch iedene W e r t e an . I n d e m m a n u m g e k e h r t diese R i e m a n n s c h e F lächen 

als A u s g a n g s p u n k t n i m m t , läss t s ich d ie z u untersuchende F u n k t i o n e n k l a s s e auch 

fo lgendermassen def in ieren: Man betrachte d ie Gesamthe i t der unendl ich v ie l ­

b lä t tr igen , e in fach z u s a m m e n h ä n g e n d e n R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n . N a c h d e m H a u p t ­

satz der Theorie der konformen A b b i l d u n g läss t s ich e ine so lche F l ä c h e auf d a s 

Innere e ines unendl ichen oder e n d h c h e n Kre ises e indeut ig u n d konform abbi lden; 

m a n sagt , d ie F l ä c h e gehöre i m Grenzpunktfa l l z u m parabolischen, i m Grenzkreisfall 

z u m hyperbolischen T y p u s . D i e k lass i sche Theorie der konformen Abbi ldung , welche 

s ich v o r a l l em m i t d e m N a c h w e i s der Möghchke i t e iner derart igen Abbi ldung be­

schäft igt , i s t be i der F e s t s t e l l u n g dieser zwei M ö g h c h k e i t e n s t ehen gebheben , ohne 

a lso näher auf d ie F r a g e e inzugehen , w i e das Eintref fen dieses oder jenes Fal les v o n 

der S truktur der R i e m a n n s c h e n F l ä c h e abhäng ig i s t . D i e Lösung dieses schwierigen 

P r o b l e m s b i lde t n u n e ine der w i c h t i g s t e n Aufgaben der Werteverte i lungs lehre , 

deren H a u p t s ä t z e (wie z . B . der P icardsche Sa tz u n d dessen Erwei terungen) zur 

U n t e r s c h e i d u n g der in F r a g e s t e h e n d e n zwei Mögl ichke i ten bemerkenswerte B e i ­

träge e n t h a l t e n . 

4. U m e ine anschau l i che Grundlage der später fo lgenden a l lgemeineren Be trach­

t u n g e n z u g e w i n n e n , w o l l e n wir zuerst in aller K ü r z e a n gewisse Grundeigenschaf ten 

der e in fachs ten automorphen F u n k t i o n e n erinnern. B i l d e t m a n ein in der z -Ebene 
TZ TZ 

g e g e b e n e s g-seit iges K r e i s p o l y g o n (q S ì 2) m i t d e n Winkern — , . . . , auf das I n -

nere des Einhe i t skre i ses \w < 1 konform a b , u n d s e t z t m a n die Abbi ldungsfunkt ion 

m i t t e l s des Schwarzsehen Spiegelungsprinzips ana ly t i s ch fort, so erhäl t m a n be­

kannt l i ch e ine e i n d e u t i g e F u n k t i o n w (z) d a n n u n d nur dann, w e n n die Zahlen m,. 

ganz ( > 1) s ind . L a s s e n wir d e n e l l ipt i schen Fa l l 

be ise i te , der zu d e n rat iona len Ikosaederfunkt ionen führt , so h a t m a n zwischen d e m 

parabolischen F a l l 
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Í » V )
 2 

und dem hyperbolischen Fall 

\ »»„/ 
zu unterscheiden. 

Unter jener Bedingung können die Seiten des Grundpolygons geradlinig ge­
wählt werden; es ist dann 2 g j g 4 , und man hat insgesamt folgende Möglich­
keiten 

m2 
m„ 

oo oo 

oo 2 2 

3 3 3 

4 4 2 

6 3 2 

2 2 2 

Die zwei ersten Fälle entsprechen den einfach periodischen Funktionen ez und sin z, 
die folgenden drei Fälle den doppelperiodischen Dreiecksfunktionen und der letzte 
Fall der p-Funktion. Je zwei nebeneinander hegende Polygone (Zweiecke, Dreiecke, 
Vierecke) bilden einen Fundamentalbereich dieser automorphen Funktionen. Die 
Eckpunkte der Polygone entsprechen denjenigen (zwei, drei, vier) Punkten, der 

w-Ebene, über denen die Windungspunkte der regulär verzweigten Riemannschen 
Fläche der inversen Funktionen hegen. (Vgl. Fig. 1 und 2, wo die Fälle [oo, 2, 2] und 
[3 , 3 , 3] dargestellt sind.) 

Im hyperbolischen Fall ist immer g ¿ 3 , und man hat für jeden dieser Werte q 
eine unendliche Menge von Funktionen w (z). Bei geeigneter Normierung des 
Grundpolygons haben diese automorphen Funktionen den Einheitskreis | z | = 1 als 
Grenzkreis. Von besonderen Interessen sind hierbei diejenigen Funktionen, welche 
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Fig. 3 

als F u n d a m e n t a l b e r e i e h e in S p i t z e n p o l y g o n m i t der W i n k e l s u m m e N u l l (mx = 
m2 = m 3 ~ • • • = 0 0 ) h a b e n ; i m Fal l q = 3 h a n d e l t es s ich dabei u m die Modul­
funkt ion (vgl . F i g . 3) . D i e e n t s p r e c h e n d e n R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n s ind die univer­
sel len Uber lagerungsf lächen der in d e n , den S p i t z e n des Grundpolygons zugeord­
n e t e n q P u n k t e n p u n k t i e r t e n w - E b e n e . D i e s e F l ä c h e n h a b e n in der Wertever te i lungs ­
theorie e ine w i c h t i g e R o l l e gespie l t . 

5. D a s in der sch l i chten z - E b e n e e n t s t e h e n d e N e t z der Fundamenta lbere i che g ib t 
e ine vo l l s tänd ige Ü b e r s i c h t über d ie topo log i sche S truktur der be trachte ten R i e ­
m a n n s c h e n F l ä c h e n . N o c h besser e igne t s ich indessen zu d iesem Zweck e ine andere 
Dars te l lungswe i se , d ie i ch hier als Einteilung der Fläche in Elementargebiete bezeich­
n e n werde; u n t e r e inem Elementargebiet vers tehe ich e in e infach z u s a m m e n h ä n g e n d e s 
Te i l s tück der F l ä c h e , das g e n a u e inen Windungspunkt der F l ä c h e en thä l t . I s t d ie 
Zer legung in F u n d a m e n t a l b e r e i c h e erst e inmal vo l l zogen , so ge langt m a n zu e inem 
S y s t e m v o n E l e m e n t a r g e b i e t e n , so dass m a n in j e d e m F u n d a m e n t a l p o l y g o n (welches 
d ie e ine H ä l f t e e ines F u n d a m e n t a l b e r e i c h e s a u s m a c h t ) , e inen bel iebigen inneren 
P u n k t P auswäh l t , u n d die P u n k t e P sämt l i ch unter e inander verb indet durch 
L in i ens tücke L, so dass v o n e inem j e d e n der g e w ä h l t e n P u n k t e q verschiedene 
L in i ens tücke L über die q Se i t en des betref fenden P o l y g o n s zu den P u n k t e n P der 
N a c h b a r p o l y g o n e führen. D i e s e Lin ien sol len ferner so gezogen werden, dass sie sich 
nur in den „ K n o t e n p u n k t e n " P begegnen . I m v o r h e g e n d e n Fal l , w o die F u n d a m e n ­
t a l p o l y g o n e a b w e c h s e l n d d e m Inneren u n d d e m Äusseren des Einhei t skre ises 
j w j = 1 entsprechen , k ö n n e n z. B . d i e Bi lder der P u n k t e w = 0 u n d w = 0 0 a ls 
K n o t e n p u n k t e P g e n o m m e n werden; d i e Linien L lassen s ich d a n n unter den Bi ld -
k u r v e n v o n q H a l b s t r a h l e n (0, 0 0 ) der w - E b e n e w ä h l e n , we lche die auf d e m Kreis 

w | = 1 l i egenden q W i n d u n g s p u n k t e to„ . . . , wv vone inander trennen (vgl . hierzu 
F ig . 1, 2, 3 , w o d ie Linien L e ingeze ichnet s ind) . 

D u r c h d ieses Verfahren s ind die b e t r a c h t e t e n R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n in E le ­
mentargeb ie t e e ingete i l t worden . J e d e s „ E l e m e n t a r p o l y g o n " e n t h ä l t g e n a u e inen 
W i n d u n g s p u n k t u n d zwar g ibt die h a l b e Se i tenzahl des P o l y g o n s an , wie viele 
B l ä t t e r der betreffende W i n d u n g s p u n k t i m Zyklus vere in ig t ; diese halbe Anzahl , u m 
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e ins v e r m i n d e r t , i s t a l so g le i ch der Ordnung d e s W i n d u n g s p u n k t e s . I n F i g . 4 s ind d ie 
hier besprochenen 6 regulär v e r z w e i g t e n F l ä c h e n v o m parabo l i schen T y p u s , s o w i e 
d i e z u m hyperbo l i s chen T y p u s gehör igen , d e n F ä l l e n (oo, oo, oo) u n d (oo, oo, oo, oo) 
e n t s p r e c h e n d e n F l ä c h e n durch E l e m e n t a r p o l y g o n e darges te l l t . 

Fig. 4. 

Augensche in l i ch b i lden die E l e m e n t a r p o l y g o n e , z u m m i n d e s t e n w e n n die F l ä c h e 
W i n d u n g s p u n k t e v o n hoher Ordnung bes i t z t , e ine e infachere , u n d für e ine Ü b e r s i c h t 
des topo log i schen A u f b a u s der F l ä c h e besser gee igne te K o n f i g u r a t i o n als die E i n ­
te i lung in F u n d a m e n t a l b e r e i c h e . Le tz t ere w u r d e o b e n zur K o n s t r u k t i o n der E l e m e n ­
t a r p o l y g o n e b e n u t z t . E s i s t aber zu b e m e r k e n , dass u m g e k e h r t d ie A n g a b e der 
E l e m e n t a r p o l y g o n e die L a g e r u n g der F u n d a m e n t a l b e r e i c h e e i n d e u t i g b e s t i m m t . 
M a n braucht ja nur in j e d e m E l e m e n t a r p o l y g o n e inen P u n k t als R e p r ä s e n t a n t 
des en t sprechenden W i n d u n g s p u n k t e s z u n e h m e n , u n d d ie b e n a c h b a r t e n W i n ­
d u n g s p u n k t e untere inander z u verb inden , i n g e n a u derse lben W e i s e wie o b e n 
die K n o t e n p u n k t e P, u m e ine m i t der K o n f i g u r a t i o n der F u n d a m e n t a l b e r e i c h e 
topo log i sch ä q u i v a l e n t e F i g u r zu erha l ten . D i e F u n d a m e n t a l p o l y g o n e u n d die E l e ­
m e n t a r p o l y g o n e s ind also e inander „ d u a l " zugeordnet . — I n der W e r t e v e r t e i l u n g s ­
theor ie h a t zuers t Herr Speiser so lche „ topo log i s che B ä u m e " e ingeführt , u m 
die S truktur v o n F l ä c h e n m i t lauter l ogar i thmischen W i n d u n g s p u n k t e n z u cha ­
rakter i s ieren 2 ) . 

2) A. Speiser, P r o b l e m e a u s d e m G e b i e t d e r g a n z e n t r a n s z e n d e n t e n F u n k t i o n e n 
(Commentarii Mathematiei Helvetici , Vol. 1, H. 2, 1929) und Ü b e r R i e m a n n s c h e F l ä c h e n (Ibidem, 
Vol. 2, H. 4, 1930). 
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6. D i e s e Dars te l lungswe i se der R i e m a n n s c h e n F l ä c h e n i s t ohne Modif ikat ionen 
a n w e n d b a r a u c h für die jenigen a l lgemeineren nichtregulären, e infach z u s a m m e n ­
h ä n g e n d e n F l ä c h e n , we lche m i t d e n o b e n b e t r a c h t e t e n regulären die E igenschaf t 
g e m e i n s a m h a b e n , dass s ich ihre W i n d u n g s p u n k t e auf e ine e n d h c h e A n z a h l v o n 
G r u n d p u n k t e n wx, . . .,wt(q 2 ; 2) der w - E b e n e proj iz ieren. D i e über e i n e m solchen 
P u n k t wv l i egenden W i n d u n g s p u n k t e so l len also j e t z t n i cht mehr notwendigerwe i se 
e ine g e g e b e n e fes te Ordnungszahl bes i t zen . Insbesondere soll n u n auch der Fa l l b e ­
rücks icht ig t werden , w o über e inem so lchen G r u n d p u n k t wv e ine e n d h c h e oder 
unendl i che A n z a h l v o n an dieser Ste l l e u n verzwe ig ten , sch l ichten B l ä t t e r n ver­
laufen . 

M a n z iehe durch d ie G r u n d p u n k t e wv e ine J o r d a n k u r v e C, wodurch d ie w-Ebene 
in e in inneres Geb ie t J u n d e in äusseres Gebiet A zerlegt wird . W e r d e n diese Ge­
bie te a u s der F l ä c h e längs der K u r v e C ausges tanz t , so werden für jedes E x e m ­
plar J u n d A gewis se der P u n k t e w„ als W i n d u n g s p u n k t e erscheinen; d iese W i n d u n g s ­
p u n k t e wv, deren A n z a h l zwi schen q u n d 2 vari iert (denn jedes B l a t t e iner F l ä c h e 
m u s s m i n d e s t e n s zwei W i n d u n g s p u n k t e bes i tzen) , m ö g e n Eckpunkte der Gebiete J 
u n d A he i s sen . W e n n n u n eine so lche R i e m a n n s c h e F l ä c h e durch d ie e inwert ige 
F u n k t i o n z (w) sch l icht abgeb i lde t wird, wobe i w i e d e r u m d a s Abbi ldungsgeb ie t G 
e n t w e d e r a ls endl icher Kre i s | z | < 1 (hyperbol ischer Fal l ) oder als offene Vol lebene 

z I < oo (parabol ischer Fa l l ) g e w ä h l t w e r d e n k a n n , so zerfällt G in e ine unendl iche 
A n z a h l v o n F u n d a m e n t a l p o l y g o n ç n , we lche den Sche iben J u n d A zugeordnet s ind. 
D i e W i n d u n g s p u n k t e der F l ä c h e en t sprechen d e n E c k p u n k t e n der F u n d a m e n t a l ­
p o l y g o n e , u n d zwar h e g t e in E c k p u n k t v o n endl icher Ordnung innerhalb G und e in 
E c k p u n k t v o n unendl icher Ordnung auf d e m R a n d v o n G. W ä h l t m a n n u n in den 
Geb ie t en J u n d A j e e inen inneren P u n k t , u n d verb indet m a n die in d e n F u n d a m e n ­
t a l p o l y g o n e n l i egenden B i l d p u n k t e P dieser P u n k t e durch Lin iens tücke L in oben 
erklärter W e i s e , so erhält m a n eine E in te i lung der F l ä c h e in Elementarpolygone, 

welche j e e inen W i n d u n g s p u n k t der F l ä c h e e n t h a l t e n . I n F ig . 5 i s t d ieses Verfahren 
an e in igen e infachen F l ä c h e n der b e t r a c h t e t e n K l a s s e i l lustriert worden . 

U n t e r d iesen F l ä c h e n s ind d ie jenigen , we lche e ine endliche Anzahl v o n W i n d u n g s -

Fig. 5. 
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punkten (Elementarpolygonen) besitzen, von besonderem Interesse 3). Diese Klasse 
zeichnet sich durch die analytische Eigenschaft aus, dass die ÄcAioarzsche Ableitung 

der eindeutigen Funktion w (z), welche das Gebiet G auf die Riemannsche Fläche 
abbildet, sich auf eine rationale Funktion reduziert. Insbesondere erhält man die 
Gesamtheit der Flächen mit endlich vielen Windungspunkten von unendlicher 
Ordnung, wenn man den Schwarzsehen Ausdruck gleich einem Polynom setzt; 
die Gradzahl des Polynoms ist um zwei Einheiten kleiner als die Anzahl der Win­
dungspunkte der Fläche. 

Die Flächen mit endlich vielen Windungspunkten gehören sämtlich zum para­
bolischen Typus. Die Funktion w (z) ist meromorph und ihre Ordnung gleich der 
halben Anzahl der Windungspunkte unendlicher Ordnung. 

In Fig. 6 habe ich einige dieser Flächen durch Elementarpolygone dargestellt; 
von links nach rechts gezählt entsprechen sie folgenden meromorphen Funktionen : 
1) w — zê, mit einem algebraischen Windungspunkt erster Ordnung und zwei 

2 2 
logarithmischen Windungspunkten; 2) w = — — ez mit einem Windungspunkt 

Z — j — 2 

zweiter, und zwei unendlicher Ordnung; 3) w ist gleich der von der Gleichung 
I w, z J = z definierten meromorphen Funktion (von der Ordnung 3/2) mit drei 
logarithmischen Windungspunkten; 4) iv — der durch \w, z \ = z 2 definierten mero­
morphen Funktion (von der Ordnung 2) mit vier logarithmischen Windungspunkten; 
5) w = ez\ mit einem algebraischen Windungspunkt erster Ordnung und vier un­
endlicher Ordnung, von denen je zwei (w — oo) übereinander liegen; 6) w = fé'~dz, 

b 
mit vier logarithmischen Windungspunkten, von denen zwei übereinander hegen 
(w = oo). 

Von diesen Fällen sind 3) und 6) bereits in Fig. 5 dargestellt. 

3 ) In meiner Arbeit: Ü b e r R i e m a n n s c h e F l ä c h e n m i t e n d l i c h v i e l e n W i n d u n g s p u n k t e n 
(Acta mathematica, B. 58, S. 295—373, 1932) habe ich die Gesamtheit solcher Flächen analytisch be­
st immt. Die Bedeutung der Gleichung \w, z\ = g (z), wo g eine ganze Funktion ist, für die Wertever­
teilungstheorie ist zuerst von Hille entdeckt worden; vgl. seine Arbeit: Z e r o p o i n t p r o b l e m f o r 
l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s of s e c o n d o r d e r (Matematisk Tidsskrift, B, no. 2, Kopenhagen 

z 

Fig. 6. 
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7. A n a l o g e F iguren erhält m a n ebenfa l l s i m a l lgemeinen Fa l l , w o d ie A n z a h l der 
E l e m e n t a r p o l y g o n e unendlich i s t . W o hier die Grenze zwischen d e m parabol i schen 
u n d hyperbo l i s chen Fa l l g e h t , i s t b isher n o c h n icht vo l l s tändig aufgeklärt worden . 
E h e i ch n u n d a z u übergehe , solche S ä t z e z u besprechen, we lche über d iese Fal l ­
u n t e r s c h e i d u n g Aufsch luss zu g e b e n v e r m ö g e n , wi l l i ch b e t o n e n , dass d ie oben er­
klärte Dars t e l lung , w e n n sie auch für al lgemeinere F lächenk las sen als d ie oben be­
t r a c h t e t e n a n w e n d b a r ist , i m m e r h i n n i c h t für s ä m t h c h e e infach z u s a m m e n h ä n g e n ­
d e n F l ä c h e n e inwert iger F u n k t i o n e n mög l i ch ist . W i e aus d e n grundlegenden Ar­
b e i t e n v o n I ver sen u n d Gross hervorgeht , k a n n eine so lche F l ä c h e v o n überaus ver­
wicke l t er N a t u r se in . I c h erinnere z . B . nur daran, dass Gross e ine e inwert ige F u n k ­
t ion z (w) v o m parabol i schen T y p u s konstruiert h a t , deren S ingular i tä ten jeden 
P u n k t der w - E b e n e als P r o j e k t i o n s p u n k t haben . F ü r die a l lgemeins ten F u n k t i o n e n 
i s t d ie E i n t e i l u n g der F l ä c h e in F u n d a m e n t a l b e r e i c h e eine schwierige Aufgabe , we lche 
in e iner d ie Z w e c k e der Wertever te i lungs theor ie befr iedigenden Wei se k a u m lös­
bar i s t 4 ) . 

3. Bestimmung der mittleren Verzweigtheit einer Riemannschen Fläche 

8. A u s d e n o b e n b e t r a c h t e t e n Be i sp ie l en g e h t s chon hervor , dass d ie Frage , 
we lcher v o n d e n zwei m ö g l i c h e n F ä l l e n , der Grenzpunktfa l l oder der Grenzkreisfall , 
bei e iner to po lo g i s ch g e g e b e n e n R i e m a n n s c h e n F l ä c h e vor l iegt , in Z u s a m m e n h a n g 
m i t der Stärke der Verzweigtheit der F l ä c h e gebracht werden muss . E s sche int e in 
krit ischer Grad der Verzwe ig the i t v o r h a n d e n zu se in , we lche die zwei T y p e n v o n ­
e inander t rennt ; auf der Se i te der ger ingeren Verzwe ig the i t bef inden s ich die para­
bol i schen, auf der Sei te der höheren Verzwe ig the i t die hyperbol i schen F l ä c h e n . I m 
fo lgenden sol len versch iedene M e t h o d e n z u einer zah lenmäss igen Charakteris ierung 
der Verzwe igungss tärke einer R i e m a n n s c h e n F l ä c h e besprochen werden. 

Bei einer endl ich v ie lb lät tr igen F l ä c h e einer rat ionalen F u n k t i o n w i r d die ge ­
s a m t e V e r z w e i g t h e i t a m e infachs ten b e s t i m m t durch A n g a b e der g e s a m t e n Ord­
n u n g E (o— 1) der Verzwe igungspunkte , sowie der B lä t t eranzah l n. D e n Quot i en ten 

V = ~ Z(Q—1), 
n 

d, h. d ie g e s a m t e Ordnung der V e r z w e i g u n g s p u n k t e pro B l a t t , nenne ich d ie mittlere 

4 ) Dieser Frage hat T. Shimizu vor kurzem eine eingehende Untersuchung gewidmet ( O n t h e 
f u n d a m e n t a l d o m a i n s a n d t h e g r o u p s f o r m e r o m o r p h i c f u n c t i o n s , I, II , Japanese Journal 
of Mathematics, Vol. 8, S. 175—236, 237—304, 1931). 

Die obige Darstellung der einfach zusammenhängenden Flächen gelingt für sämtliche Flächen, deren 
Windungspunkte sich auf eine Menge von Punkten projizieren, durch welche eine Jordankurve C ge­
zogen werden kann, vorausgesetzt, dass jedes Exemplar des inneren, von C begrenzten Gebietes J an 
eine endliche Anzahl von Windungspunkten grenzt. 
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Verzweigtheit der F l ä c h e . N a c h der R i e m a n n s c h e n F o r m e l i s t V = 2 — —, u n d V 

s t r e b t s o m i t für n -H>- OO g e g e n d e n Grenzwert 2. 

V e r s u c h t m a n e in ana loges Verfahren zur B e s t i m m u n g der m i t t l e r e n V e r z w e i g t ­

he i t e iner unendlich v i e lb lä t tr igen F l ä c h e e inzusch lagen , s o k a n n d ies offenbar nur s o 

ge l ingen , dass m a n aus der F l ä c h e zuerst e ine Tei l f läche ab trennt , d ie nur e ine 

end l i che A n z a h l v o n F u n d a m e n t a l b e r e i c h e n (B lä t tern) en thä l t , u n d d a n n d iese Tei l ­

f läche a u s d e h n t , s o dass s ie d i e gegebene F l ä c h e ausschöpft . E s s c h e i n t a priori klar 

z u se in , dass das E r g e b n i s e ines so lchen Grenzprozesses v o n der A r t u n d W e i s e ab­

h ä n g i g se in wird , in welcher d ie Ausschöpfung v o r g e n o m m e n wird . E s sol l hier v o n 

zwei versch iedenen , n a h e h e g e n d e n A r t e n die R e d e se in . 

9. D i e erste M e t h o d e beruht auf einer „kranzförmigen" A u s s c h ö p f u n g der 

F l ä c h e . W i r d e n k e n u n s d ie F l ä c h e F in E l e m e n t a r p o l y g o n e zer legt , w o b e i voraus ­

g e s e t z t wird, d a s s j edes F u n d a m e n t a l p o l y g o n n u r end l i ch v i e l e E c k p u n k t e (jedes 

B l a t t nur e n d h c h v ie l e W i n d u n g s p u n k t e ) h a t , w i e d ies in s ä m t l i c h e n o b e n be trach­

t e t e n Be i sp ie l en der Fa l l i s t ; v o n j e d e m K n o t e n p u n k t P d e s E l e m e n t a r p o l y g o n s 

(welche P u n k t e ja die F u n d a m e n t a l p o l y g o n e darste l len) g e h e n a lso i m m e r nur 

endlich viele Zwe ige der E lementarpo lygonf igur a u s . W i r n e h m e n n u n e inen bel iebi­

g e n K n o t e n p u n k t P als A n f a n g s p u n k t (das F u n d a m e n t a l p o l y g o n der nul l ten 

Generat ion) , fügen d a n n zu d i e sem sämt l i che K n o t e n p u n k t e P h inzu , w e l c h e v o n P 

u m ein K n o t e n i n t e r v a l l ent fernt s ind ( F u n d a m e n t a l p o l y g o n e der ers ten Generat ion) 

usw. in in f in i tum. U m n u n die mi t t l ere V e r z w e i g t h e i t der v o n d e n K n o t e n p u n k t e n 

( F u n d a m e n t a l p o l y g o n e n ) der i ers ten Generat ionen geb i lde ten Näherungs f läche Fx zu 

m e s s e n , k a n n m a n das bei e iner rat iona len F l ä c h e zur A n w e n d u n g k o m m e n d e Ver­

fahren fo lgendermassen modif iz ieren. J e d e m E l e m e n t a r p o l y g o n m i t 2 p S e i t e n e n t ­

spr icht e in W i n d u n g s p u n k t der Ordnung p — 1 der g e g e b e n e n F l ä c h e F. D i e d o p p e l t e 

Ordnung 2 p—2 verte i le i ch n u n auf die 2 p K n o t e n p u n k t e , w e l c h e E c k p u n k t e d e s 

E l e m e n t a r p o l y g o n s s ind, i n d e m j e d e m dieser P u n k t e der V erzw e i g ung s be tra g 

zuerte i l t wird . J e d e r P u n k t P gehört zu m i n d e s t e n s zwei E l e m e n t a r p o l y g o n e n ; i ch 

beze ichne d ie S u m m e 

w o über sämt l i che a n P grenzende E l e m e n t a r p o l y g o n e z u s u m m i e r e n is t , als d ie 

Verzweigtheit des K n o t e n p u n k t e s P. D i e mittlere Verzweigtheit V¡ der N ä h e r u n g s ­

f läche F¿ wird n u n als das ar i thmet i sche Mit te l der V e r z w e i g t h e i t der z u Ff ge ­

hör igen K n o t e n p u n k t e P definiert : 

2 p— 2 

~ 2 j ~ 
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Vt=-£Yp; 
m 

w o m g le ich der A n z a h l dieser P u n k t e P (und also = der d o p p e l t e n A n z a h l der in 

F i e n t h a l t e n e n B l ä t t e r ) i s t . M a n s ieht u n m i t t e l b a r e in , dass d iese Def in i t ion i m Fa l l e 

e iner rationahn F l ä c h e F( m i t der ob igen Erklärung der m i t t l e r e n V e r z w e i g t h e i t 

übere ins t immt . 

D u r c h e ine V e r t a u s c h u n g der Re ihenfo lge der S u m m i e r u n g lässt s ich d ie Ver­

z w e i g t h e i t V¡ a u c h fo lgendermassen b e s t i m m e n , w a s für die F o l g e v o n B e d e u t u n g 

ist . E s se i n = die B l ä t t e r a n z a h l v o n F,-. Man berechne die A n z a h l der über 

e inem P u n k t w = a, innerhalb Ff g e l e g e n e n P u n k t e der F l ä c h e F. D i e s e A n ­

zahl w ird m i t n (a) oder n (a) beze i chnet , je n a c h d e m e in über a ge legener algebra­

ischer W i n d u n g s p u n k t (p — 1) : ter Ordnung , der a lso a n p versch iedene B l ä t t e r 

grenzt , hierbei p-Mal oder n u r einmal m i t g e z ä h l t wird; d ie logar i thmischen W i n ­

d u n g s p u n k t e , w e l c h e ja Randpunkte der F l ä c h e n F u n d Fi darste l len, g e b e n z u den 

A n z a h l s f u n k t i o n e n n (a) u n d n (a) ke ine B e i t r ä g e . E s i s t offenbar n (a) s i n (a) sS n, 

w o Gle ichhei t für al le W e r t e a g i l t , ausser für d ie jenigen (nach V o r a u s s e t z u n g endlich 

vie len) P u n k t e a, auf w e l c h e s ich die W i n d u n g s p u n k t e v o n F¡ proj iz ieren. D i e 

Differenz n (a) — n (a) g ib t d ie g e s a m t e Ordnung der über w = a l i egenden alge­

braischen W i n d u n g s p u n k t e n v o n Fi an , w ä h r e n d die Grösse n — n (a) die A n z a h l der­

j en igen B l ä t t e r v o n Ff b e s t i m m t , w e l c h e a n der Ste l le w = a a n e i n e m logarithmischen 

W i n d u n g s p u n k t grenzen . D i e S u m m e 

(1) E[n — ñ (a)] = E[n — n (a)] + E [n (a) — ñ (a)], 
(«) (a) («) 

w o über alle W e r t e a zu s u m m i e r e n i s t , erhäl t nur v o n d e n Windungspunkten a 

pos i t ive Be i träge , u n d m a n s ieht ohne we i teres e in , dass ihr W e r t gle ich d e m ha lben 

B e t r a g der V e r z w e i g t h e i t s s u m m e EVP i s t , w o b e i das erste Gl ied rechts i n (1) den 

Be i trag der logar i thmischen , das zwe i te Gl ied d e n B e i t r a g der a lgebraischen W i n ­

d u n g s p u n k t e e n t h ä l t . D i e mi t t l ere V e r z w e i g t h e i t V( läss t s ich a lso durch fo lgende 

A u s d r ü c k e dars te l l en: 

m{P) ( f l ) L n J („) L n J ( 0 ) n 

D e n Grenzwert 

V = l im Vf für i -> oo 

n e n n e i ch die mittlere Verzweigtheit der g e g e b e n e n t r a n s z e n d e n t e n F l ä c h e F; falls 

dieser Grenzwert n i c h t ex is t ier t , k a n n nur v o n der „ u n t e r e n " u n d der „ o b e r e n " 

Verzwe ig the i t der F l ä c h e d ie R e d e se in . 
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D i e V e r z w e i g t h e i t V l ä s s t a u c h fo lgende geometr i sche D e u t u n g z u : M a n b e t r a c h t e 
d a s d e m P u n k t P zugeordnete F u n d a m e n t a l p o l y g o n , das d i e d e n u m g e b e n d e n 
E l e m e n t a r p o l y g o n e n ent sprechenden W i n d u n g s p u n k t e als E c k p u n k t e h a t . E i n e m 

TZ 

E l e m e n t a r p o l y g o n m i t 2 p Se i t en ent spr icht e in W i n k e l der Grösse — des be­

tre f fenden F u n d a m e n t a l p o l y g o n s (für p — oo s e tze m a n diesen W i n k e l g l e i ch N u l l ) , 

u n d d ie V e r z w e i g t h e i t VP = 27 |"l — ^ j g i b t a lso d e n durch n d iv id ier ten B e t r a g der 
S u m m e der S u p p l e m e n t w i n k e l des F u n d a m e n t a l p o l y g o n s P a n , eine Grösse, die 
bekanntlich % 2 ist, je nachdem das Fundamentalpolygon als ein geradliniges 
Polygon der sphärischen, der euklidischen oder der Lobatschewskyschen Geometrie 
gedeutet wird. 

Gehen wir n u n für e in M o m e n t z u d e n regulär v e r z w e i g t e n F l ä c h e n zurück, 
s o w i s s e n wir ja , d a s s die F u n d a m e n t a l p o l y g o n e i n der a n g e g e b e n e n geometr i s chen 
D e u t u n g i m parabolischen F a l l eukl id isch , i m hyperbolischen F a l l l o b a t s c h e w s k y s c h 

s ind . I n der T a t s te l l t die o b e n besprochene Grösse 27^1 — ^ - j % 2 n i c h t s an­

deres als die o b e n e ingeführte Verzwe ig the i t VP e ines F u n d a m e n t a l p o l y g o n s dar. 

Vp h a t also für d ie regulär v e r z w e i g t e n F l ä c h e n e i n e n für alle P k o n s t a n t e n W e r t , 

der m i t h i n g le ichze i t ig die mi t t l ere Verzwe ig the i t V der g e s a m t e n F l ä c h e ang ibt , 

u n d der 5; 2 i s t , j e n a c h d e m der parabol i sche cder hyperbol i sche F a l l v o r h e g t ; für 

die Modulf läche i s t z. B . V = 3 . 
B e i einer n icht regulären t r a n s z e n d e n t e n F l ä c h e vari iert die V e r z w e i g t h e i t VP m i t 

d e n K n o t e n p u n k t e n P. W e n n die F l ä c h e endlich viele W i n d u n g s p u n k t e h a t , so er­
ha l t en al le K n o t e n p u n k t e , ausser endl ich v ie len , d ie Verzwe ig the i t VP = 2. D e n n 
jeder E n d p u n k t P e ines E l e m e n t a r p o l y g o n s unendl icher Ordnung (p = 0 0 ) erhäl t 

ja v o n d iesem P o l y g o n ( W i n d u n g s p u n k t ) den Verzwe igungsbe i t rag 1 — — = 1 ; 

n u n gehören fast al le der P u n k t e P zu zwei so l chen E l e m e n t a r p o l y g o n e n , u n d die 
Verzwe ig the i t V s u m m i e r t s i ch also für diese F l ä c h e n (welche z u m parabolischen 
T y p u s gehören) ta t säch l i ch z u zwei. 

Mitte l s der R i e m a n n s c h e n F o r m e l läss t es s ich ze igen , dass die o b e n def inierte 
mit t lere Verzwe ig the i t V e iner t r a n s z e n d e n t e n F l ä c h e i m m e r 23 2 ist . D a s zu le tz t 
Angeführte legt n u n die F r a g e n a h e : Gehört den parabolischen Flächen immer der 
Wert 7 = 2, den hyperbolischen Flächen immer ein Wert V ^> 2 an ? W e n n d e m so 
wäre , so k ö n n t e m a n sagen, dass die Fundamentalpolygone einer Grenzpunktfläche 
im Mittel der euklidischen, einer Grenzkreisfläche im Mittel der Lobatschewskyschen 
Winkelgeometrie gehorchen. Hier in w ü r d e speziel l fo lgendes K r i t e r i u m e n t h a l t e n 
sein : Eine Fläche, deren Fundamentalpolygone P mindestens fünf Seiten haben, ist 
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hyperbolisch. D e n n j e d e m E n d p u n k t e ines so l chen P o l y g o n s k o m m t n a c h o b i g e m 

der Verzwe igungsbe trag 1 — 2: ^ zu; für e in F ü n f e c k i s t a lso s chon V 2: 5 • ^, 

5 

s o dass im v o r h e g e n d e n F a l l ta t säch l i ch V 2: — > 2 wird. 

10. E h e i ch zur B e a n t w o r t u n g dieser F r a g e übergehe , sowe i t d ies g e m ä s s d e m 

g e g e n w ä r t i g e n S t a n d der W e r te V e r t e i l u n g s t h e o r i e mög l i ch i s t , m u s s i ch e ine andere 

M e t h o d e zur A u s s c h ö p f u n g e iner R i e m a n n s c h e n F l ä c h e besprechen , w e l c h e v o m 

S t a n d p u n k t der V e r z w e i g t h e i t s u n t e r s u c h u n g v ie l l e i cht weniger natür l ich erscheint , 

d ie j edoch d e n V o r z u g v o l l k o m m e n a l lgemeiner A n w e n d b a r k e i t bes i t z t , w ä h r e n d die 

auf kranzförmiger A u s s c h ö p f u n g beruhende Messung der Verzwe ig the i t n u r bei 

F l ä c h e n v o n re la t iv e in fachem A u f b a u ge l ingt . 

D i e s e Methode , auf we lche s ich die m e i s t e n U n t e r s u c h u n g e n der W e r t e v e r t e i l u n g 

gründen , b e s t e h t e infach darin, dass m a n d a s schl ichte E x i s t e n z g e b i e t | z j < R der 

F u n k t i o n w (z), w o e n t w e d e r R = oo oder R = 1, durch e ine Schar konzentr i scher 

Kre i se | z [ < r < R ausschöpft . D i e e n t s p r e c h e n d e über die w - E b e n e ausgebre i te te 

Bi ldf läche FT e ines so l chen Kre i se s g e h t für r -> R in die g e g e b e n e F l ä c h e F der 

F u n k t i o n w (z) über . I n Ana log ie m i t d e n o b e n besprochenen B e z e i c h n u n g e n , führe 

m a n n u n für j eden W e r t a (auch a = oo) d ie A n z a h l n (r, a) der über w = a l i egenden 

P u n k t e der Tei l f läche F e in; d iese Grösse i s t also g le ich der A n z a h l der W u r z e l n der 

Gle ichung w(z) = a i m Kre i se { z j < r, w o b e i j ede Wurze l so oft g e z ä h l t wird, w i e ihre 

Mul t ip l i z i tä t ang ibt . E i n wicht iger , v o n Littlewood u n d Ahlfors herrührender Sa tz 

der W e r t e V e r t e i l u n g s l e h r e be sag t , dass für e ine gegebene F u n k t i o n w (z) fas t al le 

Anzah l s funkt ionen n (r, a) v o n gle icher a s y m p t o t i s c h e n Grösse s ind, i n d e m die 

Integra le 

r 

(2) N (r, a)=f — ) (o < r a < r) 

ra 

a s y m p t o t i s c h g le ich d e m M a x i m u m N (r) = m a x N (r, a) s ind : 

N (r, a) r ^ j N (r) 

für al le W e r t e a, ausser für eine P u n k t m e n g e a v p m Masse N u l l . 

I c h beze ichne ferner m i t n (r, a) die A n z a h l der W u r z e l n v o n w = a i m Kre i se 

I z ! < r, i n d e m jede Wurze l , o h n e R ü c k s i c h t auf ihre e v e n t u e l l e Mehrfachhei t , j e t z t 

nur einmal m i t g e z ä h l t wird, u n d m i t n (r) das M a x i m u m v o n n (r, a), w o b e i alle 

W e r t e a (a = oo mite inbegri f fen) berücks icht ig t w e r d e n sol len. D i e Grössen n (r, a), 

n (r,a), n (r) h a b e n a lso in bezug auf die N ä h e r u n g s f l a c h e F r g e n a u diese lbe B e d e u t u n g 

w i e die Grössen n (a), n (a), n in b e z u g auf die Näherungs f läche F¡. A u s d e m oben 

G e s a g t e n g e h t a lso hervor , dass der A u s d r u c k 
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6{r,a) = l—ì£ff=ò(r,a)+/t{r,a),-

w 0 / x i \ - i \ 
s , , , n(r,a) , . . n (r, a) — n (r, a) 
ô (r, a) = 1 -hr- 1 1 1 1 ( 1 u (r> a) = — / \ ' 

v ' n (r) r \ > / w ^ 

als e in Mass der m i t t l e r e n g e s a m t e n Ordnung der über w = a l i egenden W i n d u n g s ­

p u n k t e der F l ä c h e Fr b e t r a c h t e t w e r d e n k a n n , w o b e i d ie Grösse u d e n a lgebra ischen 

W i n d u n g s p u n k t e n entspr icht , w ä h r e n d die Grösse ö, w e n i g s t e n s i m F a l l e e iner e in­

fach a u f g e b a u t e n F l ä c h e , d e n v o n d e n ü b e r der Ste l l e w = a g e l e g e n e n W i n d u n g s ­

p u n k t e n unendl icher Ordnung g e g e b e n e n B e i t r a g zur V e r z w e i g t h e i t s o r d n u n g dar­

ste l l t . 

D i e unteren Grenzen 

6 (a) = l im 0 (r, a), ju (a) = h m u (r, a), ö (a) = l im ò (r, a), 
r - » Ä r~5~K r - > B 

welche zwi schen 0 u n d 1 v a r ü e r e n k ö n n e n (wobei O i S ^ + o i S O i S l ) , n e n n e ich 

b e z w . Index der totalen Verzweigtheit, Index der algebraischen Verzweigtheit, Defekt 

des W e r t e s a, w o b e i a lso der D e f e k t , w e n i g s t e n s in d e n e in fachs ten F ä l l e n , d i e R o l l e 

e iner m i t t l e r e n Ordnungszahl sämt l icher über d e m P u n k t a l i egenden W i n d u n g s ­

p u n k t e unendl icher Ordnung s p i e l t . 5 ) — D a m i t d ie nachfo lgenden S ä t z e für die all­

g e m e i n s t e n F u n k t i o n e n gü l t ig se ien , m ü s s e n die Def in i t ionen der Grössen 6, ¡i, ö so 

modif iz iert werden , dass m a n überal l die Anzah l s funkt ionen n, n m i t deren Mit te l ­

w e r t e n . ^ , N [vgl . (2)] ersetzt , w a s für F l ä c h e n v o n n i c h t a l lzu komphz ier ter S truktur 

ke ine Ä n d e r u n g in d e n W e r t e n der z u def inierenden Grössen n a c h s ich z ieht . 

Auf Grund der obigen Erörterung i s t es fast e in l euchtend , dass d ie W e r t e der 

A u s d r ü c k e 

F = l m w 2 ; F p u n d E 6 (a) 

* (P) (a) 
für F l ä c h e n e infacher N a t u r e inander g le ich se in m ü s s e n , d e n n be ide A u s d r ü c k e 

def inieren die n a c h ana logen Pr inz ip ien b e s t i m m t e G e s a m t v e r z w e i g t h e i t der 

F l ä c h e F; der U n t e r s c h i e d b e s t e h t (ausser in einer V e r t a u s c h u n g der S u m m i e r u n g s -

ordnung) al le in darin, dass in j e n e m Fa l l e die Näherungs f lächen F{, in d iesem die 

F l ä c h e n Fr der B e s t i m m u n g zugrunde ge leg t w u r d e n . 

D i e s s t i m m t auch e x a k t in bezug auf d ie jen igen F l ä c h e n , deren Verzwe ig the i t V 

wei ter oben b e s t i m m t wurde; m a n f indet a lso für diese F l ä c h e n im parabol i schen Fa l l 

V = E d (a) = 2, i m hyperbo l i schen Fa l l w iederum E 6 (a) > 2. 

Andererse i t s m u s s b e t o n t werden , dass die W e r t e V u n d 6 für h inre ichend 

kompl iz i er te F l ä c h e n auch versch ieden ausfal len k ö n n e n , u n d dass , w i e bere i t s be -

3 ) Vgl. hiezu meine in Nr. 3 zitierten Vorlesungen, § 3, sowie E. Ullrich: Ü b e r d i e A b l e i t u n g 
e i n e r m e r o m o r p h e n F u n k t i o n (Sitzungsber. der preuss. Akademie der Wissenschaften, Phys.-
Math. Klasse, B. 27, 1929). 

2 3 4 
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m e r k t w o r d e n i s t , d i e Grösse V s ich überhaupt nur unter e inschränkenden Voraus ­

s e t z u n g e n b e s t i m m e n lässt . I c h be trachte es als e ine der w i c h t i g s t e n A u f g a b e n der 

Wertever te i lungs lehre , d ie jenigen F l ä c h e n z u b e s t i m m e n , für w e l c h e V=0. D i e 

m e i s t e n der b i s j e t z t b e k a n n t e n S ä t z e dieser Lehre bez iehen s ich näml ich auf die 

N ä h e r u n g durch die F l ä c h e n F r , u n d es i s t , u m diese S ä t z e in ihrer G e s a m t h e i t 

für d i e Verzwe ig the i t s forschung a n w e n d b a r zu m a c h e n , n o t w e n d i g klarzulegen, wie 

sich d ie zwei A u s s c h ö p f u n g s m e t h o d e n (F,. u n d F t ) zu e inander verha l t en . D i e L ö ­

s u n g dieser schwier igen A u f g a b e erfordert e in t ie fes E indr ingen i n das Verha l t en 

der V e r z e r r u n g bei der v o n einer e inwert igen F u n k t i o n v e r m i t t e l t e n A b b i l d u n g . 

4. Sätze zur Bestimmung des Typus einer Riemannschen Fläche 

11. E i n a l lgemeiner Sa tz der W e r t e V e r t e i l u n g s t h e o r i e , d e n ich den zweiten 

Hauptsalz der Theor ie der m e r o m o r p h e n F u n k t i o n e n g e n a n n t h a b e , besagt , dass der 

l e tz tbesprochene Z u s a m m e n h a n g zwischen V e r z w e i g t h e i t u n d T y p u s einer R i e m a n n ­

s c h e n F l ä c h e in fo lgender modif iz ierter F o r m a l lgemeingül t ig i s t : 

Für eine Grenzpunktfläche verschwindet der Verzweigtingsindex 6 (a) für alle 

Werte a, ausser höchstens einer abzählbaren Wertmenge. Die Summe der positiven 

Werte von 6 (a) ist höchstens gleich 2. 

Andererse i t s g i l t für e ine Grenzpunkt f läche n icht i m m e r E 6 (a) > 2; es läss t 

s i ch n ä m h c h eine durch die W a c h s t u m s s t ä r k e der Anzah l s funkt ion n (r) [bezw. 

N (r)] charakteris ierte F lächenk las se abgrenzen, we lche z u m hyperbo l i schen T y p u s 

gehört , o b w o h l die V e r z w e i g t h e i t die kri t i sche Grenze 2 n icht übers te ig t ; d iese 

F l ä c h e n s ind also s chwächer verzwe ig t a ls s ä m t l i c h e regulär v e r z w e i g t e n Grenz­

kreisf lächen, be i denen , wie wir gesehen h a b e n , i m m e r E d (a) > 2 gi l t . D i e ob ige 

V e r m u t u n g über die B e d e u t u n g des eukl id i schen, bezw. n ichteukl id i schen Charak­

ters der F u n d a m e n t a l p o l y g o n e als Ind ika tor des T y p u s m u s s h iernach dahin m o d i ­

fiziert werden , dass d ie B e d i n g u n g V > 2, d. h. d a s B e s t e h e n der n ichteukl id i schen 

Winke lgeometr i e ( im Mitte l ) , e ine hinreichende B e d i n g u n g für d a s Eintref fen des 

Grenzkreisfal les i s t . D i e s ist offenbar durch den z w e i t e n H a u p t s a t z für diejenigen 

F l ä c h e n s treng bewiesen worden , für we lche V= 8; dasse lbe gi l t aber aller W a h r ­

sche in l ichkei t nach a u c h , w e n n F 4 = 0 (was , wie oben schon b e m e r k t wurde , für 

hinre ichend kompl iz ier t au fgebaute F l ä c h e n mög l i ch is t ; e ine so lche F läche ist z. 

B . die F l ä c h e der F u n k t i o n eeZ, für welche F = 2, d a g e g e n 0 = 0) . 

12. A u s d e m z w e i t e n H a u p t s a t z folgt insbesondere , dass der t o t a l e D e f e k t E ö, 

vermehrt u m die t o t a l e a lgebraische Verzwe ig the i t , den W e r t 2 n i c h t überschre i ten 

kann . B e m e r k t m a n , dass der D e f e k t ò (a) d e n m a x i m a l e n W e r t 1 a n n i m m t für 

jeden W e r t a, d e n d ie F u n k t i o n w (z) überhaupt n icht a n n i m m t , so s ieht m a n e in , 

dass die Defektre la t ion 
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E ô (o) á 2 

d e n P i c a r d s c h e n S a t z enthä l t , w o n a c h e ine für | z | < oo m e r o m o r p h e F u n k t i o n 

h ö c h s t e n s zwei W e r t e a aus lassen k a n n . Ausser so l chen P i c a r d s c h e n A u s n a h m e w e r ­

t e n , w e l c h e also d e n m a x i m a l e n D e f e k t ô = 1 h a b e n , k a n n e ine F u n k t i o n w (z) auch 

schwächere A u s n a h m e w e r t e , sog . defekte Werte aufweisen , die s ie a l lerdings a n n i m m t , 

j e d o c h s o se l ten , dass die en t sprechenden D e f e k t e ô p o s i t i v ausfal len. V o m S t a n d ­

p u n k t der Defektre la t ion s ind n u n d ie jen igen parabohschen F l ä c h e n v o n beson­

d e r e m Interesse , für we lche der to ta l e D e f e k t E ô se in M a x i m u m 2 erreicht . D i e 

o b e n besprochenen F l ä c h e n m i t e n d h c h v i e l e n logar i thmischen W i n d u n g s p u n k t e n 

gehören s ä m t h c h z u dieser Klas se . U n t e r A n w e n d u n g dieser F l ä c h e läss t s ich e ine 

meromorphe F u n k t i o n konstruieren, w e l c h e b e h e b i g v o r g e g e b e n e W e r t e w = a, 

(v = 1, . . . , q) a ls de fekte W e r t e h a t , so dass die e n t s p r e c h e n d e n D e f e k t e ô (a,,) 

vorgeschr iebene rat ionale W e r t e v o m G e s a m t b e t r a g 2 erha l t en . 6 ) 

13. I n bezug auf die über der i c -Ebene ausgebre i t e te R i e m a n n s c h e F l ä c h e F h a t 

der Pt'cardsche S a t z fo lgende B e d e u t u n g : E i n Kre i s | w—-a | :£ Q he i sse i n b e z u g 

auf F vollständig verzweigt, fal ls d ie F l ä c h e ke ine sch l ichte Kre i s sche ibe | w—a | s i g 

e n t h ä l t ; er heisse ferner vo l l s tändig v e r z w e i g t mindestens der Ordnung p—1, w e n n 

die F l ä c h e F ke ine aus einer A n z a h l q < p solcher Kre i s sche iben z u s a m m e n g e s e t z t e 

Tei l f läche en thä l t ; insbesondere heisse der Kre i s vo l l s tänd ig verzwe ig t unendl ich 

hoher Ordnung, w e n n ke ine aus endl ich v i e l en so lchen Kre i s sche iben bes t ehendes 

F l ä c h e n s t ü c k zur F l ä c h e gehört . W e n n diese E igenschaf ten b e s t e h e n , w i e k l e in der 

R a d i u s g i m m e r g e w ä h l t wird, so heisse der Punkt w = a bezw. v o l l s t ä n d i g v e r z w e i g t ; 

vo l l s tänd ig verzwe ig t m i n d e s t e n s der Ordnung p—1; vo l l s tänd ig verzwe ig t u n ­

endl ich hoher Ordnung. D i e n o t w e n d i g e u n d h inre ichende B e d i n g u n g , d a m i t e in 

P u n k t zu diesen K a t e g o r i e n gehöre , i s t bezw. dass d ie Gle ichung w (z) = a ke ine 

e infachen Wurze ln h a t ; dass d iese Gle ichung ke ine W u r z e l n v o n niedrigerer Mult i -

p l iz i tä t als p ha t ; dass diese Gle ichung überhaupt ke ine W u r z e l n h a t . 

D e r P i c a r e s c h e Sa tz läss t s ich also fo lgendermassen formul ieren: E i n e Grenz-

punkt f läche F be s i t z t h ö c h s t e n s zwei vo l l s tänd ig v e r z w e i g t e W e r t e v o n unendl i ch 

hoher Ordnung. Vor k u r z e m h a t Ahlfors e inen n e u e n auf einer d irekten U n t e r s u c h u n g 

der Verzerrung bei der v o n der e inwert igen F u n k t i o n z (w) v e r m i t t e l t e n A b b i l d u n g 

fussenden B e w e i s des Picardschen S a t z e s gegeben , welcher zugle ich diesen „Zwei­

p u n k t s a t z " zu e inem „Zweikre i s sa tz" e r w e i t e r t 7 ) : Eine Grenzpunktfläche enthält 

höchstens zwei ausserhalb einander liegende vollständig verzweigte Kreise unendlich 

hoher Ordnung. 

6 ) Die Bedeutung dieser Flachen für die Konstruktion defekter Werte ist zuerst von Hille erkannt 
worden (vgl. seine in Nr. 6 zitierte Arbeit). 

7) L. Ahlfors, S u r u n e g é n é r a l i s a t i o n d u t h é o r è m e d e P i c a r d (Comptes rendus, t. 194, 
1932, p . 245—247). 
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14. A u s d e m z w e i t e n H a u p t s a t z k ö n n e n n o c h a l lgemeinere S ä t z e über d ie vol l­

s t ä n d i g v e r z w e i g t e n P u n k t e R i e m a n n s c h e r F l ä c h e n gefolgert w e r d e n . I n der Tat ist 

"für e inen so l chen P u n k t a, m i n d e s t e n s (p— 1 ) : ter Ordnung, s t e t s n (r,a) ^ — n (r, a), 

w o Gle ichhe i t nur d a n n gi l t , w e n n die F l ä c h e F über w = a l auter a lgebraische 

W i n d u n g s p u n k t e g e n a u (p— 1) : ter Ordnung ha t . E s i s t a lso d a n n 0 (a) = l i m 

[ l — n ^ 1 SS 1 - ; der zwe i t e H a u p t s a t z erg ibt m i t h i n d ie U n g l e i c h u n g 

a l s n o t w e n d i g e B e d i n g u n g für e ine Grenzpunktf läche , w e l c h e gewis se W e r t e w = a„ 

(»>= 1,2, . . ) a ls v o l l s t ä n d i g verzwe ig te P u n k t e m i n d e s t e n s der Ordnung (»»„— 1) 

h a t ; e in Satz , d e n früher Caratheodory durch e ine andere M e t h o d e bewiesen h a t für 

d e n spezie l len Fa l l , dass die Mult ip l iz i tä t jeder Wurze l der Gle ichung w (z) = av genau 

ein Multipel v o n mv i s t . 

D a für j e d e n v o l l s t ä n d i g v e r z w e i g t e n W e r t 8 (a) 2 ï ~ i s t , so schl iesst m a n ins­

besondere : 

Die Anzahl der vollständig verzweigten Punkte einer Grenzpunktfläche beträgt 

höchstens vier. 

D i e m a x i m a l e A n z a h l , v ier , k o m m t bei der F l ä c h e der p - F u n k t i o n vor, w e l c h e 

über vier P u n k t e n a lauter W i n d u n g s p u n k t e erster Ordnung h a t , so dass die e n t ­

sprechenden V e r z w e i g t h e i t e n 0 (a) = ~ werden . 

D e r l e t z t e Vierpunktsatz führt fast u n m i t t e l b a r z u d e m b e k a n n t e n z w e i t e n 

P î c a n f s c h e n Sa tz , der d ie U n m ö g l i c h k e i t der Uni formis ierung e iner a lgebraischen 

Gle i chung / (x, y) ~ 0 v o m Gesch lechte p > 1 durch zwe i in der ganzen endl i chen 

E b e n e m e r o m o r p h e F u n k t i o n e n x — x (t), y = y (t) b e h a u p t e t . N a c h einer B e m e r ­

k u n g v o n Hurwitz l ä s s t s ich näml ich dieser S a t z zurückführen auf d e n besonderen 

F a l l e iner hypere l l ip t i schen K u r v e y2= (x—aj . . . (x—«,.). L ä s s t s ich n u n diese 

K u r v e durch d ie m e r o m o r p h e n F u n k t i o n e n x = x (t), y=y{t) uniformisieren, so 

m u s s offenbar, d a y e indeut ig in t ist, x (t) die W e r t e a v .. ., a, als vo l l s tändig ver­

z w e i g t e W e r t e g e s t a t t e n , u n d es ist somit nach dem V i e r p u n k t s a t z » ^ 4 , d. h. die 

K u r v e ist h ö c h s t e n s v o m Geschlechte E i n s . 

15. Vor e in igen M o n a t e n h a t Ahlfors auch den Vierpunktsa tz durch e l ementare 

M e t h o d e n der k o n f o r m e n A b b i l d u n g bewiesen , u n d ihn zugle ich in derse lben W e i s e 

w i e d e n Picarcfechen S a t z erwei tert ; dieser ^liW/orssche Vierkreissatz b e s a g t 8 ) : 

8) L. Ahlfors, S u r l e s f o n c t i o n s i n v e r s e s d e s f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s (Comptes rendus 
t. 194, 1932, p . 1145—47). 

n (r) V 
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Eine Grenzpunktfläche enthält höchstens vier ausserhalb einander liegende, voll­
ständig verzweigte Kreise. 

U m die unwesent l i che Sonders te l lung des P u n k t e s w — oo wegzuschaf fen , 
empf ieh l t e s s ich hierbei die R i e m a n n s c h e F l ä c h e sowie die K r e i s e auf der R i e m a n n ­
schen K u g e l zu projizieren. 

W ä h l t m a n auf der K u g e l fünf be l iebige Kre i se Kx Kh ausserhalb e inander , 
so m u s s n a c h d e m Vierkreissatz jede über der K u g e l ausgebre i t e t e R i e m a n n s c h e 
F l ä c h e v o m parabol i schen T y p u s m i n d e s t e n s eine u n v e r z w e i g t e , schlichte Kre i s -
sche ibe Kv e n t h a l t e n . Geht m a n wieder zurück zur w - E b e n e , so fo lg t m i t R ü c k s i c h t ­
n a h m e auf die freie W ählbarke i t der fünf Kre i se , dass der b e k a n n t e .BZoeAsche Satz , 
n a c h w e l c h e m die F l ä c h e e iner g a n z e n t r a n s z e n d e n t e n F u n k t i o n e ine sch l i chte 
Kre i s sche ibe v o n beheb ig grossem R a d i u s e n t h a l t e n m u s s , e in u n m i t t e l b a r e s Koro l -
lar des Vierkreissatzes i s t . 

16. H i e r m i t h a b e ich d ie w i c h t i g s t e n h e u t e b e k a n n t e n notwendigen B e d i n g u n g e n 
für das Eintref fen des parabol i schen F a l l e s d u r c h m u s t e r t , i n s o w e i t d iese i m Zu­
s a m m e n h a n g m i t d e m mittleren Verzweiglheitsgrad der F l ä c h e s t e h e n . I c h erinnere 
n o c h a n e inen w i c h t i g e n , ä l t eren S a t z v o n Gross, der d iese B e d i n g u n g e n ergänzt , 
i n d e m er e ine A u s s a g e über d ie m a x i m a l e V e r z w e i g t h e i t e ines einzelnen B l a t t e s der 
F l ä c h e e n t h ä l t : M a n b e t r a c h t e e in e indeut iges E l e m e n t der e inwert igen F u n k t i o n 
z = z (w), we l che e ine F l ä c h e F auf d e n Kre i s | z | < R schl icht abbi ldet , u n d se tze 
d ieses E l e m e n t , v o n se inem M i t t e l p u n k t w = a ausgehend , l ängs e i n e m Halbs t rah l 
arg (w -a) = <p ana ly t i s ch fort . D e r W e r t cp he i sse s ingular, w e n n die F o r t s e t z u n g 
n icht b i s z u m unendl i ch fernen P u n k t w = oo führt . D e r Grosssche Sa tz b e s a g t nun , 
dass die s ingulären W e r t e cp i m Grenzpunktfa l le (R = oo) e ine Nullmenge b i lden . 

17. D i e A n z a h l der R e s u l t a t e , w e l c h e u m g e k e h r t hinreichende B e d i n g u n g e n für 
d e n Grenzpunktfa l l e n t h a l t e n , i s t bisher erst nur gering. W i e auf Grund der oben-
s t ehenden e in le i tenden Erörterungen z u erwarten i s t , e n t h a l t e n diese S ä t z e A u s ­
sagen fo lgender A r t : w e n n die Verzwe ig the i t h inre ichend s c h w a c h i s t , so ist der 
T y p u s parabol i sch . D i e s g i l t z . B . , w i e bere i t s o b e n bemerkt w u r d e , für jede Fläche 
mit endlich vielen Windungspunkten. D i e k n a p p b e m e s s e n e Ze i t g e s t a t t e t n i cht 
auf wei tere , v o n Speiser, Ahlfors u n d d e m V o r t r a g e n d e n 9 ) erz ie l te speziel lere Ergeb­
nisse dieser Ar t hier näher e i n z u g e h e n 1 0 ) . 

•) Vgl. ausser der in Nr. 5 zitierten Arbeiten von Speiser noch L. Ahlfors, Z u r B e s t i m m u n g d e s 
T y p u s e i n e r R i e m a n n s c h e n F l ä c h e (Commentarii Math. Helvetici, Vol. 3, H. 2, 1931) und 
B. Nevanlinna, E i n S a t z ü b e r d i e k o n f o r m e A b b i l d u n g R i e m a n n s c h e r F l ä c h e n (wird in 
der Kongressnummer derselben Zeitschrift erscheinen). 

I 0 ) Desgleichen muss ich auf eine Besprechung der interessanten Beziehungen verzichten, welche 
zwischen den asymptotischen Werten einer meromorphen Funktion und den transzendenten Singula­
ritäten der inversen Funktion bestehen, zu welcher Frage wichtige Beiträge von Hurwitz, Iversen, Gross, 
Denjoy, Carleman, Bieberbach und Ahlfors geliefert worden sind. 
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18. Z u m Schlüsse m ö c h t e i ch bemerken , dass die W e r t e V e r t e i l u n g s t h e o r i e , ins­
besondere der zwe i te H a u p t s a t z , ke ineswegs die hier g e m a c h t e n e in le i t enden B e ­
m e r k u n g e n über die Verzwe ig the i t smessung einer R i e m a n n s c h e n F l ä c h e z u m A u s ­
g a n g s p u n k t g e h a b t h a b e n . W T enn ich dessen u n g e a c h t e t diese B e m e r k u n g e n teil­
we i se heurist i scher N a t u r an die Spi tze m e i n e s Vortrags ges te l l t habe , so geschah 
d ies n i c h t a l le in aus d idakt i s chen Gründen; v i e lmehr b in ich der A n s i c h t , dass e in 
t ieferes V e r s t ä n d n i s der P r o b l e m e , we lche s ich u m den Picardschen Satz gruppieren, 
nur auf Grundlage der Ges i ch t spunkte der Verzweig the i t s forschung g e w o n n e n wer­
d e n k a n n . I n dieser R i c h t u n g ^ w o die Wertever te i lungs lehre in K o n t a k t m i t d e n 
P r o b l e m e n der a l lgemeinen Üni formierungstheor ie gebracht wird, s ind der funk­
t ionentheore t i s chen F o r s c h u n g n o c h grosse A u f g a b e n vorbeha l t en . 

A u c h n a c h anderen R i c h t u n g e n h in s ind i m Laufe der l e t z t e n z e h n J a h r e durch 
die w i c h t i g e n U n t e r s u c h u n g e n v o n Julia, Montel, Valiron, Ostrowski, Milloux, Saxer 
u. a. in der Wertever te i lungs lehre b e d e u t u n g s v o l l e For t schr i t t e erziel t worden . Da 
indessen diese Ergebnisse in keiner so e n g e n B e z i e h u n g zur Verzweigthe i t s forschung 
s t ehen , w i e d ie o b e n besprochenen Sätze , s o b i n ich auf sie hier n i c h t e ingegangen . 
I c h darf übr igens v e r m u t e n , dass die b e s a g t e n Ergebnisse i m Vortrag v o n Herrn 
Valiron, d e m führenden Forscher auf d iesen Gebie ten , einer e ingehenderen D i s ­
kuss ion u n t e r z o g e n w e r d e n sol len. 



L'aspect analytique du problème des figures planétaires 

Par Rolin Wavre, Genève 

Aris to te déjà s 'occupait de la figure d e la terre e t p r o u v a i t s a sphéric i té par raison 

d e symétr i e . A l 'époque moderne , j ' e n t e n d s depu i s N e w t o n , la ques t ion d e la forme 

q u e p e u v e n t revêt i r les astres f luides n'a cessé d e préoccuper le m o n d e s a v a n t . L a 

l is te de ceux qui s'en sont occupés e s t l 'une des p lus admirables puisqu'e l le c o m p t e 

a u siècle pas sé : N e w t o n , Clairaut, d 'Alembert , Laplace , p lus r é c e m m e n t D a r w i n , 

Lord K e l v i n , Po incaré , Liapounoff e t d e nos jours MM. Volterra , Cartan, J e a n s , 

L ich tens te in . 

C'est u n l ivre entier qu'il faudrai t écrire pour retracer d i g n e m e n t l 'historique d e 

la ques t ion e t caractériser les é t a p e s d e c e t t e l u t t e où t a n t d'esprits d e premier ordre 

se s o n t efforcés d'arracher à la nature u n de ses secrets les p lus profonds . 

M o n b u t es t b e a u c o u p plus restreint , p lus proport ionné a u t e m p s d o n t je dispose . 

J e voudrais s implement préciser que lques mises e n équat ions d u problème des f igures 

d'équlibre des masses f luides hétérogènes , comparer ces équat ions à cel les que l 'on 

rencontre dans d'autres domaines e t ainsi , v o u s devinerez d a n s quel le mesure la 

ques t ion est à la portée d e nos i n s t r u m e n t s m a t h é m a t i q u e s e t par que l cô té , d 'autre 

part , elle paraît dépasser les ressources actuel les de l 'analyse; car ce prob lème n'est 

p a s d e c e u x que l ' imaginat ion créatrice nous enjo int à nous poser, c'est la nature qui 

nous l ' impose. 

Commençons par que lques déf ini t ions . E n v i s a g e o n s une m a s s e f luide hé térogène . 

P a r s tructure , j ' en tends s i m p l e m e n t la répart i t ion d e la mat ière . Les i sostères seront 

les surfaces d'égale dens i té . L a strat i f icat ion sera la famil le des isostères cons idérée 

au po in t de v u e géométr ique , la loi des dens i tés sera la d is tr ibut ion des dens i tés sur 

ces différentes surfaces. Enf in , par a spec t ana ly t ique , qu 'entendons -nous? U n e sorte 

d' invariant s i tué a u delà des descr ipt ions s y m b o l i q u e s par lesquels u n prob lème 

p e u t se traduire , au delà de la mise e n équat ion . Ains i , le m o u v e m e n t d'un p o i n t 

matér ie l dans u n c h a m p donné p e u t s 'exprimer par les é q u a t i o n s différentiel les 

ordinaires, c o m m e aussi par l ' équat ion de J a c o b i o u encore par le principe d 'Hami l ­

ton . U n e transcript ion ana ly t ique n 'exc lu t donc jamais une t raduct ion dans u n autre 

langage , au premier abord très différent. Cette équ iva lence des po in t s de v u e e s t 

d'ail leurs une des sources les plus fécondes d u progrès de la sc ience . Les e x e m p l e s 

d e n t e t je n'ai pas beso in de v o u s les rappeler. 

Ces précaut ions prises, partons du problème des n corps qui s'écrit, les n o t a t i o n s 

se comprennent d 'e l les -mêmes , sous la forme d 'équat ions différentiel les ordinaires ou 

d'équat ions équ iva l en te s : 
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Si, ensu i te , avec M. L ichtens te in , o n passe à la d y n a m i q u e des mi l l i eux cont inus ma i s 

„ incohes i f s" , c'est-à-dire sans press ion e t sans frict ion, irréels, m a i s très a t t a c h a n t s 

a u p o i n t de v u e m a t h é m a t i q u e , le s y s t è m e précédent es t remplacé par des é q u a t i o n s 

intégro-différentiel les 

Enf in , si l 'on prend e n cons idérat ion les press ions e n négl igeant les f ro t t ements , on 

t r o u v e le s y s t è m e d e l 'hydrodynamique , p o i n t d e départ d e la théorie des figures 

p lanéta ires 

Ces re lat ions qui régissent le m o u v e m e n t des astres f luides, n o u s p o u v o n s les écrire, 

c'est déjà que lque chose , e t sous une forme très s imple; ma i s c e t t e s impl ic i té n'est 

qu 'apparente , car le potent i e l n e w t o n i e n qui se l i t U est u n e fonct ionnel le , plus 

e x a c t e m e n t u n e t ransmuée , d o n t la dépendance à l 'égard de la s tructure du f luide es t 

t e l l ement c o m p l e x e qu'el le fait obstac le à u n e descript ion, en t ermes finis, des figures 

planétaires . E l le c o m m a n d e e n général l 'emploi des m é t h o d e s d i tes d 'approx imat ions 

success ives d o n t le m a n i e m e n t e s t d'ail leurs, sur ce terrain, e x t r ê m e m e n t dél icat . 

Si fouil lées , en effet , q u e so ient de nos jours les propriétés générales d u poten t i e l 

n e w t o n i e n , q u a n t à la cont inu i té , la dérivabi l i té , l 'analyt ic i té m ê m e , e tc . , le c o m ­

p o r t e m e n t exp l i c i t e de U, son calcul effectif, n'est poss ible que pour que lques corps 

s imples , les e l l ipsoïdes h o m o g è n e s par e x e m p l e . 

Ce qui caractérise ensui te le s y s t è m e précédent , c'est q u e le c h a m p de force qui 

prov ient de l 'at tract ion réciproque des part icu les es t inconnu e n m ê m e t e m p s que le 

v o l u m e V dans lequel o n v a être condui t à opérer; c'est d o n c le d o m a i n e d' inté­

grat ion qu'i l s 'agit de déterminer . Es t - ce pour c e t t e raison q u e l 'é tude des figures 

p lanéta ires n e laisse pas de décevoir les a n a l y s t e s a c c o u t u m é s à n e raisonner q u e sur 

des d o m a i n e s bien déterminés , donnés? J e l ' ignore. Mais il n 'y a pas , q u e je sache , 

d e recherches p lus d ignes de pass ionner c e u x qui prat iquent le calcul fonct ionnel . 

U n genre d e so lu t ion des équat ions ( 1 ) doi t ê tre mis à part e t s ignalé en premier 

l ieu, car ces so lut ions é c h a p p e n t dans une large mesure à la recherche de la s tructure 

de l 'astre. Ce s o n t les rotat ions p e r m a n e n t e s de M. D i v e . Pour trouver des so lut ions 

r igoureuses des é q u a t i o n s (1) il se donne u n e strat i f icat ion de révo lut ion autour d'un 

a x e de ro ta t ion e t dé termine d e quel le v i t e s se il faut animer les diverses part icules 

pour que le fluide conserve sa s tructure init ia le . L ' o n trouve l é t a n t la d i s tance à l 'axe 

e t w la v i tesse angulaire 
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e n coordonnées Q e t l; ^ e s t la dens i t é sur la surface l ibre. L a s tructure n'est p lus 

as tre inte qu'à d e certaines inégal i tés p r o v e n a n t p a r e x e m p l e d u fa i t q u e la press ion 

do i t rester pos i t ive ainsi q u e le carré d e la v i t e s se angulaire . M. D i v e p r o u v e que cer­

ta ines s trat i f icat ions e l l ipsoïdales o u annulaires d o n n e n t l ieu, e n t o u t e r igueur, à d e 

te l les rotat ions permanentes . Si l 'on s ' impose u n e cond i t ion supplémenta ire , Q = 

/ (p), ou encore l 'obl igat ion pour le f luide d e tourner t o u t d 'une pièce , c o m m e d a n s 

les f igures d'équil ibre, alors, il y a à proprement parler u n prob lème d e s tructure à 

résoudre e t les difficultés s ignalées p lus h a u t surgissent . L 'ex i s t ence d 'une re lat ion 

entre la dens i té e t la press ion entraînerai t l ' ex i s tence d'un p o t e n t i e l des accé lérat ions 

A e t les équat ions (1) se réduiraient à u n e seule , la fonc t ion 0, po ten t i e l de la p e s a n ­

teur , d e v a n t garder la m ê m e va leur sur les différents isostères 

(2) 0 (Q) — U—A. 

Si l 'astre tourne t o u t d'une pièce , l ' équat ion précédente s'écrit 

(2 1 ) * ( ( ? ) = U+~(x2 + y*). 

C'est sur ce dernier problème, j ' en tends celui des figures d'équil ibre, q u e nous al lons 

m a i n t e n a n t porter notre a t t e n t i o n , e t à trois reprises, e n nous o c c u p a n t I o des t r a v a u x 

de l 'école de Leipz ig , 2° d 'une e x t e n s i o n de la m é t h o d e de Laplace , 3° d u prob lème 

a u x l imites . 

I o V o y o n s à l 'œuvre u n e des m é t h o d e s d 'approx imat ions success ives q u e M. Lich­

t ens te in a prat iquée a v e c grand succès , c'est la p lus s édu i sante parce que la p lus 

directe . 

E l le cons is te à partir d 'une s tructure init iale créant u n po ten t i e l t / 0 , d'où l 'on 

dédu i t 0O, puis à déterminer les surfaces S0 à 0 t cons tant , à les charger d'une d e n ­

s i té g 1 ; ce qui d o n n e u n n o u v e a u potent i e l UU puis u n e nouve l l e fonc t ion 0 l t les sur­

faces à 0 1 c o n s t a n t s o n t chargées d'une dens i t é Q2 e t ainsi d e su i te . L a difficulté 

rés ide dans la p r e u v e de la convergence des famil les SN vers u n e s trat i f icat ion l imite , 

laquel le , si elle ex i s te , fournirait u n e so lut ion d u prob lème . P o u r favoriser c e t t e 

convergence , l 'on reste m a î t r e de choisir la loi des dens i tés ç>n+1 d o n t sont chargées les 

surfaces SN. Le cho ix de la conf igurat ion de départ a na ture l l ement une i m p o r t a n c e 

primordiale . E n l 'absence d e condi t ions j o u a n t le rôle de cel le de L ipch i tz dans la 

théorie des équat ions différentiel les, la d é m o n s t r a t i o n de la convergence fa i t inter­

venir quelques propriétés très cachées e t très f ines d u potent i e l n e w t o n i e n . Malgré 

ces difficultés, M. L ichtens te in es t p a r v e n u par c e t t e m é t h o d e à prouver r igoureuse­

m e n t l 'existence de figures hé térogènes c o m p o s é e s d e d e u x m a s s e s d i s t inc tes a y a n t 

u n po in t e t u n seul e n c o m m u n . L a conf igurat ion d e départ é ta i t c o n s t i t u é e par d e u x 
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m a s s e s ponctue l l e s . M. Marhun a m o n t r é r é c e m m e n t que la figure ainsi t r o u v é e a p ­

part ient à u n e série l inéaire a l lant d'un corps un ique à d e u x m a s s e s c o m p l è t e m e n t 

séparées s u i v a n t le processus d o n t Poincaré e t D a r w i n aff irmaient l ' ex i s tence pour 

les m a s s e s h o m o g è n e s . 

E x a m i n o n s m a i n t e n a n t le po in t de v u e de M. Lichtens te in d a n s la ques t ion de 

l 'ex i s tence des figures vois ines de figures données , recherches in trodui tes par Lia-

pounof e t Po incaré . L'essentiel , s u i v a n t Liapounof, e s t d'obtenir u n d é v e l o p p e m e n t 

d e l 'accroissement d u potent ie l e n série d o n t les termes seront d'un ordre inf inités imal 

d e p lus e n plus é l evé lorsque la seconde figure tendera vers la première . M. Lichten­

s te in m o n t r e q u e la d i s tance f c o m p t é e sur la normale entre les d e u x surfaces hbres 

des f igures h o m o g è n e s vo is ines e s t régie par une é q u a t i o n intégro-différentiel le non 

linéaire q u e j'écris très s y m b o l i q u e m e n t 

L a fonct ion n vers zéro a v e c le paramètre s d o n t d é p e n d e n t les figures dér ivées e t S 

es t la surface l ibre d u fluide. 

D è s lors, d e u x c irconstances sont poss ibles : 

a) l ' équat ion h o m o g è n e 

n 'admet p a s de so lut ion , alors l ' ex i s tence d'une série l inéaire, e t d 'une seule dans le 

vo is inage d e la figure donnée es t assurée. 

b) El le a d m e t une so lut ion au m o i n s e t alors la figure donnée e s t à la bi furcat ion 

de d e u x o u plusieurs séries l inéaires. I l faut faire abstract ion d a n s cet énoncé de la 

so lut ion i d e n t i q u e m e n t nul le e t de so lut ions banales résul tant d'un s imple déplace­

m e n t d 'ensemble d u fluide env i sagé . L 'é tude de la bifurcation a é t é l 'objet d'une 

très belle thèse récente de M. Holder . 

L e p o n t est ainsi jeté a v e c la théorie des équat ions intégrales . Cette m é t h o d e 

a d m e t d iverses e x t e n s i o n s qui en a u g m e n t e n t cons idérablement la portée . E l le 

s 'appl ique encore a u x cas où la conf igurat ion donnée n'est q u ' a p p r o x i m a t i v e m e n t 

une figure d'équil ibre. Les b e a u x résul tats de M. Lichtenste in sur les étoi les doubles , 

l 'anneau f luide sans corps central; les t r a v a u x de ses d isc ip les : de M. Garten sur les 

figures d e R o c h e , de MM. Garten e t Marhun sur les a n n e a u x séparés t irent parti de 

ce t t e dernière remarque . Grâce à l 'obl igeance de M. Lichtens te in qui a bien v o u l u m e 

c o m m u n i q u e r les épreuves d 'un article très important qui v a paraître , je pu i s an ­

noncer que ce t te m é t h o d e s 'é tend encore à la dé terminat ion des figures fa ib lement 

hétérogènes vo is ines d'une f igure h o m o g è n e , ou des figures hé térogènes , vo is ines 

d'une strat i f icat ion sphérique. 
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L e s ques t ions d e s tabi l i té font intervenir l a recherche d e s m i n i m a d e certa ines 

express ions c o n t e n a n t l 'énergie potent ie l l e d e l 'astre : 

fonct ionnel le d e V, qu i n e ressort i t à a u c u n e des m é t h o d e s c lass iques d u calcul d e s 

var ia t ions . Mais o n sa i t q u e des propriétés d ' ex trema sont h é e s a u x va leurs propres 

des équat ions intégrales; ce fait s ' interprète ici de la manière la p lus s imple . Si les 

fréquences vn d 'une é q u a t i o n intégrale ana logue à la précédente 

s o n t t o u t e s supérieures à l 'unité , i l y a s t a b i h t é d e la figure d o n n é e 8. I l y a ins ta­

bi l i té si v1 < 1. L a s tab ih té des séries l inéaires p e u t s 'échanger, c o m m e Po incaré 

l'a m o n t r é , a u x f igures d e bi furcat ion. Ainsi , j 'espère v o u s avoir fa i t pressent ir la 

profondeur des t r a v a u x d e l 'école d e Leipz ig e n m ê m e t e m p s q u e l 'é légance d e 

ce r a t t a c h e m e n t d u problème des f igures dér ivées à la théor ie des équat ions in ­

tégrales . 

2° J e montrerai m a i n t e n a n t quels progrès o n t é t é réalisés ces derniers t e m p s d a n s 

la vo i e où Laplace s'est engagé par l 'emploi direct des d é v e l o p p e m e n t s de Legendre 

de l ' inverse de la d i s tance 

Ces d é v e l o p p e m e n t s ne convergent que si le rapport des d i s tances es t inférieur à 

l 'unité . Leur subs t i tu t ion d a n s l 'express ion d u potent i e l ex igerai t que l 'on d iv i sâ t a u 

préalable la masse f luide par une sphère passant a u po int p o t e n t i é P, pour n ' em ­

ployer le premier qu'à l ' intérieur de c e t t e sphère , le s econd qu 'à l 'extérieur, m a i s 

c e t t e sphère n 'é tant pas d'égale dens i té ce procédé conduirai t à des diff icultés q u e 

t o u s c e u x qui o n t poursuiv i des recherches dans la théorie d u potent i e l conna i s sent 

b ien . E n fait , Laplace intègre les d é v e l o p p e m e n t s précédents c o m m e si l ' isostère 

pas sant par P é ta i t sphérique; ce fa i sant , il intègre des séries d ivergentes . Po i s son , 

Tisserand, puis Liapounof o n t re levé la diff iculté, e t pour y parer, le s a v a n t russe 

modif ie le d é v e l o p p e m e n t d e l ' inverse d e la d i s tance , e n posant , t o u t d'abord, 

B = j(l+e) 

e t d é v e l o p p e s u i v a n t les pu i s sances de e, a v e c u n e condi t ion d e la formej e [ < 1. 

Or il e s t poss ible d'uti l iser d i rec tement le premier d é v e l o p p e m e n t , car il e x i s t e 

u n e re lat ion fonct ionnel le é q u i v a l e n t e à l ' équat ion f o n d a m e n t a l e entre les po ten t i e l s 

e t qui n e donne prise à a u c u n e objec t ion d e ce genre . El le s'écrit 
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S e s t une surface d'égale dens i té que lconque , Z la zone comprise entre 8 e t la 

surface libre, C le n o y a u intérieur à 8 e t enf in & t la valeur de 0 sur S. Cette équat ion 

fonct ionnel le devra être sat is fa i te par u n e fonct ion régulière 0 que l que so i t le po int 

po ten t i é intérieur a u n o y a u e t quel que soit le n o y a u lu i -même . Quoique d'apparence 

c o m p l i q u é e el le présente u n in térê t t o u t à fait mani fes te . L e potent ie l d u n o y a u n e 

figure p lus , il e s t c o m p e n s é par une couche de n i v e a u éta lée sur /S e t u n terme cor­

rectif d é p e n d a n t d u laplac ien des accélérat ions . L e n o y a u d e v i e n t ainsi u n e cav i té 

v ide d e t o u t e mat i ère a t t i rante . Les d e u x m e m b r e s de la re lat ion pris i so lément , 

représentent , on le reconnaît fac i lement , des fonct ions harmoniques dans la cav i té . 

I l suffira d'identifier leur d é v e l o p p e m e n t e n p o l y n ô m e s harmoniques au vo is inage 

d'un po in t pour satisfaire à l 'équat ion e l l e - m ê m e par pro longement ana ly t ique ; 

les f igures pourront être aussi é lo ignées q u e l 'on voudra des sphères pr imit ives . Pour 

les pe t i t s m o u v e m e n t s d'un fluide incompress ib le , le potent ie l des accélérat ions 

e s t nu l A A = o e t le dernier terme disparaît . P o u r les f igures d'équilibre, l 'on a 

A A = —2 co2 e t la dernière intégrale se calcule e n subdiv i sant la cav i t é e n une 

sphère s d e m ê m e s pô les q u e C e t une m a r g e C + qui ne recouvre e n a u c u n cas le 

centre d e l 'astre. L ' équat ion s'écrit, j é t a n t le rayon de s e t 0 la co lat i tude 

*r±d*dS+C*-dZ + frUe+ = * W - co2 f - ^ X , (cos 0). 
4ntJ r dn J r 2nJ r S 

O n p e u t laisser le po in t a r g u m e n t au vo i s inage d u centre, t a n d i s que le p o i n t qui 

ba laye s, z e t c + , res te à une d is tance supérieure à u n nombre positif. 

P u i s on procédera à l ' identif ication de t o u t e s les puissances d u rayon vec teur du 

po in t a r g u m e n t ce qui donne u n tableau f o n d a m e n t a l 

IM si<7 = — 1 
\'I> q^O 

( 3 ) [q, R, * ] , = H co2 X 2 (cos 0) q = 2 

I O g = l , 3 , 4 . . . 

dans lequel le crochet représente une certaine express ion d é p e n d a n t de l 'entier q, du 

rayon vec teur R des surfaces S e t de 0. Quant à l'indice inférieur q il signifie que 

l 'on n e prend q u e la fonct ion sphérique d'ordre q d u d é v e l o p p e m e n t du crochet . Les 

équat ions re lat ives à q = 0, 1, 2, 3 . . . , représentent encore la condi t ion nécessaire e t 

suff isante pour que l 'équat ion fondamenta le entre les potent ie l s so i t sat isfaite . Tandi s 

que l 'équat ion re la t ive à l ' indice — 1, la première de la sui te , n'est autre que l ' équat ion 

de Po incaré b ien connue . Ce s y s t è m e e s t encore abso lument r igoureux, j ' en tends 

qu 'aucune approx imat ion n'a é t é faite e t que t o u t e difficulté de convergence du 
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d é v e l o p p e m e n t d e l ' inverse d e la d i s tance a p u être év i t ée . O n p e u t f a c i l e m e n t 

é l iminer la fonc t ion 0 e t former d'autres condi t ions nécessaires , r igoureuses , n e 

fa i sant intervenir q u e l e r a y o n vec teur R des surfaces d'égale dens i t é . 

P o u r l ' é tude des f igures vo i s ines , o n posera M = S+ - f ôR e t le t a b l e a u (3) 

régira l 'accroissement d u r a y o n ô R. 

P o u r les sphéroïdes , o n posera, dans le s y s t è m e (3) 

S = j{l+e), e = £co2n é n \ 

L'on t r o u v e ainsi u n s y s t è m e analogue à celui de Liapounof 

K ( B ) ! = — [ î , a , - i , 4 > „ - J , ; 

les indices n — 1 représentent le résul tat de la n — 1-ième a p p r o x i m a t i o n e t les 

é q u a t i o n s précédentes dé terminent l es coeff icients e£ n ) d e la w-ième. L 'équat ion d e 

Clairaut re la t ive à la var ia t ion d e l 'ap la t i s sement des différentes couches s'écrit 

s i m p l e m e n t 

je2(1)j = c o n s t a n t e . 

O n sai t depuis H i p p a r q u e q u e l 'axe polaire terrestre se dép lace par rapport a u x 

éto i les . Ce m o u v e m e n t de précess ion e s t dû à l 'a t tract ion que le soleil e t la lune exer­

cent sur le renf lement equator ia l c o m m e N e w t o n l 'avai t pressent i , c o m m e d 'Alem­

bert l'a démontré . Mais à la fin d u siècle dernier, il s embla i t y avoir désaccord en tre 

les mesures géodés iques de l 'ap lat i s sement e t les mesures précess ionnel les . Po incaré a 

soul igné ce fait e t l ' i l lustre s a v a n t al lait jusqu'à se demander s'il n e fal lait pas re­

noncer à l 'hypothèse primordiale de la f luidité d u globe terrestre dans son e n s e m b l e , 

ce qui rendrait inappl icables à la terre les résul tats t irés de la théorie des figures 

d'équil ibre, Or, le calcul effectif, par la m é t h o d e précédente , des t ermes de l'ordre d e 

la quatr i ème puissance de la v i tesse angulaire que l'on négl igeai t au siècle dernier, 

p e r m e t de se convaincre qu'i l y a au contraire accord, dans l 'hypothèse d e la f luidité , 

entre les trois ordres d e mesure s u i v a n t s 

a) les mesures de l 'ap lat i s sement par la tr iangulat ion; 

b) les mesures de pesanteur fa i tes au pendule; 

c) les mesures précess ionnel les . 

L ' h y p o t h è s e d e la f luidité e s t donc celle qui paraît la p lus vra i semblable . E n plus , 

l ' é tude m é t h o d i q u e de la seconde a p p r o x i m a t i o n p e r m e t de complé ter plus ieurs 

formules ut i les pour la géodés ie . Ce procédé s 'appl ique nature l l ement a u x pe t i t e s 

v ibrat ions des astres f luides , l ibres o u contra intes , n o t a m m e n t a u cas de d e u x f luides 

parfai ts superposés . Enf in , le m o u v e m e n t zonal q u e présen ten t le Solei l , Sa turne e t 

J u p i t e r d'un fluide à re lat ion g = / (p) p e u t être tra i té par la m é t h o d e précédente . 

M. Jardet8ky y appl ique aujourd'hui la m é t h o d e de M. Liapounof . 
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3° P a s s o n s a u trois ième po in t e t env i sageons le prob lème des figures planétaires 

à la lumière des problèmes a u x l imites . Ce qui le différencie des problèmes habi tue l s 

d e l ' h y d r o d y n a m i q u e , c'est le fait qu 'aucune frontière, a u c u n e partie d e frontière 

n'est donnée . Cependant , u n e certaine analogie ex i s t e . P o u r n e po in t décevoir les 

a n a l y s t e s d o n t n o u s parl ions p lus haut , je supposerai t o u t d'abord connues : la surface 

libre d u fluide, l a masse to ta l e e t la v i tesse angulaire, e t c'est à u n travai l d'auscul­

t a t i o n a u sens m é d i c a l des astres que je v o u s conv ie . Alors , u n théorème d e Stokes 

permet d'affirmer q u e le potent i e l n e w t o n i e n est hors de l 'astre ent ièrement déter­

miné . I l dé termine à son tour la fonct ion 0 à l 'extérieur ainsi q u e la dérivée normale 

d 0 
g = sur la surface libre, g n 'est autre que la pesanteur . L'opérateur de Laplace 

appl iqué à l ' équat ion (2) d o n n e A 0 = — 4 w n + 2 eu 2, ma i s g e s t une fonct ion de 

0 e t ce t t e é q u a t i o n s'écrit A 0 = r(0). D è s lors, la répart i t ion des dens i tés dans 

l 'astre sera c o n n u e si l 'on sa i t résoudre le problème s u i v a n t : Déterminer d e u x fonc­

t ions 0 (x, y, z) etF (0) te l les que l'on a i t , dans un d o m a i n e d o n n é : 

(4) A <? = / ( # ) 

a v e c , a u x l imi tes , la condi t ion d e Dir ichlet e t celle d e N e u m a n n 

d'I> 

(5) * = * ^ = 9. 
D a n s son remarquable ouvrage „ A s t r o n o m y a n d C o s m o g o n y " M. J e a n s affirme 

sans d é m o n s t r a t i o n complè te , q u e les é l ément s s tokiens e t l ' équat ion caractérist ique 

du fluide d é t e r m i n e n t d'une manière u n i v o q u e la répart i t ion des mat ières à l' intérieur 

de l 'astre. In terpré tée c o m m e n o u s v e n o n s de le faire, la propos i t ion d e v i e n t peut -

être plus vra i semblable encore, car l ' équat ion caractérist ique g = / (p) ferait con­

naître la fonc t ion f (0) et les d e u x condi t ions a u x l imi tes seraient e n général incom­

pat ib les , celle d e Dir ichlet suff isant à assurer l 'unicité de la so lut ion , si le fluide est 

peu compress ib le , d'après les profonds t r a v a u x de M. E . P icard . 

F o r m u l é dans ce langage le problème général s 'énoncerait ainsi : 

Déterminez à la fois la surface S, les fonct ions 0 et F d e manière à satisfaire à 

l ' équat ion (4), a v e c les condi t ions a u x l imites (5), les fonct ions h e t g é t a n t elles-

m ê m e s déterminées à partir de S par la résolut ion d'un prob lème extérieur de Dir ichlet . 

D e que lque c ô t é qu'on l 'aborde, le problème des figures planétaires apparaî t 

c o m m e d'un ordre p lus é l evé q u e c e u x auxquels les tra i tés d'analyse nous ont 

a c c o u t u m é s . 

Voici enf in que lques propos i t ions particulières. L e t h é o r è m e de S tokes p e u t être 

général i sé: l 'a t tract ion d'un astre régi par les équat ions (1), es t , à l 'extérieur, en ­

t ièrement dé terminée par la m a s s e t o t a l e e t le m o u v e m e n t d e la surface libre. L a 

ques t ion de savoir si plusieurs s tructures sont m a t h é m a t i q u e m e n t possibles d e v i e n t 
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u n prob lème d e corps po ten t i e l l ement équ iva lent s , c 'est-à-dire de corps qui e n g e n ­

d r e n t la m ê m e at trac t ion d a n s u n e certa ine région de l 'espace; suje t très ac tue l . 

MM. D i v e e t Nikl iborc o n t t o u t d 'abord d é m o n t r é q u ' u n e l l ipsoïde e t u n corps que l ­

c o n q u e n e p e u v e n t p a s créer le m ê m e potent i e l dans leur part ie c o m m u n e s a n s 

co ïnc ider c o m p l è t e m e n t . MM. D i v e , Vas i l e sco e t m o i - m ê m e a v o n s d é m o n t r é ensu i t e 

q u e c e t t e ques t ion se ra t tache a u x potent i e l s n e w t o n i e n s générateurs d e fonc t ions 

h a r m o n i q u e s mult i formes . 

S a n s avoir la pré tent ion d'être comple t , je dirai encore q u e M. Nik l iborc a m o n t r é 

q u e la l imite d e la v i tesse angulaire donnée par M. Crudeli w 2 <TT ç m o y e s t vra i e 

pour t o u t e figure d'équil ibre, quel le qu 'en soi t la forme. 

U n t h é o r è m e de la p lus h a u t e importance , celui d e M. L ich tens t e in , d é m o n t r é 

é g a l e m e n t p a r M. P lanchere l , résout un certain n o m b r e d e ques t ions préjudic ie l les . 

I l affirme que t o u t e s les surfaces d'égale dens i t é a d m e t t e n t u n m ê m e plan de symétrie 

droi te , perpendiculaire à l 'axe de ro ta t ion , e t h e u des mi l i eux de t o u t e s les cordes 

d e ces surfaces, paral lè les à l 'axe. D e c e t t e propcs i t i o n décou le d e n o m b r e u x corol­

laires : si le fluide se répart i t e n p lus ieurs m a s s e s , e l les d o i v e n t être à c ô t é les u n e s 

des autres , j ' e n t e n d s é ta lées dans le p l a n equator ia l ; la pesanteur n e p e u t être nu l l e 

e t les surfaces de n iveau irrégulières que dans ce p lan ; ce qui faci l i te cons idérable­

m e n t l 'é tude d u problème principal . E n p lus , si l 'astre es t immobi l e , il do i t a d m e t t r e 

u n équateur re la t ivement à t o u t e d irect ion, il e s t donc c o m p o s é de sphères concen­

tr iques . L'ex i s tence d'un p lan de symétr i e es t encore assurée dans le cas p lus général 

où le potent ie l des accélérat ions n e d é p e n d que de la d i s tance à l ' axe : A (l). 

U n e é t u d e des figures p lanéta ires , dès l 'abord plus approfondie , aurait év i t é a u x 

géodés i ens bien des m é c o m p t e s . L a géologie , aussi , se pose d e nos jours des problè­

m e s où la terre dans son ensemble paraî t devoir intervenir , d é p l a c e m e n t s o u osci l la­

t ions des cont inents , migrat ions polaires, courants intrate l luriques , qui e x i g e n t 

une é t u d e plus générale d u m o u v e m e n t des astres f luides. L'édif icat ion d'une g é o ­

d y n a m i q u e v r a i m e n t cohérente à laquel le s 'a t taque M. D i v e où l 'on démontrera i t q u e 

l 'hypothèse primordiale de la f luidité d u g lobe n 'exc lut pas les propriétés é las t iques 

requises par la s ismologie , rendrait a u x sc iences naturel les u n service inappréciable . 

L'essent ie l serait de trouver un s y s t è m e d'équat ion rendant c o m p t e de t o u s les effets 

observables à ce t t e échelle . Ce ne seraient pas forcément les équat ions de N a v i e r . 

Mais n'était- i l pas trop tard pour traiter d'un sujet aussi anc ien que celui d e s 

figures planétaires dans c e t t e mai son où la p h y s i q u e m a t h é m a t i q u e s'est or ientée 

sous les p lumes d 'Einste in e t de W e y l vers ce t t e perspect ive grandiose qu 'es t 

la gravi f ique re lat iv is te ? 

N o n , il n'était pas trop tard , car si e n t h o u s i a s m é que l 'on so i t par l 'aspect phi lo ­

soph ique des discipl ines nouve l l e s , le m o n d e sc ient i f ique en général a encore b e a u ­

c o u p à a t tendre d e la m é c a n i q u e cé leste c lass ique. 

2 4 8 



S o m e p r o b l e m s i n t o p o l o g y 
By J. W. Alexander, Princeton, N. J. 

B r o a d l y speaking , w e m a y say t h a t analysis situs, or topology, deals w i t h the 
propert ies of geometr ica l f igures t h a t r e m a i n invar iant w h e n t h e figures are sub­
jec ted t o arbitrary cont inuous transformations . There are, however , several d is t inct 
k inds of ana lys i s s i tus , because there are several d i s t inct w a y s of interpret ing the 
phys ica l n o t i o n of c o n t i n u i t y in m a t h e m a t i c a l language . F o r example , there is what 
w e call point theoretical analys i s s i tus w h i c h is different in spirit as well as in content 
from t h e sort of analys i s s i tus original ly proposed b y Leibni tz . This branch of the 
sc ience is essent ia l ly an o u t g r o w t h of funct ion theory , whereas w h a t Leibni tz h a d in 
m i n d w a s a n e w a n d independent t y p e of m a t h e m a t i c s , especial ly des igned t o 
a v o i d t h e compl ica t ions of funct ion t h e o r y and t o deal direct ly w i t h t h e purely 
qua l i ta t ive a spec t s of geometr ica l problems . N o d o u b t combinatorial analys i s s i tus 
is m o r e near ly a d e v e l o p m e n t of Leibni tz ' s original idea. 

T h e v o g u e for po in t theoret ica l analys i s situs s e e m s t o b e due , in large part , t o 
t h e predominat ing inf luence of ana lys i s o n m a t h e m a t i c s in general . N o w a d a y s , we 
t e n d , a lmos t a u t o m a t i c a l l y , t o ident i fy physical space w i t h t h e space of three real 
variables a n d t o interpret phys ica l c o n t i n u i t y in t h e classical funct ion theoret ical 
manner . B u t t h e space of three real var iables is n o t t h e on ly possible m a t h e m a t i c a l 
mode l of phys ica l space , nor is i t a perfect ly sat i s factory mode l for deal ing wi th 
certain t y p e s of problems . W h e n e v e r w e at tack a topological problem b y analyt ic 
m e t h o d s it a l m o s t invar iab ly h a p p e n s t h a t t o the intrinsic difficulties of t h e problem, 
which w e can hard ly hope t o avo id , there are added certain ex traneous difficulties 
in n o w a y c o n n e c t e d w i t h the problem itself, b u t apparent ly assoc iated w i t h the 
particular t y p e of mach inery used in deal ing with i t . Consider, for e x a m p l e , our old 
friend, t h e prob lem of t h e k n o t t e d string. I n phys ica l t erms , w h a t w e h a v e i s th i s . 
W e t a k e an ordinary piece of string, tang le it u p in a n arbitrary manner , and seal 
i t s t w o ends toge ther . W e t h e n ask ourselves whether w e h a v e real ly t i ed a k n o t in 
t h e s tr ing or w h e t h e r the t w i s t s can all be disentangled w i t h o u t breaking t h e seal 
t h a t ho lds t h e e n d s together . N o w , t o so lve this problem it is ev ident ly immater ia l 
t o k n o w t h e e x a c t shape of the string. W e merely n e e d t o k n o w someth ing a bo ut the 
w a y in which the various branches lace over and under one another , all of which 
can be described w i t h sufficient accuracy b y a rough picture (fig. l a ) , w i t h some 
dev ice (such as t h e s y s t e m of dot s s h o w n in the figure), t o dis t inguish t h e , ,upper" 
from t h e „ lower" branch a t each apparent crossing po int . Moreover , all t h e real ly 
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a 6 c d e 

1 - 1 0 1 - 1 
0 1 - 1 1 - 1 

- 1 0 1 1 - 1 

where each r o w is assoc ia ted w i t h a n apparent crossing p o i n t , and where t h e s igns 
of t h e t erms in the row de termine t h e „ u p p e r " a n d „ u n d e r " branches a t t h e p o i n t 
in ques t ion . I n other words , t h e problem of t h e k n o t t e d str ing is e ssent ia l ly a c o m ­
binator ia l one , reducible t o a problem in t h e manipu la t ion of matr ices . W e m i g h t , 
h o w e v e r , be t e m p t e d t o a t t a c k t h e prob lem analy t i ca l ly ; for e x a m p l e , w e m i g h t 
represent t h e s tr ing b y a s imple c losed curve a n d ask ourse lves w h e t h e r or n o t t h e 
c u r v e could b e deformed in to a circle w i t h o u t acquiring a mul t ip l e p o i n t a t a n y s t a g e 
of t h e process . U n f o r t u n a t e l y , th i s w o u l d , a t once , in troduce all t h e compl ica t ions 
assoc ia ted w i t h the m a t h e m a t i c a l n o t i o n of a s imple , c losed curve , s o m e of w h i c h 
are so c learly brought i n t o ev idence b y t h e wel l k n o w n curve of Anto ine . Worse t h a n 
th i s , unless special precaut ions were t a k e n , t h e analyt ic procedure w o u l d lead t o a n 
incorrect m a t h e m a t i c a l formulat ion of t h e problem. F o r i t i s e a s y t o see t h a t e v e r y 
suff ic iently s m o o t h s imple , c losed curve can b e deformed cont inuous ly in to a circle 
w i t h o u t ever acquiring a mul t ip le po int , e v e n t h o u g h the curve m a y b e one w h i c h 

a b c d 
Fig. 1 

o u g h t t o be regarded as k n o t t e d . I n figure 1, for e x a m p l e , w e h a v e a series of self-
e x p l a n a t o r y d iagrams showing a trefoil k n o t in t h e process of be ing deformed i n t o 
a circle. I t will be no t i ced t h a t the curve acquires no mul t ip l e p o i n t e v e n a t t h e 
m o m e n t w h e n i t becomes a circle. T h e moral of all th is is t h a t i t is o f t en be t t er t o 
a v o i d t h e artificial subt le t ies of analys i s b y us ing a more s imple m i n d e d t y p e of 
mach inery . 

I n v i e w of t h e a b o v e remarks , I a m go ing t o speak a b o u t three different k i n d s 
of ana lys i s s i tus a n d t o bring o u t , as far as I can , their re la t ion t o o n e another . 
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essent ia l features of t h e k n o t p ic ture m a y in t u r n b e descr ibed b y a tab le , or m a t r i x : 
in t h i s case , t h e m a t r i x 
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A t one e x t r e m e , there wil l be point theoretical analys i s s i tus , in which a space is 
regarded as a s e t of po ints , in w h i c h t h e structure of the space i s expressed in terms 
of t h e n o t i o n of h m i t po in t , a n d in w h i c h a cont inuous transformat ion is mere ly a 
transformat ion preserving h m i t po ints . I n th i s theory , t w o spaces are homeomorphic 
if there e x i s t s a one-one b i -cont inuous p o i n t transformat ion b e t w e e n t h e m preserv­
ing h m i t po int s . A t the o ther e x t r e m e will be combinatorial ana lys i s s i tus , in which 
a space i s n o t regarded as a se t of po in t s a t all, b u t as someth ing which m a y b e c u t 
u p i n t o a mosa ic , or complex, of b locks cal led cells. These cells are n o t sets of po ints 
b u t pr imi t ive undef ined ent i t i e s . I n the appl icat ions t o phys ica l g e o m e t r y t h e y will 
ordinari ly represent „ c h u n k s " of space . T w o c o m p l e x e s are congruent if there 
ex i s t s a one-one correspondence b e t w e e n the cells of the first a n d the ceUs of the 
second s u c h t h a t t h e correspondence preserves inc idence relat ions b e t w e e n pairs of 
cells. T h e n o t i o n of a cont inuous transformat ion b e t w e e n t w o c o m p l e x e s i s arrived 
at in s o m e such w a y as t h e fo l lowing. Certain operat ions are def ined wh ich al low us , 
according t o specif ied rules, of course, t o replace a cell of a c o m p l e x b y a cluster of 
inter-related cells or a c luster of inter-re lated cells b y a single ce l l 1 ) . 

T h e s e operat ions represent the abstract formulat ion of t h e phys ica l operat ion 
of c u t t i n g u p a port ion of space in to smaller pieces or of a m a l g a m a t i n g a number 
of smal ler p ieces t o form a larger one. T w o c o m p l e x e s A a n d B are equivalent if we 
c a n transform t h e c o m p l e x A i n to a c o m p l e x A ' congruent t o B b y a sequence of 
operat ions of t h e t y p e a l l owed .The n o t i o n of equiva lence p lays a s imilar role here t o 
the n o t i o n of h o m e o m o r p h i s m in po int theoret ica l analys is s i tus . F ina l ly , there is a 
third t y p e of ana lys i s s i tus , w h i c h I shall call flat analys is s i tus , a n d which will serve 
as a sort of connec t ing l ink b e t w e e n the o ther t w o t y p e s . Here again , we shall be deal­
ing w i t h c o m p l e x e s of cells , b u t the cells , ins tead of being undef ined abstract ions , 
wil l be ordinary s implexes in t h e sense of analyt ic geometry . A n al lowable trans­
format ion of a c o m p l e x wil l b e one in w h i c h each s implex is cut u p in an arbitrary 
m a n n e r in to smal ler ones , a n d t w o c o m p l e x e s A a n d B will be flat homeomorphic 
if t h e y can be c u t u p into t w o c o m p l e x e s A' and B' such t h a t these las t t w o are 
congruent . T h e signif icance of f lat h o m e o m o r p h i s m in terms of general cont inuous 
transformat ions is obv ious . If the c o m p l e x e s A a n d B are f lat homeomorphic , t h e 
correspondence b e t w e e n t h e cells of A' a n d B' de termines a one-one transformat ion 
b e t w e e n t h e p o i n t s of A a n d of B which is not on ly cont inuous but linear in patches 
(more specif ical ly , l inear o v e r each cell of A' and B'). I t is e a s y t o verify t h a t , con­
verse ly , if a one-one transformat ion , l inear in patches , ex i s t s b e t w e e n t h e p o i n t s of 
A and of B t h e n A and B are flat homeomorphic . 

1 ) I n some formulat ions of t h e theory , opera t ions of a more general type a re al lowed. Cf. N e w m a n : 
,,On the Founda t i ons of Combina to ry Analysis S i tu s" , Proe . of the Roya l Acad, of Ams te rdam, vol . 29, 
p p . 610—641. 
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J u s t a word , n o w , as t o t h e re lat ion b e t w e e n the three t y p e s of ana lys i s s i tus 
descr ibed a b o v e . I say , f irst of all, t h a t f lat ana lys i s s i tus , in w h i c h w e are dea l ing 
w i t h co l lec t ions of ordinary f lat s implexes , c a n b e re - formulated in pure ly c o m b i n a ­
torial t e r ms , s o as t o b e c o m e c o m p l e t e l y i n d e p e n d e n t of a n a l y t i c g e o m e t r y . Suppose , 
for e x a m p l e , w e are deal ing w i t h a c o m p l e x of w-s implexes . T h e n , if w e d e n o t e t h e 
ver t i ces of t h e c o m p l e x b y t h e le t ters 

a,., (i = 1, 2 , 3 , . . . ) , 

w e c a n c o n v e n i e n t l y d e n o t e the c o m p l e x itself b y a h o m o g e n e o u s form of degree 
n + 1 w i t h u n i t coeff ic ients , 

(1) Z a t a h . . . a i u , 

s u c h t h a t each t e r m of t h e form represents a s i m p l e x of t h e c o m p l e x w i t h vert ices 
corresponding t o t h e le t ters at appear ing in t h e t erm. Converse ly , e v e r y such form 
in w h i c h there are ne i ther repea ted t e r m s nor repeated v e r t e x s y m b o l s w i t h i n t h e 
s a m e t e r m represents a c lass of congruent c o m p l e x e s , one m e m b e r of w h i c h m a y 
a l w a y s b e e f fect ive ly cons tructed in a space of suff ic iently m a n y d imens ions . N o w , 
i t w o u l d , n o doubt , be v e r y difficult t o g ive a direct combinator ia l formulat ion of 
t h e general operat ion of subdiv id ing a s implex in to smaller s i m p l e x e s . There is o n e 
v e r y specia l t y p e of subdiv i s ion , h o w e v e r , w h i c h offers n o s u c h dif f iculty; n a m e l y , 
t h e o n e where w e introduce a n e w v e r t e x b o n a n edge ai cij a n d subd iv ide all s im­
p lexes of the c o m p l e x w i t h t h e edge at a,- in to pairs of s i m p l e x e s w i t h t h e edges at b 
a n d bcij respect ive ly . I n th i s s imple case t h e combinator ia l ana logue of t h e s u b ­
d iv i s ion is mere ly t o p ick out all t e rms of t h e form (1) conta in ing b o t h a f a n d a • a n d 
t o replace e v e r y such t e r m b y a pair of t e rms , in t h e first of w h i c h t h e le t ter b re­
p laces t h e le t ter at a n d in t h e second t h e le t ter ay L e t u s call th i s s y m b o l i c opera­
t i o n a n d i t s inverse (when t h e inverse is possible) elementary transformations, a n d 
regard these e l e m e n t a r y transformat ions as the a l lowable m o v e s of combinator ia l 
ana lys i s s i tus . I t i s t h e n poss ible t o prove t h e fo l lowing t h e o r e m w h i c h brings o u t 
a t once the c o m p l e t e paral le l i sm b e t w e e n t h e f lat a n d combinator ia l theor ie s : 

A necessary and sufficient condition that two complexes of simplexes be flat homeo-
morphic is that their symbols be equivalent in the sense of combinatorial analysis situs. 

W e n o w c o m e t o the m u c h more difficult problem of the re lat ion b e t w e e n po in t 
theoret ica l analys i s s i tus a n d flat. One m a i n branch of p o i n t theoret ica l ana lys i s 
s i tus dea ls w i t h the t h e o r y of abstract spaces . I shal l h a v e v e r y l i t t le t o s a y a b o u t 
abs trac t spaces , in general , b e y o n d remarking t h a t one of t h e c learest w a y s of 
dea l ing w i t h a large class of these spaces is t o regard t h e m as l i m i t i n g cases of c o m ­
p l e x e s in the sense of f lat ana lys i s s i tus , as is done , for e x a m p l e , b y Alexandroff . B y 
far t h e m o s t i m p o r t a n t spaces are t h e ones of t h e so cal led manifold t y p e , and o n 
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these I shal l concentrate m y at tent ion . A n «-d imens ional mani fo ld arising in t h e 
course of a n ordinary inves t iga t ion will probably be g i v e n in some such form as th i s . 
W e shal l first obta in a port ion of the mani fo ld , say an w-cell c x ; t h e n , b y some process 
ana logous t o ana ly t i c ex tens ion , a second n-cell c 2 over lapping a part of c x ; t h e n a 
third n-cell c 3 over lapping a part of c x + c 2 , and so o n . W i t h each cell ct l e t u s asso­
c iate a coordinate s y s t e m , 

T h e n , if t w o cel ls c( a n d Cj h a v e a p o i n t P in c o m m o n , t h e coordinates of t h e p o i n t s 
of c( ne ighboring t o P wil l b e express ible in terms of t h e coordinates of t h e s a m e 
po in t s regarded as p o i n t s of Cj b y re lat ions of the form 

(2) xt = F{J (xn, .. , xJn), (i = 1, 2 , . . . , n), 

where t h e funct ions F{J are cont inuous . T w o quest ions n o w arise which i t w o u l d be 
very desirable t o answer : (a) Can e v e r y manifo ld M b e cut u p into a c o m p l e x of 
cells , t h u s m a k i n g i t poss ible for u s t o regard it as t h e image of a c o m p l e x 8 con­
s ist ing of flat Simplexes? (ß) If t w o manifo lds Mx a n d M2 are t h e i m a g e s of the 
simplic ial c o m p l e x e s S± a n d S2 respect ive ly , can t h e c o m p l e x e s 8t a n d S2 (and, 
therefore, the mani fo lds M1 a n d M2) be homeomorph ic w i t h o u t being flat h o m e o ­
morphic? A n aff irmative answer t o these t w o ques t ions w o u l d enable us t o refor­
m u l a t e t h e general t h e o r y of manifo lds in terms of t h e flat t h e o r y and, therefore, 
u l t imate ly , in t erms of the combinator ia l theory . If, b y good fortune, the funct ions 
Ffj in re lat ions (2) are all ana lyt ic , or e v e n if t h e y are suff ic iently s m o o t h , i t is 
mere ly a m a t t e r of hones t to i l t o show t h a t the mani fo ld M can b e cut u p in to cells , 
t h u s answering t h e first ques t ion; b u t if t h e funct ions FtJ are mere ly cont inous the 
problem is of qui te another order of diff iculty. I be l ieve t h a t quest ions (a) and (ß) 
b o t h reduce , w i t h o u t too m u c h diff iculty, t o the so lut ion of t h e fol lowing h y p o ­
thet ica l l e m m a : 

Consider an n-simplex 8 and a one-one continuous transformation r carrying the 
simplex S into a region R of Euclidean n-space. Then we can approximate the trans­
formation r as closely as we please by a one-one analytic transformation x1 (or by a 
one-one continuous transformation r2, linear in patches)2). 

T h e essent ia l diff iculty in prov ing t h e l e m m a is t o obta in a transformat ion T X 

(or T 2 ) w h i c h is one-one . Le t 

x/ = Ft (xlt xn), (i = 1, 2, . . . , n), 

be t h e equat ions of t h e transformat ion r. Then , b y t h e classical m e t h o d s of Weier -

2 ) The existence oí the transformation r l can be shown to imply the existence of the transformation 
r 2 , and vice-versa. 
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s trass , w e m a y a p p r o x i m a t e t h e func t ions Ft as c lose ly a s w e p lease b y ana ly t i c 
func t ions 0{ a n d t h u s o b t a i n a n a p p r o x i m a t i n g a n a l y t i c t rans format ion 

x(' = G( (xv xit . . . , xn). 

U n f o r t u n a t e l y , there is n o t h i n g t o guarantee t h a t t h e a p p r o x i m a t i n g transfor­
m a t i o n shall b e one-one . W h e n w e confine our a t t e n t i o n t o mani fo lds of one a n d 
t w o d imens ions t h e l e m m a c a n b e s o l v e d w i t h o u t e x c e s s i v e dif f iculty; c o n s e q u e n t l y , 
i t i s poss ible t o reduce t h e general t h e o r y of t h e s e mani fo lds t o combinator ia l t e r m s . 

A s soon as w e g o b e y o n d t w o d imens ions , e v e n t h e combinator ia l t h e o r y of 
mani fo lds is in a v e r y i n c o m p l e t e s t a t e . I should , therefore, l ike t o s a y a f e w words 
a b o u t some of t h e u n s o l v e d prob lems for t h e case of mani fo lds of d i m e n s i o n a h t y 3 -
t h e s imples t o u t s t a n d i n g case . I n t h e fo l lowing d iscuss ion , i t i s a l w a y s t o b e under­
s t o o d t h a t w e are deal ing w i t h f igures t h a t are s o s m o o t h as n o t t o i n v o l v e u s in 
p o i n t theoret ical diff iculties of a patho log ica l nature . 

Suppose w e h a v e a c losed surface S of g e n u s p s i t u a t e d i n ordinary 3-space 
a n d in t h e canonica l s h a p e of a sphere w i t h p exter ior , tubu lar handles . T h e interior 
of t h e surface 8 i s t h e n a reg ion of a v e r y special t y p e , character ized b y t h e proper ty 
t h a t i t c a n b e or iented a n d t h a t i t c a n b e m a d e s i m p l y c o n n e c t e d b y cu t t ing i t 
a long p su i tab ly chosen 2-cells (2-cells c u t t i n g across t h e respect ive handles , for 
e x a m p l e ) . W e shal l call such a region a canonical region of g e n u s p. T h e s ignif icance 
of canonical regions in t h e t h e o r y of mani fo lds h a s been brought o u t b y H e e g a a r d 
w h o h a s s h o w n t h a t in e v e r y orientable mani fo ld (of t h e c o m p a c t , n o n - b o u n d e d 
t y p e ) there is a l w a y s a t l east o n e surface S of su i table g e n u s p separat ing t h e m a n i ­
fold in to t w o such regions . L e t us call t h e surface 8 a canonical surface of t h e m a n i ­
fold. T h e n , the m i n i m u m v a l u e of t h e genera p of all canonica l surfaces in t h e m a n i ­
fold is a theoret ical invar iant of t h e mani fo ld w h i c h w e are unfor tunate ly unable t o 
ca lculate e f fect ive ly in our present s t a t e of knowledge . W e shal l cal l th i s invar iant 
t h e genus of t h e manifo ld . If t h e genus of t h e mani fo ld is zero, for e x a m p l e , i t m e a n s 
t h a t there ex i s t s a surface of genus 0 separat ing t h e mani fo ld i n t o a pair of 3-cells . 
I n o ther words , t h e mani fo ld is a 3-sphere. If t h e g e n u s of t h e mani fo ld is 1 i t m e a n s 
t h a t t h e manifo ld can be cons truc ted b y tak ing t h e interiors a n d boundaries of t w o 
anchor rings in 3-space a n d piec ing the t w o d o m a i n s t o g e t h e r b y se t t ing their 
boundaries in one-one b i - cont inuous correspondence w-ith one another . T h e m a n i ­
folds of genus 1 are re la t ive ly s imple in s tructure a n d the ir Po incaré groups are 
a l w a y s of t h e cyc l ic t y p e , y e t n o c o m p l e t e c lass i f icat ion of t h e m h a s ever b e e n 
carried through . I t h a s b e e n s h o w n t h a t there are t w o d i s t inc t mani fo lds w i t h t h e 
s a m e cycl ic groups of order 5 and , therefore, w i t h the s a m e B e t t i n u m b e r s a n d 
coeff icients of tors ion. There appear t o be t w o d i s t inct mani fo lds w i t h cyc l ic groups 
of order 7, but t h e proof t h a t t h e y real ly are d i s t inc t h a s sti l l t o be g i v e n . W h e n we 
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c o m e t o mani fo lds of genus 2 , e x a m p l e s of so-called Poincaré spaces arise. T h e s e are 
mani fo lds w i t h t h e s a m e B e t t i a n d tors ion numbers as a 3 - sphere ,ye t w h i c h are not 
s i m p l y connec ted . 

One or t w o general remarks about t h e classif ication of manifo lds according t o 
Heegaard ' s program m a y , perhaps , b e wor th m a k i n g . T h e problem d iv ides itself 
na tura l ly i n t o t w o p a r t s : (i) t o determine in h o w m a n y essent ia l ly different w a y s 
t w o canonica l regions of genus p can b e m a t c h e d toge ther t o form a manifo ld; 
(tt) t o de termine in h o w m a n y essent ia l ly different w a y s a canonical region c a n be 
traced in a mani fo ld . T h e first part of t h e problem does n o t seem hopeless ly difficult; 
i t i s c lose ly re la ted t o t h e problem of t h e number of essent ia l ly different one-one 
m a p p i n g s of one surface of g e n u s p on another . A s t o t h e second part of t h e problem, 
I h a v e a s trong suspic ion t h a t if 8 a n d S1 are t w o canonica l surfaces of t h e s a m e genus 
in a mani fo ld M t h e n there is a l w a y s a cont inuous de format ion of the mani fo ld M 
in to itself carrying t h e surface 8 in to the surface S1. I t w o u l d be interest ing t o h a v e a 
proof of th i s h y p o t h e t i c a l t h e o r e m e v e n for the case where t h e manifo ld M is a 
hypersphere . The t h e o r e m for a general manifo ld M s e e m s t o b e reducible t o this 
spec ia l case . 

Po incaré once proposed t h e problem of determining whether t h e 3-sphere is the 
o n l y 3-d imens ional mani fo ld such t h a t i t s Poincaré g r o u p reduces t o the i d e n t i t y -
t h a t i s t o s a y , such t h a t e v e r y c losed curve traced in t h e mani fo ld can b e deformed 
c o n t i n u o u s l y in to a po int . This problem is a special case of t h e fol lowing more 
general one : is it a l w a y s poss ible t o m a p t h e universal cover ing space of a 3-dimen­
s ional manifo ld o n a 3-sphere or o n a por t ion of a 3-sphere ? For t h e case of a 2-dimen-
s ional mani fo ld , w e k n o w t h a t t h e universal covering surface is a lways e i ther a cell 
or a sphere . This s imple t h e o r e m does n o t general ize , however , as the fol lowing 
e x a m p l e wil l show. W e t a k e t h e closed d o m a i n cons i s t ing of a region R of 3-space 
b o u n d e d b y t w o concentr ic spheres t o g e t h e r w i t h t h e spheres themse lve s , a n d form 
a mani fo ld o u t of th i s d o m a i n b y m a t c h i n g each po in t P of the outer sphere w i t h the 
p o i n t P 1 on the inner sphere in which t h e ray from t h e c o m m o n centre of t h e spheres 
t o P c u t s t h e inner sphere. I t is t h e n e a s y t o see t h a t t h e group of the mani fo ld thus 
o b t a i n e d is the infinite cycl ic group a n d t h a t the universa l cover ing space is h o m e o -
morphic w i t h a f inite port ion of 3-space bounded b y t w o spheres , such as the 
region R itself. T h e cover ing space m a y , however , be m a p p e d on a port ion of a 
3-sphere, so t h a t th i s e x a m p l e does not inval idate the theorem sugges ted a b o v e . 

I t w o u l d be interest ing t o h a v e a comple te census of all 3-dimensional manifo lds 
w i t h f inite Po incaré groups . The cover ing space of a manifo ld of f inite group is 
a l w a y s a Poincaré space such t h a t i ts group reduces t o the ident i ty . V e r y poss ib ly 
th i s cover ing space is a l w a y s a hypersphere . Le t us assume t h a t th i s is t h e case. 
T h e n t h e problem reduces t o t h e determinat ion of all t h e finite groups of transfor-
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m a t i o n s of a 3-sphere i n t o itself s u c h t h a t n o o n e of t h e t rans format ions l e a v e s 
invar iant a p o i n t of t h e 3-spheres. If our a s s u m p t i o n a b o u t t h e cover ing space is 
false w e can , a t all e v e n t s , o b t a i n i n t h i s w a y a n i m p o r t a n t c lass of mani fo lds w i t h 
f ini te Po incaré groups . 

T h e t h e o r y of 3-dimensional mani fo lds s e e m s t o b e c lose ly d e p e n d e n t o n t h e 
t h e o r y of k n o t s a n d l inkages in ordinary spherical 3-space. I t c a n b e s h o w n , for 
e x a m p l e , t h a t e v e r y orientable 3-dimensional mani fo ld c a n b e represented b y a 
su i table w-sheeted R i e m a n n space (in t h e sense of a generahzed R i e m a n n surface) 
w i t h a f inite n u m b e r of s imple , non- intersect ing branch curves a b o u t w h i c h t h e 
var ious sheets of t h e space are permuted . W h a t m a k e s th i s m o d e of representat ion 
so compl i ca ted is t h e fact t h a t t h e branch curves c a n b e arbitrari ly k n o t t e d a n d 
inter-hnking . A n u m b e r of useful k n o t invar iants h a v e b e e n d i scovered in recent 
years w h i c h m a k e i t poss ible t o d i s t inguish b e t w e e n all t h e s impler k n o t s a n d , in 
particular, t o de termine w h e t h e r a n a l ternat ing k n o t c a n b e reduced t o an u n ­

rig- 2 

k n o t t e d c u r v e 3 ) . E v e r y k n o t can be reduced t o a s imple semi-canonica l form (fig. 2) , 
w h i c h is unfortunate ly n o t unique . I t cons is t s of t w o arcs : an arc ABC in the form 
of a p lane spiral a n d an arc C D A in t h e form of a 3-dimensional curve w e a v i n g 
over a n d under t h e turns of t h e spiral in such a w a y t h a t as a variable po in t x m o v e s 

3 ) For a connected account of modern knot theory the reader is referred to Reidemeister's genial 
monograph: Knotentheorie, Springer (1932). 
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along t h e arc from C to A t h e radius v e c t o r Z X from t h e centre of the spiral toX 
turns cont inua l ly in t h e same direct ion around Z. If t h e arc C D A goes straight 
across from G t o A w i t h o u t doubl ing back on itself (as i t doubles back, for ins tance , 
a,tX,X',X" a n d D in t h e figure) we can easi ly see t h a t the curve is u n k n o t t e d , no 
m a t t e r h o w C D A w e a v e s through the turns of t h e spiral. Perhaps i t can b e shown 
t h a t if t h e arc ODA does doub le back on itself, t h e n , e i ther the curve h a s a k n o t in 
it or else there is a n obv ious transformat ion which reduces the representat ion t o one 
in wh ich t h e arc C D A n o longer doubles back. 

I n conc lus ion , m y m a i n regret is t h a t i t has been so m u c h easier t o m a k e u p 
m a t h e m a t i c a l k n o t s t h a n t o unt ie t h e m . 
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Sur l'existence de la dérivée des fonctions d'une 

variable réelle et des fonctions d'intervalle 

Par Frédéric Riesz, Szeged, Hongrie 

O n do i t à M. Lebesgue le t h é o r è m e d'après lequel t o u t e fonc t ion c o n t i n u e e t 

m o n o t o n e ou ce qui rev ient a u m ê m e , toute fonction continue et à variation bornée 

admet presque partout une dérivée finie et déterminée. Ce théorème , un des p lus frap­

p a n t s e t des p lus i m p o r t a n t s de l 'Analyse réelle, d a t e de l 'année 1904, ma i s les 

origines d u problème r e m o n t e n t à u n e é p o q u e b e a u c o u p p lus é lo ignée . On c o n v i e n t 

généra l ement de les dater de l 'année 1806, d 'un m é m o i r e , ,sur la théor ie d e s fonct ions 

d é r i v é e s " d'Ampère, où ce grand s a v a n t e s saya i t d 'é tabhr la dér ivab ih té d'une 

fonc t ion , .quelconque", à l ' except ion d e certa ines va leurs , ,particul ières e t i so lées" 

d e la variable . D'ai l leurs, e n t e n a n t c o m p t e de l ' évo lut ion d e l ' idée d e fonc t ion , o n 

a le s e n t i m e n t - b ien que l e t e x t e original n e dise r ien de posit i f sur ce p o i n t — q u e 

les efforts du grand s a v a n t n e p o u v a i e n t guère être dirigés a u delà des fonc t ions c o m ­

posées de trai ts m o n o t o n e s , c'est-à-dire au delà de la t â c h e accompl ie par M. Lebesgue. 

V o u s savez t o u s que , p e n d a n t le siècle qui s'est écoulé entre les d e u x dates , que lque 

f é c o n d que ce siècle a i t é t é pour le d é v e l o p p e m e n t de l 'Analyse , la réso lut ion d u 

p r o b l è m e n'a p a s avancé , il s emble m ê m e , au premier abord, que sa so lu t ion défini­

t i v e s 'éloignait . D ' a b o r d il a fal lu p lus d 'un demi-s ièc le jusqu'à ce que la cri t ique de 

Weierstrass m i t fin a u x t e n t a t i v e s répétées dirigées sur les fonct ions cont inues d u t y p e 

le p lus général e t cela e n constru i sant u n e fonct ion cont inue sans dér ivée . P u i s ces 

e x e m p l e s se sont mult ip l iés , on en a i n v e n t é de p lus e n p lus s imples , fa i sant appel 

pour la p lupart à l ' intui t ion géométr ique , on s'est engagé à m e t t r e e n é v i d e n c e leurs 

rapports m u t u e l s e t a v e c d'autres problèmes , œ u v r e à laquel le o n t pris part presque 

t o u s les grands maî tres de l 'Analyse de la seconde mo i t i é du siècle e t qui s'est con­

t inuée jusqu'à nos jours. Mais e n i n v e n t a n t des s ingulari tés nouve l l e s , o n perdai t de 

v u e les cas m o i n s s inguliers. Quant a u x problèmes d'ordre général , il paraî t que l'on 

n e c o m p t a i t sur rien de bon . I l suffit de feuil leter l 'édi t ion a l l emande des Fondamenti 

de Dini, de l 'année 1892, pour voir à quoi on s 'a t tendai t vers la fin du siècle . P e u t -

être é ta i t -on in t imidé par u n pres sent iment v a g u e d u secret que v i e n n e n t de révéler 

MM. Mazurkiewicz e t Banach : c'est que , dans le m o n d e des fonct ions cont inues , 

cel les qui a d m e t t e n t une dér ivée finie, m ê m e en u n seul po in t isolé, sont dispersées 

d'une manière inf in iment rare. 

Quoi qu'i l e n soit , il serait in jus te d e n e pas a v o u e r que le s iècle passé , b i e n qu'à 

son insu , a contr ibué l argement à la so lut ion de notre prob lème . L' intégrale de 
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Riemann, a v e c ses général i sat ions , la théor ie de Cantor, les idées d e ce dernier, de 

Jordan, de M. Peano e t d'autres sur la mesure des e n s e m b l e s e t e n part icul ier cel les d e 

M. Borei préparaient l e n t e m e n t , m a i s i m p é r a t i v e m e n t le che f -d 'œuvre d e M. Lebesgue, 

sa théor ie de l ' intégrat ion e t a v e c celle-ci le théorème d o n t nous v e n o n s d e parler, 

savoir q u e t o u t e fonct ion c o n t i n u e e t m o n o t o n e a d m e t u n e dér ivée finie e t déter­

minée presque par tout , c 'est-à-dire, abs trac t ion fai te , s'il e s t nécessaire , d e certa ins 

po ints except ionne l s , formant u n ensemble d e mesure nul le . 

E n t r a î n é par la révo lu t ion q u e décha îna i t dans t o u t e l 'Analyse réelle la théor ie de 

M. Lebesgue, le problème d e l ' ex i s tence d e s dér ivées n e s 'arrêta p lus jusqu 'à n o s jours. 

On a é t e n d u le t h é o r è m e de M. Lebesgue à d e s c lasses p lus générales d e fonct ions , 

d'abord e n s u p p r i m a n t l 'hypothèse de la cont inu i té , pu i s e n général i sant l ' idée de 

fonc t ion à var ia t ion bornée , e t l 'on a réussi aussi à ranger ces résu l ta t s sous d e s lois 

qui sont , sans être év identes , v a l a b l e s pour t o u t e fonct ion cont inue o u d iscont inue , lois 

auxque l l e s obé i s sent presque p a r t o u t les quatre n o m b r e s dérivés de Dini. L' inté­

grat ion des fonct ions d e plus ieurs var iables , l ' ex tens ion d e l ' intégrale de Stieltjes, la 

théorie des fonct ions add i t i ve s d 'ensemble , due pr inc ipa lement à MM. Lebesgue, 

Radon e t de la Vallée-Poussin e t poussée par M.Fréchet j u s q u ' a u x ensembles abs­

trai ts , l ' ex tens ion d e l' idée d e l ' intégrale par MM. Denjoy, Kintchine e t Perron, 

l ' intégrale de M. Danieli, l ' in tégrat ion des fonct ions d 'ensembles non-add i t ives , t o u t 

ce la a d o n n é l ieu à diverses déf ini t ions de la dérivée e t a u x prob lèmes d 'ex is tence 

qui y correspondent . C'est là u n v a s t e d o m a i n e d e recherches d o n t j ' a v o u e n e pas 

avoir v i s i té encore t o u s les coins . E n particul ier, q u a n t a u x problèmes relatifs à la 

dér ivat ion , je n'ai e n t r e t e n u a v e c ceux-c i , jusqu 'à l 'année passée , q u e des rapports 

d e b o n vo i s inage . Aujourd'hui m ê m e , je n e m e sens pas c o m p é t e n t d e v o u s parler 

de c h a c u n d 'eux . J e n e parlerai q u e de que lques -uns , chois is parmi les p lus impor­

t a n t s e t a p p a r t e n a n t a u x f o n d e m e n t s d e la théorie . Ce sont des théorèmes c o n n u s 

auxque l s je n'ai rien à ajouter e t si je p r e n d s la l iberté de v o u s en entretenir , c'est 

que j 'ai réussi à les faire entrer dans u n ordre d'idées t e l l ement é lémentaires qu'ils 

pourraient figurer dans les premiers chapi tres des Cours d 'Analyse . 

I . 

C o m m e n ç o n s par le cas des fonct ions m o n o t o n e s . M. Lebesgue à établ i son 

t h é o r è m e dans la première éd i t ion de son l ivre sur l ' intégrat ion, à la fin du dernier 

chapitre , c o m m e dernière conséquence de la théorie entière. Cependant , ni l ' idée de 

l ' intégrale, ni celle de la mesure n ' in terv iennent dans l 'énoncé du t h é o r è m e . E n effet, 

l ' idée d 'ensemble de mesure nul le ne d é p e n d p a s essent i e l l ement d e la théorie 

générale de la mesure , e t les propriétés principales de ces ensembles s 'établ issent en 

que lques m o t s . 
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L e s premières d é m o n s t r a t i o n s d u t h é o r è m e qui t i e n n e n t c o m p t e d 'une te l le i n ­

d é p e n d a n c e , s o n t d u e s à M. Faber e t à M. e t M m e Young. Ces d é m o n s t r a t i o n s , ainsi 

q u e cel les i n v e n t é e s p lus tard par d ivers auteurs , s o n t basées , e f f e c t i v e m e n t o u d'une 

f a ç o n p l u s o u m o i n s cachée , sur d e s t h é o r è m e s d e c h o i x concernant des fami l les d' in­

terva l l es ; qu' i l nous suffise d e m e n t i o n n e r le t h é o r è m e g é o m é t r i q u e d u regret té 

Vitali. D a n s la d é m o n s t r a t i o n que je va i s exposer , la p lace d e ces t h é o r è m e s d e c h o i x 

sera occupée par u n t h é o r è m e auxi l iaire a p p a r t e n a n t a u x é l é m e n t s d e l 'Ana lyse . 

Celui-ci a l ' avantage de permet tre d'enfermer les e n s e m b l e s d e m e s u r e nul le d o n t il 

s 'agira, d a n s des s y s t è m e s de p lus e n p lus p e t i t s d ' interval les par u n procédé déter­

m i n é d 'avance , pour ainsi dire en t i èrement automatique. 

P o u r la c o m m o d i t é d u langage , je supposerai d 'abord qu'i l s 'agit d 'une fonct ion 

c o n t i n u e e t m o n o t o n e e t j ' indiquerai s e u l e m e n t à la f in les modi f i ca t ions presque 

é v i d e n t e s q u ' o n aura à faire pour l ever l 'hypothèse d e la cont inu i t é . 

L e t h é o r è m e auxihère dont j 'aurai à m e servir, n'a r ien à faire a v e c l a m o n o t o n i e 

e t p e u t être énoncé pour u n e fonc t ion c o n t i n u e d'ail leurs que lconque . Soit g (x) une 

telle fonction, définie dans l'intervalle a < x îS b, et soit E l'ensemble des points x inté­

rieurs à (a, b) et tels qu'il existe un f > x, de sorte que g (£) > g (x). Alors, l'ensemble E 

est ou bien vide ou bien c'est un ensemble ouvert, c'est-à-dire qu'il se décompose en un 

nombre fini ou une infinité dénombrable d'intervalles ouverts et disjoints (ak, bk). 

Je dis que 

g (ak) < g (bk), 

et cela pour tous ces intervalles. 

L a première part ie d u t h e o r e m é t a n t d'une é v i d e n c e i m m é d i a t e , il n e nous res te 

qu'a démontrer l ' inégal i té . So i t x u n p o i n t intermédiaire entre ak e t bk; je va i s 

prouver que l 'on a, g (x) < g (bk); l ' inégal i té à démontrer s 'ensuivra si l 'on fait t e n d r e 

x v e r s ak. A c e t effet, soi t , entre x e t bk, xx le p o i n t le p l u s proche d e ce dernier pour 

lequel g (xx) ^ig(x); nous aurons à montrer que xx co ïnc ide a v e c bk. Car, s'il n 'en 

é ta i t pas ainsi , les p o i n t s | x qui correspondent à xx par l 'hypothèse d u théorème , 

devra ient être s i tués au de là de bk e t c o m m e de plus , bk n 'appart ient p a s à l ' ensemble 

E, o n aurait g (x^ < g (£x) ^ g (bk) < g [xj, ce qui impl ique contradic t ion . 

On p e u t noter d'ail leurs e t p e u t - ê t r e l 'aurez-vous déjà aperçu qu'en général , 

o n a préc i sément g (ak) = g (bk), sauf peut - ê t re si ak = a. 

Cela é t a n t , so i t / (x) u n e fonct ion c o n t i n u e e t m o n o t o n e pour a iS x 5S b: p o u r 

f ixer les idées , nous la s u p p o s o n s croissante . D é s i g n o n s de la manière usuel le par 

Ad e t kd ses n o m b r e s dér ivés supérieur e t inférieur à droite e t par Ag e t Âg c e u x à 

g a u c h e . P o u r démontrer le t h é o r è m e d e M. Lebesgue, o n n'aura qu'à prouver que l 'on 

a presque par tout I o Ad < oo; 2° Ad < lg. E n effet , e n a p p h q u a n t 2° à la fonc t ion 

- / (~ x )> ü v i e n t que l 'on a presque p a r t o u t Ag < Xd e t e n c o m b i n a n t cela a v e c 

I o e t 2°, o n obt i en t Ad < lg < Ag ^ Xd < Ad < oo; il s 'ensuit que presque p a r t o u t , 
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l es quatres n o m b r e s dérivés a d m e t t e n t des va leurs f inies e t égales entre e l les , ce qu'il 

fa l la i t démontrer . 

P o u r vérifier l 'assertion I o , c'est-à-dire que l 'ensemble E x des po ints x pour les­

que ls Ad = oo, e s t de mesure nul le , observons que c e t ensemble e s t compris dans 

l ' ensemble Ec pour lequel Ad > C, G dés ignant u n e quant i t é chois ie aussi grande 

qu 'on voudra . Or la re lat ion Ad > G impl ique l 'ex is tence d'un f > x, te l q u e 

c'est-à-dire que g (f) > g (x), où l 'on a posé g (x) = / (x) - G x. D o n c , l 'ensemble E c 

es t e m b o î t é dans les interval les (ak, bk) de notre t h é o r è m e auxil iaire e t d'après ce 

théorème , o n a / (bk) —Cbk^f (ak) - C ak, c 'est-à-dire que l 'on a 

C(bk-ak) ¿f(bk)-f(ak). 

Cela d o n n e , par addi t ion , 

C Z(bk-ak) <Z[f (bk) -f K ) ]£f(b) -f (a), 

ce qui m o n t r e que , pour G su f f i samment grand, la longueur to ta l e des interval les 

(ak, bk) sera aussi pe t i t e q u e l'on voudra . C'est-à-dire que l 'ensemble EM est d e 

mesure nul le . 

L a seconde assert ion se vérifie par u n ra i sonnement analogue , mais répété alter­

n a t i v e m e n t sous d e u x formes différentes. So ient c < C d e u x quant i t é s pos i t ives . 

F o r m o n s d'abord la fonc t ion g (x) = / (-x) -j- c x e t so i t Z± le s y s t è m e des inter­

val les qui y correspondent par notre t h é o r è m e auxi l iaire o u p l u t ô t de leurs s y m é ­

tr iques par rapport à l 'origine; alors, pour des raisons analogues à cel les de t o u t à 

l 'heure, Z1 renfermera t o u s les x pour lesquels Kg < c. Soi t de plus Z2 le s y s t è m e 

formé des interva l les (akl, bkl) qui correspondent à la fonct ion g (x) = f (x) -Cx, 

mais considérée s é p a r a m m e n t à l ' intérieur de chaque interval le (ak, bk). Alors, on 

aura pour ces interval les 

/ (6*) - / K ) < c (bk -ak); G (bkl -akl) <L f (bkt) -f (atl) 

e t il s 'ensuit q u e 

C Z ^ V ^ V ^ c Z,, 

c'est-à-dire q u e 

où l 'on a dés igné par Zlt Z2 la longueur t o t a l e des d e u x s y s t è m e s d' interval les e t par 

Vlt V2 l e s s o m m e s des var ia t ions re spec t ives de la fonc t ion / (x). 

E n r é p é t a n t les d e u x procédés a l t erna t ivement , o n obt iendra une su i te Elt Z2, 

. . . de s y s t è m e s d' interval les , c h a c u n e m b o î t é dans les précédents e t l 'on aura d'une 

façon générale 



Grosse Vorträge 

I l s 'ensui t q u e 

S», £ (e/o)" £ , - * < > . 

Or, l es p o i n t s x pour lesquels o n a s i m u l t a n é m e n t Ad > C e t < c, s o n t év i ­

d e m m e n t compr i s d a n s t o u s les s y s t è m e s En; c 'est-à-dire qu' i ls f o r m e n t u n e n s e m b l e 

EeC d e m e s u r e nul le . E n f i n , c h a q u e p o i n t x t e l q u e Ad > %g appart i ent à d e te l s 

e n s e m b l e s , e t l 'on p e u t m ê m e supposer que c e t C so ient des n o m b r e s rat ionne l s , 

pour la seule ra ison que , entre d e u x n o m b r e s réels différents , o n p e u t tou jours in ter ­

caler d e u x n o m b r e s rat ionnels . C'est-à-dire que , e n formant les e n s e m b l e s EcC p o u r 

t o u s les couples rat ionnels , leur réunion E* cont i endra t o u s les x p o u r l e sque l s 

Ad > Xt. Mais d'autre part , il n 'y a qu 'une inf in i té d é n o m b r a b l e d e couples ra t ion­

ne ls ; donc l ' ensemble E* e s t la réunion d'une inf ini té d é n o m b r a b l e d 'ensembles d e 

m e s u r e nul le e t p a r c o n s é q u e n t E * e t , à p lus forte raison, l ' ensemble e n v i s a g é qui y 

e s t compris , seront e u x - m ê m e s d e mesure nul le . 

Ains i , le t h é o r è m e de M. Lebesgue e s t d é m o n t r é d a n s le c a s où la fonc t ion m o n o ­

t o n e / (x) e s t cont inue . P o u r l 'é tendre a u cas d e s fonc t ions d i scont inues , observons 

q u e n o t r e t h é o r è m e auxi l ia ire reste va lab le après des modi f i ca t ions presque é v i d e n t e s , 

p o u r d e s fonc t ions g (x) d i scont inues . P o u r notre but , il suffit d 'envisager le cas où 

les l imi tes g (x-O)etg (x + 0) ex i s t ent . D é s i g n o n s par G(x)la, p lus grande des va leurs 

g (x - 0) , g (x), g (x - f 0) o ù nous c o n v e n o n s d e poser, pour conformité d e l 'écriture, 

g (6 - f 0) = g (b). Cela é t a n t , l es p o i n t s x s'il y e n a, intér ieurs à {a, b) e t t e l s qu'i l 

e x i s t e u n f > x de sorte q u e g (£) > G (x), f orment u n ensemble ouver t , e t pour les 

interval les (ak, bk) d o n t se c o m p o s e ce t ensemble , o n aura 

g(ak + Q) <G{bk). 

Les modi f icat ions q u e l 'on aura à faire dans les r a i s o n n e m e n t s qui précédent , 

pour d é m o n t r e r le t h é o r è m e auxi l iaire sous c e t t e forme générahsée e t pour l 'appli­

quer a u c a s d e s fonct ions m o n o t o n e s d i scont inues , s o n t t e l l e m e n t é v i d e n t e s que v o u s 

m e pardonnerez de suppr imer les déta i l s . L e seul p o i n t sur lequel j 'ai à insister, c 'est 

q u e l ' h y p o t h è s e p lus c o m p l i q u é e que n o u s v e n o n s de formuler e n in trodui sant la 

f o n c t i o n G (x), n e t o u c h e e n rien les p o i n t s d e cont inu i té , e t q u a n t a u x po in t s de 

d i scont inu i té , f ormant u n ensemble d é n o m b r a b l e e t à p lus forte raison de mesure 

nul le , o n pourra, à c h a q u e ins tant , l es ajouter à l ' ensemble ac tue l o u les e n exc lure , 

s u i v a n t les ex igences . 

I I . 

S i j 'ai ins i s té u n p e u l o n g u e m e n t sur le t h é o r è m e d e M. Lebesgue e t si je m e suis 

efforcé d'en faire ressortir le caractère é l émenta ire , c 'est q u e t o u s les autres fa i t s d o n t 

2 6 2 
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j 'ai encore l ' in tent ion de v o u s par i ere t d o n t la p lupart o n t l'air plus respectable que 

celui- là , e n p e u v e n t être env i sagés c o m m e de s imples corollaires. Tel es t m o n avis , e t 

j 'espère v o u s e n conva incre dans les que lques m i n u t e s d o n t je dispose encore . 

C o m m e n ç o n s par u n théorème que l 'on doit à M. Fubini. Soit 

fi(x) + /.(*)+ ••• =«(*) 

une série convergente dont les termes sont des jonctions monotones du même type : pour 

f ixer les idées , supposons qu'el les so ient croissantes dans l ' intervalle (a, b); alors il en 

sera de m ê m e pour la s o m m e s (x). Le théorème en question affirme que 

fi (x) + / • ' ( * ) + • • • = s' (x), 

bien entendu sauf peut-être dans un ensemble de mesure nulle, c'est-à-dire que la DIFFE­

rentiation terme à terme est permise presque partout. 

Voic i la démons tra t ion . Sans restreindre la général i té , on peut supposer que 

ÌN (A) — 0. Cela posé , écr ivons 

*n ( * ) = / i ( * ) + . - • + /» (x); sn (x) -> s (x). 

Sauf u n ensemble E0 de mesure nul le , o b t e n u en réunissant l ' infinité dénombrable 

de t o u s les ensembles d 'except ion , t o u t e s ces fonct ions a d m e t t e n t des dér ivées finies 

e t dé terminées . C o m m e sn' (x) < sn' (x), la série 

fi (x) + f2' ( * ) + . . . 

es t convergente , sauf dans E0. D e p lus , les sn' (x) a l lant e n croissant , il suffira de 

vérifier la re lat ion c i -dessus , c'est-à-dire la relat ion 

s' (x) - si (x) -+0, 

pour une suite partie l le nv n2, . . . c o n v e n a b l e m e n t chois ie . On fera ce cho ix de sorte 

que s (b) — sn (b) d iminue aussi rap idement que la série formée des différences 

s{x)—8 (x) so i t convergente e l l e -même . Alors, ce t t e série é t a n t du m ê m e t y p e que 

la série p r i m i t i v e m e n t env i sagée , la série qui v i e n t en la différentiant terme à 

terme, convergera presque partout , e t à plus forte raison, on aura presque partout 

s' (x) — *' (x) -> 9, ce qu'il fal lait démontrer . 

I I I . 

Le théorème de M. Fubini é t a n t établ i , e n voic i une appl icat ion i m m é d i a t e , 

fournissant un t h é o r è m e sur la densité des ensembles. D é c o u v e r t par M. Lebesgue dans 

le cas des ensembles mesurables , le théorème a é t é é t e n d u à des ensembles quel­

conques par MM. Blumberg e t Sierpinski. Le po int essent ie l dans c e t t e général isat ion, 

d'ail leurs conséquence i m m é d i a t e d u théorème particulier, c'est qu 'on p e u t le dé -
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m o n t r e r c o m m e l 'ont fa i t les d e u x auteurs , sans se servir d e la théorie d e la mesure . 

I l n ' y in t erv i en t q u e la mesure extér ieure me (E) q u e l 'on déf ini t , v o u s le savez b ien , 

c o m m e la borne inférieure d e s longueurs to ta l e s de t o u s les s y s t è m e s d' interval les qui 

renferment l ' ensemble e n ques t ion . I l su i t i m m é d i a t e m e n t d e la déf in i t ion, q u e l 'on a 

me (E1 + Ea) = me (Ex) + me (E2) 

d a n s t o u s les cas où Et e t E2 s o n t compris d a n s d e u x interva l les d i s jo ints , fa i t q u e 

l 'on p e u t expr imer aussi e n d i sant q u e la mesure extér ieure de la part ie d'un e n ­

s e m b l e E comprise d a n s des interval les var iables es t u n e fonc t ion a d d i t i v e d' inter­

va l l e . C o n v e n o n s d e dire que le p o i n t x, a p p a r t e n a n t ou n o n à l ' ensemble E, e n e s t 

u n point de densité lorsqu'on a 

me(E;x-hr + k)^l ( 0 < h k + 0 ) 

A-f- K 

l ' express ion qui figure a u n u m é r a t e u r ind iquant la mesure extér ieure d e la part ie 

d e E compr i se entre x — A e t x + k. A v e c c e t t e d é n o m i n a t i o n , le t h é o r è m e d o n t il 

s 'agi t affirme q u e presque tous les points d'un ensemble quelconque en sont aussi des 

points de densité. 

O n p e u t énoncer le t h é o r è m e s o u s forme a n a l y t i q u e e n in trodui sant la fonct ion 

/ (x), éga le , d a n s l ' interval le (a, b) où e s t s i tué l 'ensemble E, à la mesure extér ieure 

d e la part ie d e ^ qui es t comprise entre a e t x. Cela posé , le t h é o r è m e dit que / ' (x) = 1 

presque e n t o u t po in t d e E. P o u r le démontrer , o n n'aura qu'à env i sager des e n ­

semble s ouver t s ( sy s t èmes d' interval les) Ely E2, . . . auque l s E e s t intér ieur e t d o n t 

les longueurs to ta l e s t e n d e n t rapidement vers ms (E). E n dés ignant par /„ (x) la 

fonc t ion analogue à / (x) qui correspond à l 'ensemble En à la p lace d e E, on n'aura 

qu'a a p p h q u e r l e théorème de M.Fubini à la série c o m p o s é e des différences /„ (x) -

f (x); il s 'ensuivra que /„ ' (x) -/' (x) t e n d vers zéro presque par tout dans E, e t 

c o m m e de p lus /„ ' (x) = 1 sur E pour t o u s les n, le t h é o r è m e e s t d é m o n t r é . 

J e m e h â t e d'observer q u e je n'aurai pas beso in aujourd'hui d u t h é o r è m e général 

q u e je v i e n s d e vérifier e t qu'i l aurait suffi, e n réal i té , de considérer le cas des e n s e m ­

bles fermés , ce qui se fait d'une manière encore p lus é l émenta ire . E n effet , la seule 

c o n s é q u e n c e que j 'aurai à tirer d u t h é o r è m e , c'est que , pour presque t o u t point x d e 

E, les interval les compris entre x — A e t x + k qui n e c o n t i e n n e n t a u c u n point d e E 

s o n t inf in iment pe t i t s par rapport à la longueur A + k de l ' interval le ent ier . Or, ce 

fa i t n e d é p e n d q u e de l 'ensemble fermé E q u e l 'on obt i en t en a j o u t a n t à E t ous ses 

p o i n t s l imi tes . 

I V . 

Après avoir considéré les e n s e m b l e s de p o i n t s l es p lus g é n é r a u x , v o y o n s m a i n ­

t e n a n t le théorème compréhensi f concernant la dérivation des fonctions les plus géné-
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rales. L e t h é o r è m e d o n t je va i s parler, e s t dû à M. Denjoy e t à M m e Young qui l 'ont 

é tabl i i n d é p e n d a m m e n t l 'un de l 'autre dans le cas des fonct ions cont inues ; puis , 

Mme Young l'a é t e n d u a u x fonct ions mesurables ; enfin, M. Saks a m o n t r é que le 

t h é o r è m e subs is te aussi pour les fonct ions les p lus générales . Conformément à ce que 

l 'on a t t e n d toujours lorsqu'i l s 'agit d 'un théorème d e très grande général i té , la dé­

m o n s t r a t i o n i n v e n t é e par M. Saks e s t déjà d'une e x t r ê m e s impl ic i té e t je n'aurai à y 

apporter que que lques re touches . 

J e v o u s prie d e n e p a s m'entendre m a l q u a n d je parle de la dér ivat ion des fonct ions 

d i scont inues . J e n'ai pas l ' in tent ion d'essayer l ' impossible en dif férent iant les fonc­

t ions là où el les s o n t d i scont inues . L e théorème d o n t il s'agit compare seu lement les 

quatres nombres dér ivés , e t ce qu'i l aff irme, c'est que , sauf peut -ê tre e n des points 

formant u n ensemble d e mesure nul le , la dis tr ibut ion de ces quatre nombres obéit à 

des lo is b ien s imples . Considérons, a v e c M. Denjoy, d e u x nombres dérivés , c o m m e 

associés s'ils s o n t relatifs a u x m ê m e s c ô t é s , c o m m e par e x e m p l e kg e t Ag, e t c o m m e 

opposés s'ils correspondent à des côtés e t à des rangs différents , c o m m e par e x e m p l e 

Ag e t Ad. Alors , à part un ensemble de mesure nulle, il ne pourra se présenter que les cas 

suivants. Deux dérivés associés sont ou bien égaux et finis, ou bien inégaux et l'un au 

moins est infini : deux dérivés opposés sont simultanément finis et égaux ou infinis et 

inégaux, savoir celui de rang supérieur égal à + oo et l'autre égal à - oo. D'ail leurs la 

première loi, cel le sur les dér ivés associés , n'est qu 'une conséquence év idente de la 

seconde e t nous n'aurons à n o u s occuper que de ce t t e dernière. 

A v a n t d'entrer dans les déta i l s , qu'i l m e soit permis d'attirer encore vo tre a t ten­

t ion sur l ' e x t r ê m e s impl ic i té de la loi q u e l 'on obt i en t lorsqu'on cesse de dis t inguer 

entre dro i te e t gauche e t qu 'on ne considère que les d e u x nombres dér ivés neutres, 

inférieur e t supérieur, définis par e x e m p l e c o m m e la plus pe t i t e e t la p lus grande des 

l imites d u rapport 

fOe-v-hJ—ffx — k ) . , , ^ '^x.i. , 
— — ' ° < h + k^°}> 

Alors , à part un ensemble de mesure nulle, il ne se présente que les deux possibilités 

extrêmes : ou bien ces deux limites sont infinies et de sens contraire, l'une infinie négative 

et l'autre infinie positive, ou bien la fonction admet une dérivée déterminée et finie. 

V o u s v o y e z c o m m e n t ces lois générales embrassent les fonct ions m o n o t o n e s dont 

nous s o m m e s par t i s : pour celles-ci , les infinis de sens contraire ne pourront pas se 

présenter e t il n e reste qu 'une seule possibi l i té , cel le de l 'ex is tence d'une dérivée 

finie e t déterminée . 

A b o r d o n s la démons tra t ion . T o u t rev ient à prouver que , presque par tout où le 

nombre dérivé Xg n'est pas infini négatif , ce dérivé e t son opposé Ag sont é g a u x et 

finis; la loi générale en ressort e n remplaçant / (x) succes s ivement par - / (x), f (-x) 

et - f (-x). P o u r fixer les idées , nous supposerons q u e / (x) so i t définie dans Tinter-
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v a l l e (a, b), q u e rien n ' e m p ê c h e d'ail leurs de remplacer par u n e n s e m b l e que l conque . 

S o i t E l ' ensemble des p o i n t s x pour lesquels Xg diffère de - oo; ce t ensemble p e u t 

ê tre e n v i s a g é c o m m e la réunion d'une inf ini té dénombrable d 'ensembles En>r où 

w = 0, 1, 2, . . . e t où r parcourt les n o m b r e s rat ionnels compris dans l ' interval le 

(a, b), ces e n s e m b l e s é t a n t formés r e s p e c t i v e m e n t des p o i n t s x > r où l 'on a 

f(x)-ffS) 

x—$ 

pour t o u s les f s i tués entre r e t x. L a s o m m e d'une infinité d é n o m b r a b l e d 'ensembles 

d e m e s u r e nul le é t a n t de mesure nul le e l l e - m ê m e , il nous suffira d e prouver q u e la loi 

d o n t il s 'agit , e s t va lab le presque p a r t o u t dans chaque En r e t c o m m e , d e p lus , le cas 

général se r a m è n e a u cas n = 0, r = 0 e n remplaçant / (x) par f (x —r) -{- n x, n o u s 

n'aurons à n o u s occuper q u e d e l 'ensemble E0 = E00. F a i s o n s abs trac t ion d e c e u x 

des p o i n t s d e c e t ensemble qui n'en s o n t p a s des p o i n t s de dens i té (il suffirait aussi d e 

n'exc lure q u e c e u x qui ne le s o n t pas par rapport à l ' ensemble fermé ~Ë0) e t auss i c e u x 

où / (a;) n ' a d m e t pas une dér ivée finie e t dé terminée par rapport à l ' ensemble E0, 

c'est-à-dire calculée d e sorte que l 'on s 'approche de x e n n e q u i t t a n t p a s l 'ensemble E0. 

I l m e faut encore att irer v o t r e a t t e n t i o n sur le fa i t que , grâce à la déf ini t ion de l 'en­

semble E0, la fonct ion / (x), considérée à part e n ce t ensemble , y es t m o n o t o n e e t 

que , de plus , el le y a d m e t , presque par tout , une dér ivée dé terminée e t f inie par 

rapport à ce t ensemble , ce dernier fa i t n 'é tant qu 'un corollaire é v i d e n t d u t h é o r è m e 

d e M. Lebesgue. D e la sorte , n o u s n 'avons supprimé jusqu' ic i q u ' u n ensemble d e m e ­

sure nul le; env i sageons les po in t s x d e E0 qui n o u s restent . Considérons le rapport 

d 'accroissement 

f(x-)-f(x) 

x' X 

Lorsque x' t e n d vers x e n n e q u i t t a n t pas l 'ensemble E0, le rapport t e n d , d'après 

l 'hypothèse fa i te , vers une l imite q u ' o n pourra dés igner par f E o (x). D a n s le cas où 

x' n 'appart ient pas à l ' ensemble E0, m a i s es t déjà suf f i samment proche d e x, x' pourra 

être remplacé , grâce à l 'hypothèse de dens i té , par u n f > x' a p p a r t e n a n t à E0 e t 

t e l q u e la différence f — x' so i t in f in iment p e t i t e par rapport à x' — x. Comme, par la 

déf ini t ion de l 'ensemble E0 = E0>0, on aura / (f) 5 : / (x'), alors le numérateur d u 

rapport e n v i s a g é n e d i m i n u e pas lorsqu'on remplace x' par f ; q u a n t a u d é n o m i n a ­

teur, il n 'en sera pas sens ib lement a l téré . E n t e n a n t c o m p t e encore des d e u x s ignes 

que p e u t prendre ce dernier, o n v o i t i m m é d i a t e m e n t que 

K = ÏEo (x) = A d ' 

e t c o m m e , d'autre part , la q u a n t i t é f'Eo (x), d'après sa déf in i t ion, représente e l le-

m ê m e u n e des l imi tes , d e g a u c h e ainsi q u e d e droi te , d u m ê m e rapport d'accroisse-
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m e n t par lequel o n déf init les q u a n t i t é s Xg e t Ad, ce n 'es t q u e le s igne d'égal i té qui 

pourra se présenter . Le t h é o r è m e es t donc démontré . 

V . 

J 'arr ive m a i n t e n a n t au dernier prob lème dont je vou la i s v o u s parler. I l se rat ­

tache à la n o t i o n d e jonction d'intervalle, c 'est-à-dire d'une loi qui fa i t correspon­

dre à c h a q u e interva l le appar tenant à u n e certaine famil le u n e q u a n t i t é dé t erminée ; 

d'ail leurs rien n ' e m p ê c h e de considérer d e s fonct ions mul t i formes d' interval le . P o u r 

fixer les idées , so i t / (a, ß) u n e fonct ion d' interval le déf inie pour t o u s les interval les 

(a, ß) fa i sant part ie d 'un certa in interval le (a, 6). Lorsque / (a, y) = f (a, ß) + / (ß, y), 

c'est-à-dire q u e la fonct ion / e s t add i t i ve , e l le n'est que la var ia t ion de la fonc t ion au 

sens ordinaire F (x) = / (o, x); c 'est-à-dire que dans ce cas , l ' idée de fonct ion d' inter­

val le n 'es t q u ' u n e ques t ion d'écriture. P o u r avoir d e s prob lèmes n o u v e a u x , il f a u t 

renoncer à l 'addi t iv i té . Voici que lques e x e m p l e s d e fonct ions d' interval le qui n e sont 

pas nécessa irement a d d i t i v e s : la var ia t ion numér ique \ f (ß) — f (a) | d 'une fonc t ion 

/ (x); l 'osci l lat ion de / (x) dans l ' interval le (a, ß); la m ê m e mult ip l i ée par ß — a; la 

longueur d e la corde qui jo int les po in t s correspondant à x = a e t x = ß de la cour­

be y = / (x) ou p lus généra lement la corde d'une courbe x = x (t), y = y (t), z = z(t) 

correspondant a u x valeurs a e t ß d u paramètre %; c i tons enfin le carré de / (ß) - f (a) 

div isé par ß— a. T o u s ces e x e m p l e s appart i ennent , sous des h y p o t h è s e s c o n v e n a b l e s , 

à la classe des fonctions integrables d'intervalle. Les d e u x premiers y appar t i ennent lors­

que / (x) e s t c o n t i n u e e t à var iat ion bornée e t leur intégrale n'est que la var ia t ion 

to ta l e de / (x); le tro is ième es t integrable lorsque / (x) e s t bornée e t elle a pour inté ­

grale la q u a n t i t é b ien connue introdui te par Riemann e t qui n 'est que la différence 

des intégrales d e Darboux de / (x); le quatr i ème l'est lorsqu'il s 'agit d 'une courbe 

rectif iable e t i l fo iurnt la longueur; le c inqu ième correspond à la not ion d' intégrale 

inventée par M. Hellinger pour l 'analyse d e s formes quadrat iques à une inf in i té d e 

variables . 

L a déf init ion de l'intégrale d'une fonction d'intervalle e s t b ien s imple; elle n'est que 

la général i sat ion de l ' intégrale de Riemann ou des intégrales de Darboux. O n partage 

l ' interval le (a, b) e n des interval les part ie ls , on forme la s o m m e des va leurs qui cor­

respondent à ces interval les e t l 'on regarde si ces s o m m e s t e n d e n t vers u n e l imite 

finie e t dé terminée lorsqu'on fait varier la décompos i t i on de sorte que la longueur des 

interval les part ie ls t e n d e un i formément vers zéro. Lorsqu' i l e n es t ainsi , la fonc t ion 

d' interval le es t d i t e integrable e t la l imite des s o m m e s es t appelée son intégrale . P o u r 

faire m i e u x ressortir la général i té de c e t t e not ion , qu' i l m e suffise d'att irer votre 

a t t e n t i o n sur le fa i t é v i d e n t que t o u t e s l es fonct ions add i t i ve s d' interval le , c 'est-à-

dire t o u t e s les / (a, ß) = F (ß) -F (a) s o n t integrables , que lque singulière que soit 

la f o n c t i o n F (x). 
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O n e n t e n d par dér ivée d e la fonc t ion d' interval le / (a, ß) a u po in t x la l imi te , 

lorsqu'el le e x i s t e , d u rapport 

iM) 
ß-a 

L e s n o m b r e s dér ivés se déf inissent d 'une manière ana'ogue . Lorsque , e n part icul ier , 

/ (a, ß) e s t add i t i ve , ces q u a n t i t é s n e s o n t autres q u e cel les qui correspondent , au s e n s 

ordinaire, à la fonc t ion F (x) = / (a, x). 

L e problème de la dér ivat ion des fonct ions d' interval les a é t é é tud ié , i l y a p e u 

d 'années , par MM. Burlali e t Saks e t ce la d'un p o i n t de v u e très général . L e t h é o r è m e 

q u e je va i s démontrer n'est que la qu intessence d e s pr inc ipaux résul tats acquis . 

Soit f (a, ß) une fonction d'intervalle integrable clans (a, b), de plus non-négative et 

d'intégrale nulle. Dans ces hypothèses, f (a, ß) admet, presque partout dans l'intervalle 

(a, b), une dérivée déterminée et égale à zéro. 

L' importance d e ce t h é o r è m e réside dans ses a p p h c a t i o n s . Ains i , i l i m p h q u e , 

entre autres , l ' ex tens ion la p lus générale , d o n n é e s u c c e s s i v e m e n t par MM. Lebesgue 

e t Tonelli, d e l a formule c lass ique 

[s' (t)]2 = [x' (O]2 + [y' (t)}2 + [z' (t)]2, 

fondamenta le d a n s la théorie d e la rectification des courbes. Mais il permet aussi , d 'une 

manière générale , d'en finir a v e c le problème de la dér ivat ion pour t o u t e s les fonc t ions 

integrables d' interval le . E n effet , on v o i t i m m é d i a t e m e n t q u e , à chacune de ces 

fonct ions / , o n p e u t faire correspondre une sorte d' intégrale indéf inie .F (x), fonct ion d e 

po int , e t te l le q u e l ' intégrale de / (a, ß), ca lculée pour les sous- interval les d e (a, b), 

es t donnée par l a var ia t ion re spec t ive d e F (x). On v o i t de m ê m e , par u n ra i sonne­

m e n t facile, q u e l 'express ion j / (a, ß) —F (ß) -f- F (a) | fournit u n e f o n c t i o n d' inter­

val le qui es t j u s t e m e n t d u t y p e env i sagé par n o t r e théorème; il s 'ensuit q u e / (a, ß) 

e t F (x) a d m e t t e n t presque par tout les m ê m e s nombres dér ivés e t que , e n part icul ier , 

presque par tout où l 'une d e s d e u x a d m e t u n e dér ivée finie e t dé t erminée , i l e n sera 

de m ê m e de l 'autre e t inversement . 

L a d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e e s t e l l e - m ê m e presque i m m é d i a t e . So ient ôv 

ô2, . . . des q u a n t i t é s pos i t ives chois ies de sorte q u e la s o m m e des va leurs / (a, ß) qui 

correspondent à une d é c o m p o s i t i o n de l ' interval le ent ier (a, b) e n des interval les par­

tiels d o n t la longueur es t égale au p lus à ôn, n e surpasse pas le t erme général d 'une 

série c o n v e r g e n t e , donnée d 'avance . Cela é t a n t , in troduisons d e s fonct ions Fn (x), 

déf inies c o m m e il sui t : la fonct ion Fn (x) e s t égale à la borne supérieure des s o m m e s 

des va leurs / (a, ß) qui correspondent a u x décompos i t i ons d e l ' interval le (a, x) e n 

des in terva l les d o n t la longueur ne surpasse pas ôn. Alors ces fonct ions Fn (x) seront 

des fonct ions croissantes , f ormant une série convergente , d e sor te q u e , par su i te d u 

t h é o r è m e de M. Fubini, FH' (x) t endra vers zéro presque p a r t o u t . D e p lus , c o m m e 
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les dér ivées des Fn seront , par tout où el les ex i s t ent , des majorantes des nombres 

dér ivés d e la fonc t ion d' interval le / . C'est-à-dire que ces nombres dér ivés s 'annul lent 

presque p a r t o u t , c e qu'i l fal lait démontrer . 

J e pourrais encore cont inuer dans l'ordre d'idées que je v iens d'esquisser e t cela 

e n passant , par e x e m p l e , a u x fonct ions d e plusieurs var iables ou b ien e n fa i sant voir 

c o m m e n t , la dér ivabi l i té des fonct ions m o n o t o n e s e t des séries d e te l les fonct ions 

une fois d é m o n t r é e , ces d e u x théorèmes p e r m e t t e n t d'établir c o u p sur c o u p t o u t e la 

théorie de l ' intégrat ion. Mais il faut q u e je finisse. J e pense q u e le peu que ces trois 

quarts d'heure m e p e r m e t t a i e n t de v o u s raconter , suffit pour faire voir, e n particul ier 

à c e u x qui a i m e n t les tradi t ions , que c e t t e branche moderne de l 'Analyse qu' inau­

gura M. Lebesgue, n 'ex ige n u l l e m e n t de changer l'ordre tradi t ionnel des paragraphes 

e t qu'i l y aura m ê m e des a v a n t a g e s de c o m m e n c e r par le Calcul différentiel . 
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Le théorème de Borel-Julia dans la théorie 

des fonctions méromorphes 

Par Georges Valiron, Paris 

J e commencera i par expl iquer e n que lques m o t s les raisons pour lesquel les j 'ai 

d o n n é à c e t t e conférence u n t i tre qui p e u t porter à croire q u e je va i s parler d 'un 

s u je t t rès particulier. Mon i n t e n t i o n vér i tab le e s t d e v o u s entretenir d e certa ines 

propriétés métr iques des fonct ions a n a l y t i q u e s d a n s le vo i s inage d e leurs s ingulari tés . 

Mais c o m m e je n e puis m'é tendre t rop , je m e bornerai sur tout a u cas d e s fonc t ions 

m é r o m o r p h e s p o u r lesquel les les résu l ta t s acquis s o n t le p lus n e t s e t n e ferai que d e 

brèves al lus ions à des cas p l u s généraux . D 'autre part , les premières é t u d e s re la t ives 

à l 'ordre d' idées que je v e u x considérer a y a n t é t é l 'œuvre , à près de v i n g t - c i n q a n s 

d' interval le , d e MM. Bore i e t Ju l ia , i l m'a s emblé q u e le t i tre chois i é t a i t suscept ib le 

p l u s q u e t o u t autre , de renseigner s u c c i n t e m e n t sur le sujet d e m o n e x p o s é , à c o n ­

d i t i o n b i e n e n t e n d u que l 'on veui l le y prendre le m o t t h é o r è m e dans son accept ion 

la p l u s large. 

L e p e u de t e m p s dont je dispose n e m e p e r m e t pas d e m'at tarder b e a u c o u p sur 

les origines de la théorie générale des fonct ions ent ières o u m é r o m o r p h e s , il m e sera 

c e p e n d a n t nécessaire d'en parler r a p i d e m e n t pour m i e u x faire ressortir l 'original i té 

des recherches q u e M. Bore i poursu iv i t sur ce sujet entre 1896 e t 1900. O n sai t q u e 

Weierstrass a v a i t donné e n 1876 d e u x t h é o r è m e s b ien connus , l 'un sur la décompos i ­

t ion e n u n produit de facteurs des fonct ions ent ières , c'est-à-dire h o l o m o r p h e s e n t o u t 

p o i n t à d i s tance finie, l 'autre sur l ' indéterminat ion c o m p l è t e d 'une fonc t ion uni ­

forme F (z) d a n s le vo i s inage d'une s ingularité essent ie l le isolée. Ces d e u x t h é o r è m e s 

eurent u n e fortune très différente. D è s 1879, M. P icard remplaça le second par u n 

énoncé célèbre q u e je m'excuse presque de reproduire : la fonc t ion F (z) prend effec­

t i v e m e n t u n e inf inité de fois t o u t e va leur finie o u infinie, sauf d e u x va leurs au p lus , 

dans le vo i s inage de la s ingularité en ques t ion . I l faut remarquer que, si ce t h é o r è m e 

d e P icard a rendu caduc celui de Weiers trass , il n e l'a pas ent i èrement s u p p l a n t é 

d a n s l ' ense ignement . On t r o u v e encore dans certa ins tra i tés d 'analyse la d é m o n ­

s t ra t ion du t h é o r è m e de Weierstrass e t s e u l e m e n t l 'énoncé de celui de Picard . Ceci 

t i e n t sans d o u t e à ce que la d é m o n s t r a t i o n d u s e c o n d est m o i n s rapide q u e celle d u 

premier, ma i s peut - ê t re aussi à ce que l ' importance de l'ordre d' idées n o u v e a u qu' i l 

a p p o r t e n'est p a s reconnue par tout . 

On sai t q u e le premier t h é o r è m e de Weiers trass conduis i t Laguerre à introduire 
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l a no t i on de g e n r e : u n e fonc t ion ent ière / ( « ) est de genre p lorsqu 'e l le peu t se m e t t r e 

sous l ' une des deux formes 

/ (z) = W P (z), f (2) = 2' e « w 77 ( l - - ) e « " + " + ^7> 

Q(z) é tan t u n po lynôme de degré p a u p lus , P(z) u n po lynôme que lconque e t le 

p rodu i t in f in i u n p rodu i t de W e i e r s t r a s s . I l f a u t a jou te r q u ' o n suppose q u ' u n e te l le 

décompos i t ion ne sera i t pas possible si l ' on remp laça i t p p a r p—l. I l sera i t hors de 

m o n su je t de par le r des bel les proposi t ions général isant des théorèmes de la théor ie 

des équat ions a lgébr iques q u e L a g u e r r e r a t t a c h a à ce t te no t i on de genre e t q u i f u ren t 

développées u l té r ieurement p a r M M . B o r e i e t L e a u , pu is p lus récemmen t p a r L i n d -

w a r t , M M . M o n t e l , P ó l y a e t S c h u r . M a i s i l m e f a u t b ien d i re que ce fu t ce t te quest ion 

d u genre q u i dès lors p r i m a tou tes les au t res , peu t -ê t re pa rce q u e son ob je t fo rme l 

se r app rocha i t d a v a n t a g e des idées reçues. H e r m i t e e t L a g u e r r e s 'ef forcèrent de 

déterminer le genre d ' une fonc t i on à pa r t i r de propriétés de l a dér ivée logar i thmique , 

c 'est leu r procédé q u e l 'on emplo ie encore souven t a u j o u r d ' h u i pour ob ten i r la 

décompos i t ion e n fac teu rs des fonct ions é lémentai res : on cherche le déve loppement 

de M i t t a g - L e f f l e r de l a dér ivée loga r i t hm ique e t on intègre. M a i s ce t te méthode ne fu t 

pas poussée très l o in à ce t te époque, a u po in t de v u e théor ique son p le in déve loppe­

m e n t n e se rencon t re que beaucoup p lus t a r d dans les t r a v a u x de B o u t r o u x . Ce fu t 

P o i n c a r é q u i découv r i t e n 1883 la vo ie dans laquel le i l c o n v e n a i t de s 'engager en 

étab l issant le p rem ie r une re la t i on en t re le genre e t u n au t re ind ice a t t aché à l a 

fonc t ion e t q u i p e u t se dédui re de la conna issance d u déve loppement de T a y l o r , 

l 'ordre de g randeu r d u modu le m a x i m u m M (r, f) de / (2) pou r j 2 = r. D a n s u n 

mémoi re f o n d a m e n t a l , M . H a d a m a r d d o n n a tou t leur essor a u x idées de P o i n c a r é 

e n a r r i v a n t p a r une magn i f i que ana l yse a déterminer une l im i te supér ieure, d 'a i l leurs 

très précise, d u genre d 'une fonc t ion ent ière connue p a r son déve loppement de 

T a y l o r . S a méthode a été remplacée a u j o u r d ' h u i p a r d 'au t res p lus s imples, n o t a m ­

m e n t p a r cel le de M . L a n d a u , ma is el le a se rv i de base à tous les t r a v a u x sur ces 

quest ions p e n d a n t p lus de v i n g t ans , el le a condu i t à in t rodu i re dans l a théor ie des 

fonct ions a n a l y t i q u e s des considérat ions essent ie l lement nouve l les e t j ' a j o u t e q u ' à 

m a conna issance, l ' inégal i té que M . H a d a m a r d ob t in t en t re le modu le des zéros e t 

ce lu i des coefficients tay lo r iens n 'a j a m a i s été re t rouvée sous une fo rme aussi précise. 

Ce que je v iens de di re suff i t pour mon t re r que l é ta i t l 'é tat de la théor ie ve rs 

1896: d ' u n côté le théorème de P i c a r d q u i res ta i t isolé, de l ' au t re la quest ion de la 

décompos i t ion e n fac teurs à p e u près résolue. M . B o r e i r e n o u v e l a la théor ie en 

l 'é levant au-dessus des préoccupat ions formel les , en r a p p r o c h a n t les deux po in ts de 

v u e e t en i n a u g u r a n t une étude mét r ique précise des t ranscendan tes ent ières les p lus 

générales, pu is des fonct ions méromorphes . S o n po in t de dépar t f u t sa démonst ra t ion 
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n o u v e l l e d u t h é o r è m e de P i c a r d d a n s le c a s part icul ier des fonct ions ent ières , d é m o n ­

s t ra t ion d a n s laquel le il n'uti l ise q u ' u n e propriété s imple d e s fonc t ions a n a l y t i q u e s 

d u e e n part ie à M. H a d a m a r d e t u n e propriété nouve l l e des fonc t ions croissantes . 

P o u r é tudier les zéros d 'une fonc t ion ent ière , il in trodui t à la p lace d u genre, d 'une 

part l 'ordre o u ordre apparent , d 'autre par t l ' exposant d e convergence o u ordre 

réel. L'ordre e s t le n o m b r e g défini par 

,= „ log r 

il se d é d u i t des propriétés a s y m p t o t i q u e s des coefficients tay lor i ens ; l ' exposant d e 

c o n v e r g e n c e de la su i te des zéros d e / (z)—a e s t le n o m b r e 

- •— log n (r, a) 
e(a)=}T„ l o g r 

n (r, a) dés ignant le nombre des zéros d e / (z)-a s i tués dans le cercle | z j ;£ r. M. Bore i 

m o n t r e que , si g n 'est pas ent ier , g (o) e s t éga l à g que l q u e so i t a, l e genre e s t l a 

part ie ent ière d e g. Si g e s t ent ier , le genre p e u t être g o u g — 1, m a i s g (a) e s t 

encore égal à g sauf a u p lus pour u n e va l eur d e a. D a n s le cas d e l'ordre infini, il 

d o n n e des propos i t ions ana logues qui furent c o m p l é t é e s e t amél iorées u l tér ieurement 

par M. B l u m e n t h a l . I l précise ses t h é o r è m e s d a n s le cas des croissances régulières 

e t les é t e n d a u x fonct ions m é r o m o r p h e s ; il t r o u v e que pour ces fonct ions , g (oo) 

dés ignant alors l ' exposant d e convergence de la su i te des pôles , l es nombres g (a) o n t 

tous la m ê m e valeur, sauf a u p lus pour d e u x va leurs de a, c e t t e va leur c o m m u n e est 

l'ordre d e la fonct ion . 

L a précis ion d e ces résul tats autorisa i t M. Bore i à définir que l d e v a i t ê tre désor­

mais , à son av is , le b u t de l 'é tude des fonct ions ent ières ou méromorphes , o u d'une 

façon plus générale , de l 'é tude des fonct ions d a n s le vo i s inage d'une s ingulari té 

essent ie l le isolée autour de laquel le une branche es t uniforme. C'est la connaissance , 

e n que lque sorte interne, d e la fonc t ion q u e l 'on do i t poursuivre; t o u t d'abord, la 

recherche des propriétés c o m m u n e s des m o d u l e s e t des a r g u m e n t s d e s zéros d e 

/ (z)—a lorsque a varie . Si par e x e m p l e , la fonc t ion s in z e s t b i e n connue , ce n'est p a s 

t a n t par son d é v e l o p p e m e n t de Tay lor ou par sa d é c o m p o s i t i o n e n facteurs que parce 

q u e l 'on sait qu'el le est pér iodique; o n p e u t e n dire de m ê m e des fonct ions e l l ipt iques , 

o n es t par fa i t ement renseigné sur la pos i t ion des po in t s où de te l les fonct ions pren­

n e n t u n e m ê m e valeur . D e m ê m e , pour la fonct ion de Jacob i 

S(z)=l + Êq"2 (z" + r»), \q < 1, 
i 

que l que so i t a, les zéros de S (z)-a se préc ip i tent pour ainsi dire vers c e u x de S (z) 

lorsqu'on s 'approche du po in t à l'infini. A - t - o n des propriétés va lab le s pour t o u t e s 

les fonct ions e t c o m p r e n a n t cel les-ci e t cel les- là? 
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M. Bore i n e se d iss imula i t p a s les diff icultés de la route qu'i l consei l la i t d e prendre; 

aussi engagea- t - i l d e c o m m e n c e r par l 'é tude approfondie, déjà largement amorcée , 

des m o d u l e s des zéros de / (z)-a. I l m'es t imposs ib le de s ignaler t o u s les t r a v a u x 

publ iés sur ce sujet , m ê m e e n m e bornant a u x p lus i m p o r t a n t s ; b e a u c o u p des résul­

t a t s antérieurs rentrent d'ail leurs m a i n t e n a n t dans la théorie générale d e M. R . 

N e v a n l i n n a . J e m e bornerai d 'abord à citer les n o m s d e Lindelöf, W i m a n , B o u t r o u x , 

D e n j o y , L i t t l e w o o d pour les fonct ions d'ordre fini, de D e n j o y e t B l u m e n t h a l pour 

l'ordre infini e t de L i t t l e w o o d pour l'ordre n u l e t à dire que ces é t u d e s furent grande­

m e n t faci l i tées par l 'emploi d 'un théorème aujourd'hui c lass ique d e Jensen . 

L a principale difficulté d a n s ces recherches résidait peut - ê t re moins d a n s la 

poss ibi l i té d e cas e x c e p t i o n n e l s où l'ordre réel s 'abaisse q u e dans l 'ex is tence des 

fonct ions à croissance irrégulière. D 'autre part , la décompos i t i on en facteurs se 

révé la i t s o u v e n t c o m m e u n out i l m a l c o m m o d e lorsqu'on vou la i t pousser les appro­

x i m a t i o n s assez lo in . Enf in , la compara i son des fonct ions n (r, a) e t log M, (r, f) 

directe o u indirecte , qui fournit des résul tats très s imples dans certains cas, condui t 

à des compl i ca t ions dès que l 'on sort de la classe des fonct ions d'ordre fini positif. 

I l fal lait modif ier les fonct ions à comparer e t les démonstrat ions . J 'ai subs t i tué à la 

fonct ion n (r, a) la va leur m o y e n n e 

f r fa 
{ n (x, a) — n (o, a) j [- n (o, a) log r 

qui figure dans le t h é o r è m e de J e n s e n ; il f a u t la considérer c o m m e u n intermédiaire 

c o m m o d e . M. R. N e v a n l i n n a fit u n pas b e a u c o u p p lus important e n remplaçant log 

M (r, / ) par une autre valeur m o y e n n e e t d'une façon générale e n introduisant la 

fonct ion caractér is t ique 

1 r>in + 

T(r,f) = N{r,oo) + — log | / (ré ») \ d 0, 

+ 

log u dés ignant log M si M > l e t o s i o fi u i S l . U n e belle transpos i t ion de la m é ­

t h o d e de Bore i le conduis i t à u n e inégal i té qui contena i t celle q u e j 'avais indiquée 

pour les fonct ions ent ières , e t qui , général isée par Colling w o o d e t L i t t l ewood , prend 

la remarquable forme s u i v a n t e : ax, a2, . . . aq é t a n t q nombres différents, on a 

(q-2) T(r,f) < ¿ N (r, at) + S (r); 
i 

le reste S (r) e s t O (log r) lorsque l'ordre, qui est ici égal à l im [ log T (r, / ) / log r ], 

es t fini; c'est O [ l og T (r, f) ] sauf pour certa ins r dans t o u s les cas . Pour faire saisir 

t o u t e la portée de c e t t e inégal i té , il faut a jouter que l im N (r, a) / T (r, f) e s t inférieur 

ou égal à 1 quel q u e soit a. L ' interprétat ion de ce t t e formule f o n d a m e n t a l e a con­

dui t à poser u n grand nombre de ques t ions nouve l l e s e t à d is t inguer diverses sortes 



Grosse Vorträge 

274 

d e va leurs except ionne l l e s o u ce qui e s t é q u i v a l e n t d e va leurs ordinaires; l es va leurs 

l e s p l u s ordinaires é t a n t par e x e m p l e cel les pour lesquel les N (r, a) / T (r, f) t e n d 

v e r s 1. Cet te c irconstance se présente presque pour t o u s les a. Ce résul tat , qu i 

just i f ie p l e i n e m e n t l ' introduct ion d e la fonc t ion T, p e u t être d é m o n t r é par u n e 

m é t h o d e très s imple , qui , e n ce qui concerne les résu l ta t s l es p l u s précis , e s t d u e à 

M. Ahlfors . D a n s ce t ordre d' idées e t d a n s d'autres , la m é t h o d e d e R . N e v a n l i n n a a 

dé jà susc i té d e n o m b r e u x t r a v a u x , n o t a m m e n t d e L i t t l e w o o d , Co lhngwood , F . N e ­

v a n l i n n a , H . Cartan, Ahlfors , Sh imizu , Ul lr ich; e h e p e r m e t d'ail leurs d e trai ter , 

sans p lus d e pe ine , le cas des fonc t ions m é r o m o r p h e s dans u n cercle, c 'est-à-dire, 

m o y e n n a n t u n e trans format ion conforme, dés fonct ions m é r o m o r p h e s d a n s u n d o ­

m a i n e s i m p l e m e n t c o n n e x e . M. Selberg e t m o i a v o n s aussi c o n s t a t é qu'e l le s ' é tend 

a u x fonct ions q u e M. P a i n l e v é a v a i t appe lées a lgébroïdes e t qu i a v a i e n t é t é sur tout 

é t u d i é e s par R e m o u n d o s a u m o y e n des m é t h o d e s d e M. Borei . Enf in , je s ignalerai q u e 

d a n s u n trava i l d a t a n t dé jà d e que lques années , m a i s encore inéd i t , M. H . Cartan a 

e f fec tué a v e c succès le re tour d e la f o n c t i o n N (r, a) à la f o n c t i o n n (r, a) e n in tro ­

d u i s a n t la dér ivée d e T (r, / ) . 

I l n 'est p a s e x a g é r é d e dire que , b i e n q u e sa fécondi té so i t lo in d'être épuisée , 

c e procédé n o u v e a u a d'ores e t dé jà condu i t à des résu l ta t s qui auraientparu c o m ­

p l è t e m e n t inaccess ibles il y a u n e v i n g t a i n e d 'années . 

L a seconde q u e s t i o n posée par M. B o r e i : ex i s te - t - i l des propriétés c o m m u n e s 

d e s a r g u m e n t s des zéros des fonct ions / ( z ) - a lorsque / (z) e s t donnée , nécess i ta i t , 

semblai t - i l , des m é t h o d e s e n t i è r e m e n t différentes. E l l e n e fut abordée d a n s t o u t e sa 

général i té que b e a u c o u p p lus tard , il y a u n p e u p l u s d e d o u z e ans , par M. J u h a d o n t 

le grand méri te fu t de montrer q u e pour arriver a u b u t , il suffisait d 'appl iquer d a n s 

u n esprit n o u v e a u les procédés anc iens . A v a n t d e parler d e ses ré su l ta t s e t de c e u x 

d e ses successeurs , il m e sera ut i l e d e revenir e n arrière pour rappeler à v o t r e souven ir 

certa ins t r a v a u x i m p o r t a n t s . 

E n u t i h s a n t la m é t h o d e é lémenta ire qui serv i t à M. Bore i d a n s sa d é m o n s t r a t i o n 

d u t h é o r è m e d e P i c a r d d a n s le cas d e s fonct ions ent ières , MM. S c h o t t k y e t L a n d a u 

a v a i e n t o b t e n u e n 1904 leurs t h é o r è m e s aujourd'hui aussi cé lèbres q u e celui d e 

P icard qu'i ls fournissent a i s ément . O n sai t q u e ces t h é o r è m e s d o n t l ' énoncé e s t d a n s 

t o u t e s les m é m o i r e s se t radui sent par des inégahté s . M. Caratheodory , pu i s M. L i n d e ­

löf, o n t m i s e n é v i d e n c e q u e la m é t h o d e originale de M. P icard c o n d u i t à ces p r o p o ­

s i t ions d 'une manière nature l le e t fournit les mei l leures inégahté s . D o i t - o n e n déduire 

qu'i l faut d é f i n i t i v e m e n t bannir les m é t h o d e s d i tes é l émenta ires , y compr i s cel le d e 

R . N e v a n l i n n a , qui c o n d u i t é g a l e m e n t a u x t h é o r è m e s de L a n d a u e t S c h o t t k y , e t 

ut i l i ser u n i q u e m e n t les m é t h o d e s t r a n s c e n d a n t e s , par e x e m p l e cel le d e F . N e v a n ­

l inna reposant sur les propriétés d e cer ta ines fonc t ions a u t o m o r p h e s e t qui p e u t 
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donner à la fois les propriétés d e T (r, f) e t les théorèmes d u genre L a n d a u - S c h o t t k y 

a v e c l e m a x i m u m d e précis ion ? I l semble qu'i l so i t t rop t ô t pour e n décider, sur tout 

si l 'on s o n g e que M. Ahlfors v i e n t de m e t t r e le théorème d e P icard sous une forme 

nouve l l e p lus générale qui a v a i t é té prévue e n part ie par M. A . B l o c h e t qui n e 

semble pas pouvo ir être o b t e n u e par les procédés t ranscendants actue ls . Toute fo i s 

le rapprochement des d iverses m é t h o d e s fa i t prévoir que le procédé de l 'avenir sera 

a v a n t t o u t basé sur la représentat ion conforme. 

A u x t h é o r è m e s d e L a n d a u e t S c h o t t k y se ra t tache l 'étude d e la classe d e s fonc­

t ions m é r o m o r p h e s dans u n d o m a i n e e t n 'y prenant pas trois va leurs except ionne l les . 

MM. Caratheodory e t L a n d a u a v a i e n t reconnu q u e le théorème de Vita l i s 'appl ique 

à c e t t e c lasse d e fonct ions . M. Monte l a é tabl i qu'el les forment ce qu'i l appel le une 

famil le normale , c 'est-à-dire u n e famil le c o m p a c t e au sens de M. Fréchet . I l e n a 

dédui t de n o m b r e u s e s propriétés sur lesquel les je n e puis ins ister e t une d é m o n ­

strat ion nouve l l e très s imple d u t h é o r è m e d e Picard . C'est e n reprenant ce t t e d é m o n ­

s trat ion e t e n y a j o u t a n t des remarques qui s e m b l e n t très s imples m a i n t e n a n t 

qu'el les s o n t fa i tes , q u e M. J u l i a parv int à ses résul tats . D a n s le cas des fonct ions 

h o l o m o r p h e s a u t o u r d u po in t à l'infini, il é tabl i ssa i t que le t h é o r è m e de Picard reste 

vrai si l 'on subs t i tue a u vo i s inage c o m p l e t d u po in t à l'infini u n vo i s inage p lus 

res tre int : par e x e m p l e u n ang le d'ouverture arbitraire e t de s o m m e t origine ad­

m e t t a n t pour bissectrice u n e demi-dro i te c o n v e n a b l e m e n t chois ie; o u m ê m e une 

sui te de cercles a y a n t pour centres certa ins p o i n t s c o n v e n a b l e m e n t chois is s 'é lo ignant 

indéf in iment e t qu i s o n t v u s d e l'origine s o u s u n m ê m e angle arbi trairement pet i t . 

I l é t e n d a i t ces résu l ta t s e t b e a u c o u p d'autres ana logues a u x fonct ions méromorphes 

a d m e t t a n t u n e va leur a s y m p t o t i q u e , e t m o n t r a i t sur de n o m b r e u x e x e m p l e s l 'ex­

t r ê m e var ié té des cas qui p e u v e n t se rencontrer . 

M. Ostrowski a complé té ce t h é o r è m e dans d e u x d irec t ions : d'abord e n m o n ­

trant qu'i l s 'é tend à t o u t e s l es fonct ions m é r o m o r p h e s autour d u point à l'infini, 

sauf à u n e c lasse restre inte d e fonct ions d'ordre nul; ensu i te e n é tabl i s sant q u e pour 

t o u t e fonc t ion n o n except ionne l l e e x i s t e u n e su i te d e cercles CH d o n t le centre 

s 'éloigne indéf in iment , qui s o n t v u s de l 'origine sous u n angle qui t e n d vers o a v e c 1/n, 

t e l s que , d a n s c h a q u e C n l ' équat ion / (z) = a a au m o i n s u n e so lut ion sauf a u p lus 

pour l es a représentés d a n s d e u x cercles d e la sphère de R i e m a n n d o n t les rayons 

t e n d e n t v e r s o a v e c 1/n. 

Ceci e s t à rapprocher des propos i t ions que M. Mil loux o b t i n t par une m é t h o d e 

b e a u c o u p p lus d irecte; les cercles Cn s o n t c e u x qu'il appel le cercles de rempl issage e t 

d o n t i l s 'est a t t a c h é à calculer les rayons m i n i m a a v e c une grande précis ion e n con­

servant les h y p o t h è s e s de M. Ju l ia e t e n t e n a n t c o m p t e de la façon dont la fonc t ion 

t e n d vers sa va leur a s y m p t o t i q u e . E n prenant le t h é o r è m e d e S c h o t t k y sous sa 

forme la p lus précise , j 'ai d o n n é u l tér ieurement u n e valeur à p e u près e x a c t e de ces 
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r a y o n s d a n s le c a s des fonc t ions h o l o m o r p h e s , m o i n s b o n n e p o u r les f onc t ions m é r o ­

m o r p h e s d'ordre positif . D a n s ce dernier cas e t d a n s des cond i t ions qui re jo ignent 

presque cel les d e M. Ostrowski , l ' approx imat ion d e la va leur d e ces r a y o n s fu t ensu i te 

a m e n é e à u n grand degré d e précis ion. 

I l e s t b ien clair que les résu l ta t s d o n t il v i e n t d 'être parlé rentrent déjà d a n s le 

cadre d u p r o g r a m m e d e M. Borei . B i e n qu'i ls n e pu i s sent guère être améhorés sous 

la forme où ils sont donnés , i ls sont imparfa i t s à u n certain p o i n t de v u e : leur dé faut 

es t d e concerner des cercles. P r e n o n s le cas s i m p l e d e la f o n c t i o n e2. L e s cercles de 

rempl issage auront leur centre sur l 'axe imagina ire , leur r a y o n sera d e l'ordre d e K 

si l 'on v e u t q u e la fonc t ion y prenne u n e fois a u m o i n s les va leurs d o n t le m o d u l e e s t 

compris entre eK e t e~K; c 'est b ien le résul tat q u e fournit t rès s ens ib l ement la théorie 

générale; on n e p e u t donc r ien lui d e m a n d e r de p lus . L ' inconvén ient es t que , d a n s ces 

cercles la fonc t ion prendra K/2rr fois env iron les va leurs d e m o d u l e vo i s in de 1, e t c . 

I l faudrai t donc cont inuer la d i s sec t ion de la f o n c t i o n à l ' intérieur d e ces cercles, le 

b u t à a t te indre é t a n t de savo ir si, d a n s le cas général c o m m e d a n s le cas s imple d e é, 

les cercles de rempl i ssage c o n t i e n n e n t des d o m a i n e s qui seraient à la fois domaines 

d 'univa lence e t d o m a i n e s d e rempl i ssage . Les bel les propriétés o b t e n u e s par M. Ahl ­

fors e t q u e j 'ai s ignalées p l u s h a u t p e r m e t t e n t déjà d'affirmer qu'i l e x i s t e d a n s 

les cercles de rempl issage des d o m a i n e s d 'un iva lence dans lesquels les va leurs de la 

fonc t ion c o u v r e n t l 'un au m o i n s d e c inq cercles arbitraires d e la sphère de R i e m a n n , 

extér ieurs les uns a u x autres . J e crois qu'i l do i t ex i s t er dans les cercles de rempl i ssage 

des d o m a i n e s d 'univa lence d a n s lesquels les va l eurs d e la fonc t ion c o u v r e n t u n do ­

m a i n e formé e n suppr imant sur la sphère d e R i e m a n n d e u x pe t i t s cercles e t d e u x 

p o i n t s a u p lus pu i s en r e n d a n t s i m p l e m e n t c o n n e x e . Quoiqu'i l e n soi t , o n v o i t q u e 

l 'on rejoint les recherches d e s auteurs qui se s o n t occupés des propriétés de la fonc­

t ion inverse des fonct ions uni formes e n se p r o p o s a n t sur tout d'effectuer le d é c o u p a g e 

d u p lan d e la variable e n d o m a i n e s d 'univa lence , e t parmi l e sque l s il faut citer, après 

les précurseurs H u r w i t z , D e n j o y e t B o u t r o u x , MM. Iversen , M a r t y e t Sh imizu . Mais 

ce q u ' o n cherche ici, c'est la poss ib ihté d'effectuer le d é c o u p a g e d e façon à m e t t r e en 

é v i d e n c e des propriétés métr iques d e s d o m a i n e s d 'un iva lence restreints o b t e n u s en 

suppr imant les po in t s où les va leurs prises s o n t v o i s i n e s d e d e u x va leurs except ionne l l e s . 

R e v e n o n s a u x résul tats acquis . L ' i m p o r t a n c e d e la c o n c e p t i o n des cercles de 

rempl i ssage découle de ce qui précède . I l faut s ignaler à leur suje t que le t h é o r è m e 

de J u l i a es t s o u v e n t énoncé sous la première forme donnée par son auteur : il e x i s t e 

des ang les d 'ouverture arbi tra irement p e t i t e d a n s lesquels le t h é o r è m e de P icard 

s 'apphque; on appel le alors direct ions d e J u l i a les bissectr ices de te l s angles . J 'ai 

proposé d e réserver à ces direct ions le n o m de P i c a r d en a t t r ibuant celui d e J u l i a à 

cel les qui sont e f f ec t ivement l imi tes de d irect ions de centres de cercles d e rem-
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pl issage . I l ex i s t e e n effet des direct ions d e P icard que n e sont p a s direct ions de Ju l ia . 

E n cons idérant des courbes a u l ieu de droites , on p e u t affirmer par e x e m p l e que , 

pour t o u t e fonct ion méromorphe ex i s t e des famil les d e spirales logar i thmiques qui 

s o n t courbes de P icard quel le que soi t la rotat ion q u ' o n leur fa i t subir a u t o u r de 

l'origine. Mais, lorsqu'une courbe es t courbe de Picard sans être courbe d e Jul ia , les 

d o m a i n e s d 'univa lence correspondants p e u v e n t ne fournir qu 'une fract ion d e la 

sphère d e R i e m a n n e t ont une grande d imens ion . On s 'en rend c o m p t e par e x e m p l e en 

a j o u t a n t à c 2 u n e fonc t ion invar iante par la subs t i tu t ion (z, kz), k, de m o d u l e supé­

rieur à 1 a y a n t s o n a r g u m e n t incommensurab le à w. 

L e théorème d e J u l i a e s t de nature métr ique à u n certain p o i n t de v u e , i l nous 

rense igne sur les d imens ions des domaines de remplissage; m a i s il ne l'est pas e n ce 

qui concerne le n o m b r e des zéros de / (z)—a. I l a bien é t é c o m p l é t é à ce po int de v u e par 

M. Saxer , ma i s d 'une manière encore insuff isante . E n ut i l i sant la formule de N e v a n ­

l inna, j 'a i m o n t r é qu 'on p e u t le complé ter dans le sens d u t h é o r è m e de Borei . E n m e 

bornant ici au cas des fonct ions d'ordre fini positif g, je signalerai ce résu l ta t : il 

e x i s t e u n e su i te d e cercles d e rempl issage d'ordre g. Ce s o n t des cercles Cn d o n t l e 

centre zn s 'éloigne indéf in iment , v u s de l 'origine sous u n angle qui t e n d vers o, tels 

que d a n s Cn, f (z) prend j zn

 < i + E " fois t o u t e valeur sauf a u plus des va leurs inté­

rieures à d e u x cercles de rayons r¡n de la sphère de R i e m a n n , | en j e t r¡n t e n d a n t vers 

o a v e c 1/n. M. Mil loux a c o m p l é t é ce genre de propos i t ions e t a é tud ié ces cercles 

d'une manière très précise, m ê m e dans le cas de l'ordre infini. D e l 'existence de te ls 

cercles o n dédui t cel le des demi-droi tes q u e j'ai appel lees direct ions de Borei ; ce sont 

les d irect ions l imi tes d 'arguments des centres zn; le t h é o r è m e de Bore i s 'applique dans 

t o u t ang le a d m e t t a n t pour bissectrice u n e tel le direct ion. Inversement , d'après une 

i m p o r t a n t e remarque de M. R a u c h , t o u t e direct ion tel le que le théorème de Borei 

s 'appl ique dans t o u t angle l ' admet tant pour bissectrice es t d irect ion de Borei; il n'y 

a p lus ici à établir de d i s t inct ions analogues à celles d o n t j 'ai parlé à propos des direc­

t i o n s de Jul ia e t de Picard, ce qui s 'expl ique par le fa i t qu 'on négl ige les su i tes de 

zéros d o n t l'ordre e s t nul . 

J e n'insisterai pas sur les d é v e l o p p e m e n t s auxque l s a donné l ieu ce t h é o r è m e qui 

c o n t i e n t c e u x de Ju l ia e t de Borei e t qui sont dus pr inc ipa lement à M. Mil loux; je 

dirai s e u l e m e n t que , grâce à la précis ion des énoncés ob tenus o n peut donner a u x 

résu l ta t s une forme analogue à celle que l 'on déduisai t pour t o u t le plan des m é t h o d e s 

de Lindelöf : si / (z) e s t d'ordre précisé g (r), il ex is te au moins une direct ion de Borei 

d'ordre précisé g (r). P o u r u n e fonct ion ent ière , il y a a u moins d e u x de ces direct ions , 

qu 'on p e u t appeler direct ions de Borei d'espèce m a x i m u m , dès q u e l'ordre dépasse 1/2. 

Je m e borne aussi à citer en passant q u e ceci s 'étend a u x fonct ions méromorphes 

e t d'ordre suffisant dans un angle e t a u x fonct ions m é r o m o r p h e s dans u n cercle. 
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Qu'i l s 'agisse d e d irect ions d e P icard , d e J u l i a , d e Bore i d e s d iverses e spèces , 

l e gros p r o b l è m e qui se p o s e e s t é v i d e m m e n t la d é t e r m i n a t i o n d e ces direct ions . I l e s t 

p e u a v a n c é , o n se t r o u v e encore e n que lque sorte dans la s i tua t ion où l 'on é t a i t à 

l ' époque d e Laguerre a v a n t q u e Po incaré e u t d é c o u v e r t l ' indice qui f ixa i t le genre; 

auss i fa i t -on ce q u e faisai t Laguerre . O n cherche à déduire des d irect ions re la t ives à 

u n e fonc t ion cel les re la t ives à certa ines fonc t ions transformées o u vo i s ines ; c 'est ce 

q u ' o n t fa i t M. Biernacki p o u r les d irect ions d e J u l i a d 'une fonc t ion ent ière e t d e sa 

dér ivée , MM. Biernacki e t R a u c h pour les d irect ions de Bore i des fonc t ions / (z) + 

g (z), g (z) é t a n t d'ordre inférieur à celui de / (z). 

P o u r les fonct ions ent ières , on e s t m o i n s désarmé; la cons idérat ion d e l'ordre d e 

grandeur d e la fonc t ion dans u n e d irect ion e t l ' emploi d 'un t h é o r è m e d e M. N e v a n -

h n n a p e u v e n t conduire à des rense ignements préc ieux e t à des propos i t ions assez 

précises dans le cas d e l'ordre infini, b e a u c o u p m o i n s précises pour l'ordre fini; à c e t 

ordre d' idées il f a u t ra t tacher u n t h é o r è m e qual i tat i f d e M. B i e b e r b a c h . 

Si Q (r) e s t u n ordre précisé c o n v e n a b l e m e n t chois i e t si l 'on considère l a fonc t ion 

de L inde lo f -Phragmén + 
i //» , • - l o g ! / ( r e < 8 ) | 
h (6) = l i m - ^ ; r ; - A 

d o n t les propriétés b ien c o n n u e s o n t é t é c o m p l é t é e s par M. P ó l y a , j 'ai ind iqué 

q u e les va leurs 0 h m i t a n t les angles où h (0) es t nu l d o n n e n t des d irect ions de Borei 

d 'espèce m a x i m u m ; Miss Cartwright a o b t e n u d e s propos i t ions b e a u c o u p plus pro­

fondes . 

On sa i t q u e lorsque Q (r) = 1, la fonct ion h (6) e s t dé terminée par les propriétés 

d u p o l y g o n e de s o m m a b i l i t é de Bore i d e la série d e Tay lor associée à f (z). On do i t 

à M. P ó l y a de bel les recherches sur ce sujet ; il a aussi rapproché le fait qu 'une série 

de Tay lor suf f i samment lacunaire a d m e t son cercle de convergence c o m m e coupure , 

de celui , d é m o n t r é par lui , qu 'une fonc t ion ent ière d'ordre infini d o n t le d é v e l o p p e ­

m e n t tay lor ien es t su f f i samment lacunaire a d m e t t o u t e d irect ion pour direct ion d e 

Ju l ia . Ses t r a v a u x o n t condu i t M. V . Berns te in a é m e t t r e l ' h y p o t h è s e sédui sante q u e 

les d irect ions de J u h a d'une fonct ion ent ière d'ordre précisé 1 s o n t les d irect ions des 

s o m m e t s du p o l y g o n e de Bore i de la fonc t ion associée , h y p o t h è s e qu'i l é t a y a i t sur 

u n certa in n o m b r e de fai ts . Après avo ir c o n s t a t é q u e certa ins e x e m p l e s m e t t a i e n t e n 

dé faut son énoncé , j 'ai p e n s é qu'i l d e v e n a i t e x a c t e n remplaçant les d irect ions d e 

J u h a par les direct ions de Bore i d'espèce m a x i m u m . Miss Cartwright a fait vo ir 

qu'i l n 'en e s t r ien. I l n'en reste pas m o i n s vrai q u e ces cons idérat ions p e u v e n t donner 

d'ut i les rense ignements ; Miss Cartwright a m o n t r é entre autres propos i t ions que , 

si la fonct ion associée à / (z) a d m e t s o n cercle de convergence c o m m e coupure , 

/ (z) possède a u m o i n s quatre d irect ions d e Bore i d'espèce m a x i m u m , m a i s p e u t 

n 'avoir q u e quatre direct ions de Ju l ia . 
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Lorsqu'on passe au cas de l'ordre précisé que lconque , les fonct ions d e Mit tag-

Leffler o u des fonct ions ana logues p e u v e n t d e m ê m e servir à définir des fonct ions 

associées d o n t les s ingulari tés rense ignent sur les direct ions de Bore i de / (2). 

D a n s le cas de l'ordre infini o n p e u t obtenir des résul tats ana logues e t retrouver 

par c e t t e vo ie le t h é o r è m e c i té de M. P ó l y a , o n trouve aussi que , si la fonct ion 

associée à / (2) construi te d 'une certaine façon possède une étoi le d 'holomorphie d o n t 

la frontière se c o m p o s e u n i q u e m e n t de demi-dro i tes d o n t le pro longement passe par 

l'origine, ces demi-dro i tes s o n t les direct ions de Bore i d'espèce m a x i m u m d e / (2). 

E s t - c e là u n cas particul ier d 'une propos i t ion générale d o n t l 'énoncé es t assez é v i d e n t 

pour que j e l ' omet te? Après la d é c o n v e n u e d o n t j 'ai parlé t o u t à l'heure, i l semble 

p r u d e n t de s 'abstenir de pronost iquer sur ce po in t qui appel le de nouve l les re­

cherches . 

U n prob lème d'une nature p lus générale est celui de l 'é tude d e la dis tr ibut ion des 

va leurs d e la fonc t ion dans u n e direct ion que lconque; je l'ai abordé dans u n mémoire 

récent e n ut i l i sant la n o t i o n d'ordre m o y e n dans une direct ion. Voici ce que j ' entends 

par là : / (2) é t a n t u n e fonct ion méromorphe d'ordre fini Q pour fixer les idées , o n 

prend u n e demi-dro i te A p a s s a n t par l'origine e t u n angle S a d m e t t a n t A pour 

bissectr ice; lorsque l 'ouverture de S t e n d vers o l ' exposant de convergence des zéros 

d e / (z)—a s i tués d a n s 8 t e n d vers u n e l imi te r (a). On t r o u v e q u e ce t t e l imi te a une 

m ê m e va leur Q (A) pour t o u s les a sauf pour certains a except ionne l s ; il y a d e u x a au 

plus pour lesquels r (a) < Q (A), mais il p e u t y en avoir pour lesquels r (a) > g (A). 

Ma d é m o n s t r a t i o n prouve q u e l 'ensemble de ces derniers e s t au plus de mesure 

l inéaire nul le , c'est pourquoi j 'appel le g (A) l'ordre m o y e n dans la direct ion A. J e n e 

sais d'ail leurs pas quel les sont les vér i tables propriétés de cet ensemble except ionne l 

sauf si g (A) = g, cas dans lequel o n r e t o m b e sur une direct ion de Borei , Q (A) peut 

être défini a u t r e m e n t e n s u i v a n t une idée de M. A. B l o c h qui a surtout é t é mise en 

œ u v r e par MM. Sh imizu e t Ahlfors dans le cas d u p lan entier. Considérons le secteur 

formé par les p o i n t s de S correspondant à j z | g r; lorsque z décrit ce secteur le 

po in t / (2) décrit sur la sphère de R i e m a n n u n d o m a i n e à feui l lets mul t ip le s dont je 

dés igne par ¡1 (r, S) l'aire to ta l e ; si l 'on pose 

,,(S) l im l o « " ( ' - " S " ) 
l o g r 

o (A) e s t la l imi te de a (S) lorsque l 'ouverture de S t e n d vers o. 

B i e n d'autres ques t ions se p o s e n t : quel les sont les propriétés générales des v a ­

leurs except ionne l l e s dans les diverses direct ions? D e s cons idérat ions ana logues 

peuvent -e l l e s être déve loppées dans le cas des fonct ions algébroïdes? E t c . C o m m e 

toujours , chaque problème résolu soulève des problèmes n o u v e a u x , chaque pas e n 

a v a n t a u g m e n t e a u l ieu de le d iminuer le n o m b r e des ques t ions qu i se p o s e n t encore . 
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S u r l e s e n s e m b l e s d e p o i n t s q u ' o n s a i t 
d é f i n i r e f f e c t i v e m e n t 

Par Waclaw Sierpiñski, Varsovie 

Lorsque n o u s a v o n s défini u n objet particulier p jouissant d 'une propriété donnée 

P, n o u s d isons q u e nous a v o n s u n exemple effectif d 'un o b j e t jou i s sant d e la pro­

pr ié té P. 

Si s imple q u e so i t c e t t e no t ion , que lques fa i ts qui s'y r a t t a c h e n t s e m b l e n t être u n 

p e u i an t t endus . C'est sur tout s o n rapport à l ' ax iome d u cho ix qui n'est p a s te l q u ' o n 

pourrai t le croire a u premier c o u p d'ceil. 

Lorsqu' i l s 'agit d e donner u n e x e m p l e effectif d 'un o b j e t jou issant d 'une pro­

pr ié té donnée P , i l y a des cas , où n o u s s a v o n s définir e f f e c t i v e m e n t u n obje t p, 

m a i s n o u s n e s a v o n s p a s démontrer sans a d m e t t r e l ' a x i o m e d u c h o i x q u e ce t obje t p 

jou i t d e la propriété P. Te l e s t p . e. le cas d 'un ensemble b i e n ordonné de puissance 

d u cont inu . E n 1921, e n ut i l i sant , u n e idée d e M. Hartogs, j 'a i défini e f f ec t ivement un 

e n s e m b l e b ien ordonné E, d o n t s eu lement e n ut i l i sant l 'ax iome d u cho ix n o u s s a v o n s 

démontrer qu'il a la puissance d u c o n t i n u 1 ) . O n pourrait c i ter ici aussi l ' exemple d 'une 

fonc t ion d e la tro is ième classe de Baire, au m o i n s si l 'on conçoi t les c lasses d e Baire 

a u sens idéal is te . 

I l y a d'autres cas , où n o u s s a v o n s démontrer , sans uti l iser l ' ax iome d u cho ix , 

qu'i l ex i s t e des obje t s jou i s sant d'une certa ine propriété P , ma i s nous n e s a v o n s pas 

définir e f fec t ivement a u c u n te l objet . Voici u n e x e m p l e . N o u s dirons qu 'une fonc t ion 

d'une variable réelle / (x) jou i t de la propriété P, ou bien si el le n'est pas cont inue e t 

sat is fa i t à l ' équat ion fonct ionnel le / (x + y) = f (x) - f / (y) (pour x e t y réels) , ou 

b ien si t o u t e fonc t ion d'une variable réelle cp (x) qui sat isfait à l ' équat ion fonct ionne l le 

cp (x -\- y) = cp (x) - j - cp (y) e s t cont inue . I l ex i s t e é v i d e m m e n t des fonc t ions jou i s sant 

d e la propriété P e t leur ex i s t ence p e u t être d é m o n t r é e s a n s faire appe l à l ' ax iome 

d u cho ix . Cependent nous n e s a v o n s définir e f f ec t ivement a u c u n e fonc t ion jouissant 

d e la propriété P. 

On p e u t encore dire qu'i l y a des cas où nous s a v o n s définir e f f ec t ivement u n 

obje t , ma i s la d é m o n s t r a t i o n que ce t obje t appart i ent à u n certa in ensemble Et e x i g e 

l 'appl icat ion de l 'ax iome d u cho ix , e t , d'autre part , il y a des cas , où n o u s s a v o n s 

d é m o n t r e r sans faire appel à l 'ax iome d u cho ix qu 'un e n s e m b l e E2 e s t n o n v ide , m a i s 

n o u s n e s a v o n s pas définir e f f ec t ivement a u c u n de ses é l é m e n t s ( m ê m e en ad-

]) Fundamenta Mathematicae t. II , p. 117. 
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m e t t a n t l ' ax iome d u cho ix pour d é m o n t r e r q u e l 'objet e f fec t ivement défini appar­

t i e n t à E2). 

I l y a aussi d e s cas , où n o u s s a v o n s démontrer sans faire appe l à l 'ax iome d u cho ix 

q u ' u n ensemble E e s t n o n v i d e e t où n o u s s a v o n s définir e f fec t ivement u n obje t , dont 

n o u s s a v o n s démontrer , e n ut i l i sant l ' ax iome du cho ix , qu'i l e s t u n é l é m e n t de E, 

mais , que l q u e so i t l 'objet d o n n é p, n o u s n e s a v o n s pas démontrer , au m o i n s sans 

faire appe l à l ' a x i o m e d u cho ix , qu'il appart i ent à E. (Il suffirait de prendre pour 

E la s o m m e de d e u x ensembles te ls que Ex e t E2, e n les s u p p o s a n t disjoints . ) 

E n r é s u m a n t , o n vo i t q u e l'utilisation de l'axiome du choix dans la démonstration 

d'existence d'un ensemble et la possibilité de choisir un élément de cet ensemble sont des 

faits indépendants l'un de l'autre. 

I l e s t à remarquer qu'i l y a aussi des cas où n o u s s a v o n s démontrer qu 'un en­

semble donné E e s t n o n v i d e e t où nous s a v o n s définir e f fec t ivement u n objet , mais 

la d é m o n s t r a t i o n q u e c e t obje t appart i ent à E n e p e u t être achevée , dans l 'état 

ac tue l d e la Sc ience , que si l 'on a d m e t l 'hypothèse d u cont inu (2*o = S i ) . Tel e s t p . e. 

l 'ensemble 0 d e fonct ions d 'une variable réelle défini c o m m e il suit. N o u s dirons 

q u ' u n e fonct ion d 'une variable réelle / (x) appart ient à 0 o u bien si l 'ensemble de 

t o u t e s les va leurs d e / (x) (pour x réels) a u n e puissance intermédiaire entre Ho e * 

2*o, o u b ien si l ' ensemble d e valeurs de t o u t e fonct ion d'une variable réelle qu i nes t 

pas fini ni dénombrab le , a la puissance d u cont inu . 

Lorsqu' i l s 'agit des e n s e m b l e s n o n v ides dans lesquels nous n e savons choisir au ­

c u n é l ément , il e s t à remarquer qu'il n e suffit pas , pour obtenir u n te l ensemble E, 

de prendre u n ensemble n o n v i d e Ex e t u n ensemble E2, d o n t n o u s ne s a v o n s pas s'il 

es t v i d e ou n o n , e t de poser E = Ex si E2 e s t v ide , e t E = E2 s inon. P. e. si l 'on 

prend pour Ex l ' ensemble d e t o u s les nombres nature ls e t pour E2 l ' ensemble d e tous 

les e x p o s a n t s pour lesquels le grand t h é o r è m e d e F e r m â t e s t faux , n o u s s a v o n s 

définir e f f ec t ivement u n é l é m e n t p de E. I l suffit de poser p = 1 si le grand théorème 

de F e r m â t e s t vra i e t , dans le cas contraire de dés igner par p le plus pe t i t e x p o s a n t 

pour lequel il e s t faux . P o u r que l 'ensemble E jouisse d e la propriété désirée, il faut 

q u e m ê m e dans l 'hypothèse q u e l 'ensemble E2 est n o n v ide , o n n e sache choisir au ­

c u n é l é m e n t d e E2. 

P e u t - o n définir des ensembles de points d e ce t te na ture ? Oui, c o m m e l'a d é m o n t r é 

M. Lusin, ma i s c e s ensembles s o n t assez compl iqués . 

Ce sont MM. E m i l e Borei e t Henri Lebesgue qui o n t c o m m e n c é l 'étude s y s t é m a ­

t ique des e n s e m b l e s d e p o i n t s qu 'on sai t définir e f fec t ivement . 

E n par tant des ensembles é lémenta ires , p . e. des interval les , e t en appl iquant u n 

nombre fini ou u n e infinité dénombrable de fois les opérat ions d'addit ion e t de sous­

tract ion (resp. d e mult ip l icat ion) d 'ensembles , o n obt i ent les ensembles appelés 

mesurables B. Mais , lorsqu'il s'agit des ensembles qu 'on sait définir e f fec t ivement , ce 
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s o n t d é j à les p l u s s imples c lasses d 'ensembles mesurables B qui présentent des 

g r a n d e s diff icultés . 

Que l s s o n t les interval les q u e n o u s s a v o n s définir e f fec t ivement? P o u r définir u n 

in terva l l e , il f a u t définir ses e x t r é m i t é s . L e prob lème se rédui t donc a u s u i v a n t : 

Que l s s o n t les n o m b r e s réels q u e n o u s s a v o n s définir e f f ec t ivement? 

„ U n e c lass i f icat ion des n o m b r e s incommensurab le s v r a i m e n t définissables s ' im­

p o s e t o u t d'abord - d i t M. E m i l e Borei2) - c ' e s t là u n sujet très difficile, m a i s d a n s lequel 

la m o i n d r e c o n q u ê t e e s t inf in iment précieuse par ses répercuss ions; o n a t t e in t ici la 

s u b s t a n c e v i v a n t e e l l e - m ê m e d o n t s o n t fa i ts t o u s les êtres m a t h é m a t i q u e s ; r ien 

n'est p lus i m p o r t a n t que les propriétés d u n o m b r e . " 

D a n s ce t ordre sont à c i ter les idées de M. D . Hilbert, qui définit les n o m b r e s 

irrat ionnels a u m o y e n des express ions d i tes fonctionnelles e t fa i t la c lassif icat ion d e ces 

fonct ionne l les . 

T o u t n o m b r e réel x p e u t être écrit sous la forme 

1 1 1 
x = Ex H 1 1 h 

2"l 2"l + "2 2 " l + n 2 + "3 

o ù «i , n2, n2, . . . e s t une su i te infinie de nombres naturels . N o t r e problème se réduit 

d o n c encore au s u i v a n t : Quelles sont les suites infinies de nombres naturels qu'on sait 

définir effectivement^ L 'é tude de ce problème i m p o r t a n t n'est q u e c o m m e n c é e . E l l e 

e s t i n t i m e m e n t liée avec l ' é tude des opérat ions é lémentaires sur les su i tes infinies 

d 'ent iers . 

E n par tant d'un ensemble de p o i n t s e f f ec t ivement défini o n o b t i e n t d'autres 

e n s e m b l e s de m ê m e nature , e n lui app l iquant des opérat ions é lémenta ires . S a n s 

pré tendre d'énumérer ici t o u t e s les opérat ions connues dont le d o m a i n e e t le contre-

d o m a i n e sont des ensembles de po ints , nous e n donnerons ici que lques e x e m p l e s . L e s 

p lus s imples ce s o n t les opérat ions d e prendre le complémenta ire CE d 'un ensemble 

d e p o i n t s E par rapport à l 'espace dans lequel il e s t s i tué - opération C, e t l 'opérat ion 

d e projet ter u n ensemble s i tué dans l 'espace à m d imens ions sur l 'espace à m - 1 di­

m e n s i o n s - opération P. P o u r que c e t t e dernière opérat ion soi t u n i v o q u e , c o n v e n o n s 

q u e l a project ion d u po in t (xu x2, . . . , xm_u xm) e s t le p o i n t (xt, x2, . . ., xm.x) 

( la projec t ion d'un ensemble de po in t s é t a n t l ' ensemble de project ions de ses po ints ) . 

Ces d e u x opérat ions . P e t C, appl iquées u n n o m b r e fini de fois e n par tant des 

e n s e m b l e s fermés s i tués dans u n espace à un nombre que lconque d e d imens ions , 

c o n d u i s e n t a u x ensembles de po ints , appe lés par M. Nico las Lusin ensembles projec-

tifs. L e s ensembles PF, où F e s t u n ensemble fermé d'un e space à u n n o m b r e quel­

c o n q u e de d imens ions , co ïnc ident a v e c les e n s e m b l e s appelés Fa ( s o m m e s d'infinités 

- E. Borei: Méthodes et problèmes de la th. des fonctions. Paris 1922, p. 146. 
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d é n o m b r a b l e s d 'ensembles fermés); les ensembles CPF - a v e c les ensembles G6 

{produits d' infinités dénombrables d 'ensembles ouver t s ) qui jouent , c o m m e o n sait , 

u n rôle i m p o r t a n t d a n s la théor ie des fonct ions de variables réelles e t dans la t o p o ­

logie . L e s ensembles PCPF co ïnc ident avec les e n s e m b l e s analytiques, (A) , de 

MM. Souslin e t Lusin. L e s ensembles qui sont e n m ê m e t e m p s PCPF e t CPCPF 

co ïnc ident a v e c les ensembles , mesurables B (ce qui résul te d'un t h é o r è m e de 

Souslin). Quant a u x e n s e m b l e s PC PCPF on sait qu' i ls n e p e u v e n t avoir u n e puis ­

s a n c e intermédiaire entre Ni e t 2*o, mais o n ne sait p a s s'ils s o n t tous mesurables L. 

Or, o n n e sai t rien sur la puissance des ensembles CPCPCPF. 

A u p o i n t d e v u e qui n o u s intéresse ici il e s t à remarquer qu 'au m o m e n t où l'on a 

in trodui t les e n s e m b l e s mesurables B (1905) , t o u s les ensembles de p o i n t s qu 'on 

sava i t définir e f f ec t ivement é ta i ent mesurables B, e t a u m o m e n t où MM. Smislin e t 

Lusin in troduisa ient les ensembles ana ly t iques (1917) , t o u s les ensembles qu'on 

s ava i t n o m m e r ( m ê m e s les , ,monstres art i f ic ie l lement créés", s u i v a n t une express ion 

d e M. Borei), é ta i en t o u b ien ana ly t iques ou bien d e s complémenta ires des e n s e m ­

bles ana ly t iques . U n e pareil le s i tuat ion é ta i t au m o m e n t où M. Lusin a introdui t (en 

1924) les ensembles project i fs . 

Mais dès ce m o m e n t on sava i t n o m m e r des ensembles de po ints qui ne sont pas 

project i f s : la poss ib i l i té d e définir de te l s ensembles résulte d u fait qu 'une s o m m e 

d'une infinité d é n o m b r a b l e d 'ensembles projectifs p e u t pas être u n ensemble 

projectif. Ce fait a d o n n é l ieu à une classif ication transfinie des ensembles projectifs 

( c o m m e le font MM. Kantorovitch e t Livenson). Mais o n sai t aussi n o m m e r des en­

semble s de p o i n t s qui n 'entrent pas d a n s ce t t e classif ication. 

U n grand n o m b r e de prob lèmes de la théorie d e s ensembles de po in t s se réduit 

au problème s u i v a n t : E x a m i n e r s'il e x i s t e ou non u n ensemble projectif jou issant 

d'une propriété d o n n é e P. Ce problème, c o m m e n o u s le verrons t o u t d e suite , se 

réduit à son tour a u problème s'il ex i s t e ou non des nombres réels jou issant d'une 

propriété Pt d é p e n d a n t de la propriété P3). 

E n effet , on sai t définir u n e fonct ion / (x) qui fa i t correspondre à t o u t nombre 

réel x u n ensemble projectif / (x) de sorte qu'on o b t i e n t au moins une fois chaque 

ensemble projectif lorsque x parcourt les nombres réels . I l suffit donc d'appeler Pi la 

propriété du n o m b r e réel a; qui consis te e n ce que l 'ensemble / (x) joui t de la pro­

priété P. 

O n p e u t encore dire que notre problème se réduit au problème si u n certain en­

semble de nombres réels e s t v ide ou n o n . S o u v e n t o n démontre encore que cet en­

semble e s t projectif e t d'une classe déterminée . Parfois m ê m e en a d m e t t a n t qu'il 

est n o n v ide , nous ne s a v o n s en choisir a u c u n é lément . Tel es t p . e., d'après M. Lusin, 

3 ) Cf. la méthode de résolvantes de M. Lusin. 
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l e c a s auque l c o n d u i t l e prob lème d 'ex i s tence des c o m p l é m e n t a i r e s a n a l y t i q u e s n o n 

d é n o m b r a b l e s s a n s sous -ensembles parfa i ts . 

L e s e n s e m b l e s project i fs s 'obtenant des e n s e m b l e s fermés par les opérat ions 

é l émenta ires (par u n e superpos i t ion d 'un n o m b r e fini des opérat ions P e t C), le pro­

b l è m e quel les s o n t les e n s e m b l e s project i fs q u ' o n sai t définir e f f e c t i v e m e n t se rédui t 

d o n c a u p r o b l è m e ana logue c o n c e r n a n t l e s e n s e m b l e s fermés , o u , ce q u i r e v i e n t a u 

m ê m e , a u problème concernant leurs complémenta ires , c 'est-à-dire les e n s e m b l e s 

ouverts. Or, t o u t ensemble ouver t d'un espace à m d imens ions es t , c o m m e o n sait , la 

s o m m e d e t o u t e s les sphères rat ionnel les ouver tes qu'i l c o n t i e n t (c'est-à-dire d e s 

sphères d o n t le r a y o n e s t rat ionnel e t d o n t le centre a des coordonnées rat ionnel les ) , 

e t , d 'autre part , o n sa i t n o m m e r u n e su i t e infinie, 

Si, S 2 , S 3 , . . . . 

formée d e t o u t e s les sphères rat ionnel les d 'un e space à m d imens ions . Ains i , pour 

définir u n e n s e m b l e ouver t , E, i l suffit d e donner u n e su i t e infinie d e n o m b r e s 

na ture l s nu w 2 , nz, . . . , te l le q u e 

E = Sni + S„2 + 8^+ . . . . 

Ains i le prob lème quel les s o n t les ensembles projectifs q u ' o n sai t définir effec­

t i v e m e n t se rédui t a u problème d o n t n o u s a v o n s déjà parlé p l u s h a u t : quel les s o n t 

les su i t e s infinies d e nombres nature l s qu 'on sai t définir e f f ec t ivement? Ce problème 

se présente donc c o m m e f o n d a m e n t a l dans les recherches qui n o u s intéressent . 

Mais définir u n e su i te infinie d e n o m b r e s nature l s c'est définir une propriété d e 

ces n o m b r e s (la propriété d'appartenir à la su i te d o n n é e - si l 'on v e u t ) . Ainsi notre 

p r o b l è m e se rédui t au s u i v a n t : 

Quelles sont les propriétés de nombres naturels que nous savons définir effectivement ? 

Mais r e v e n o n s a u x opérat ions sur les e n s e m b l e s de p o i n t s . Si l 'on passe e n 

v u e les m é t h o d e s de les définir d o n t n o u s d i sposons ac tue l l ement , o n v o i t qu'e l les 

sont très peu nombreuses . P a r m i e u x sont à dist inguer, par leur s impl ic i té e t e n 

m ê m e t e m p s par leur général i té , l es opérat ions d u crible, d o n t l ' idée e s t d u e à 

M. Lusin. 

H é t a n t u n ensemble p l a n e t P u n e propriété des e n s e m b l e s l inéaires, dés ignons 

par rp (H) l ' ensemble de t o u s les n o m b r e s réels a, t e l s que la droi te x = a rencontre 

l ' ensemble p lan H en u n ensemble l inéaire H (a) jou i ssant de la propriété P. On d i t 

que l 'ensemble E = TP (H) est o b t e n u de l 'ensemble H c o m m e criblé au moyen 

de la propriété P. 

E n p a r t a n t des ensembles H e t des propriétés P très s imples , on o b t i e n t parfois 

par l 'opérat ion d u crible des e n s e m b l e s très compl iqués . P . e. e n p a r t a n t des e n ­

semble s H fermés e t en prenant c o m m e P la propriété de conten ir au m o i n s u n po in t 

à l 'ordonnée irrationnelle , o n obt i ent , c o m m e ensembles rp (H) (d'après MM. Kura-
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towski e t Szpilrajn) t ous les ensembles ana ly t iques l inéaires. E n par tant d e s en­

semble s H f ermés e t e n prenant c o m m e P la propriété d'être u n ensemble d é n o m ­

brable , o n o b t i e n t c o m m e ensembles rp (H) ( c o m m e nous a v o n s d é m o n t r é a v e c 

M. Mazurkiewicz) t o u s les complémenta ires ana ly t iques l inéaires. 

D é s i g n o n s m a i n t e n a n t , pour les n o m b r e s ord inaux a, par Pa la propriété d 'un 

e n s e m b l e l inéaire, s i tué sur une parallèle à l 'axe d'ordonnées , d'être b ien ordonné 

d'après la grandeur des ordonnées de ses po ints , d u t y p e ordinal a. 

Chaque e n s e m b l e p lan H d o n n é détermine ainsi u n e suite transfinie d 'ensembles 

l inéaires 

Ea = rPa (H). 

Si l 'on prend pour H un ensemble p lan fermé convenab le (qu'on sa i t définir 

e f f ec t ivement ) , o n obt ient pour Eu u n e sui te transf inie d 'ensembles mesurables B, 

d o n t les c lasses n e sont l imitées par a u c u n nombre transfini de la seconde classe d e 

Cantor. O n o b t i e n t ainsi des e x e m p l e s effectifs des ensembles mesurables B d'une 

classe auss i é l evée q u e l 'on v e u t . 

E n ce qui concerne les autres opérat ions c o n n u e s sur les ensembles de po ints 

( c o m m e celle d e prendre l 'ensemble de t o u t e s les d i s tances entre d e u x po in t s d'un 

ensemble donné , o u bien celle de prendre l 'ensemble de t o u s les po ints l inéairement 

access ibles d 'un ensemble donné) , il e s t à remarquer que , effectuées sur les ensembles 

projectifs , e l les d o n n e n t toujours les ensembles project ifs . P a r c o n s é q u e n t elles 

n'é largissent p a s la famil le des ensembles de po in t s que nous savons définir effec­

t i v e m e n t . 

E n p a r t a n t d 'une suite infinie d 'ensembles e f f ec t ivement définis Elt E2, E3, . . . , 

o n o b t i e n t des n o u v e a u x ensembles , e n appl iquant à ce t t e su i te une opérat ion déter­

minée / (Ex, E2, E3, . . . ) . I l s'agit donc de savoir quel les sont les opérat ions sur u n e 

su i te infinie d 'ensembles que nous s a v o n s définir e f f ec t ivement . 

Voic i u n cas particul ier de tel les opérat ions . nlt n2, n3, . . . é t a n t une su i te infinie 

donnée de n o m b r e s naturels , posons 

/ (Eu E2, E3, ...) = E,h + Eni + Ens + . . . 

A t o u t e su i te infinie de nombres nature ls e f f ec t ivement définie correspond donc 

une opérat ion e f f ec t ivement définie / sur une su i t e infinie d 'ensembles . On géné­

ralise c e t e x e m p l e , e n prenant , au l ieu de l 'opérat ion cp (Ex, E2, E3, ...) — Ex -{-

E2 + E3 + . . . . u n e opérat ion cp que lconque e f f ec t ivement définie e t e n posant 

(pour u n e su i te d' indices nu n2, n3, . . . donnée) 

f(Eu E2, Et, . . . ) = v ( E n i , E n t , E v ...) 

Ici l 'opérat ion / e s t définie par une su i te infinie d' indices , donc , par u n n o m b r e réel. 

Mais o n c o n n a î t aussi des opérat ions sur les su i tes infinies d 'ensembles qui s o n t 
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déf inies par u n ensemble d e n o m b r e s réels . Tel les sont p . e. les opérat ions d e M. 

F. Hausdorff. 

Soi t M u n e n s e m b l e d o n n é de n o m b r e s réels d e l ' interval le (0,1) . P o s o n s 

fit (Ki, E2, E3, ...) = E E^E^E^ , 

où l a s o m m a t i o n E s ' é tend à t o u t e s les su i te s infinies d e n o m b r e s nature l s nu «2, n3, 

. . . , te l les que l e n o m b r e réel 

1 1 1 
x = 1 1 h 

2«i 2 n | + "2 2 n i + n 2 + n 3 

a p p a r t i e n t à M. 

L e problème quel les sont les opérat ions d e M. Hausdorff q u ' o n sai t définir effec­

t i v e m e n t é q u i v a u t donc au problème : que l s sont les e n s e m b l e s d e n o m b r e s réels q u ' o n 

sa i t définir e f f ec t ivement . L 'opérat ion (A) de MM. Souslin e t Lusin p e u t ê tre re­

gardée c o m m e u n cas part icul ier d e l 'opérat ion de M. Hausdorff. E f f ec tuée sur les 

in terva l les , el le d o n n e t o u s les e n s e m b l e s a n a l y t i q u e s . 

C o m m e n o u s s a v o n s définir e f f ec t ivement u n e sui te transfinie d u t y p e Q, 

Ea (a < £3), d 'ensembles d e p o i n t s s a n s é l é m e n t s c o m m u n s d e u x à d e u x , n o u s p o u ­

v o n s faire correspondre à t o u t e su i te transfinie du t y p e Q d e nombres ord inaux 

a ? < Q ( f < Q) p . e. l ' ensemble 

* K, 

T o u t e su i te transfinie d u t y p e Q d e nombres ord inaux < Ü q u e n o u s s a v o n s 

définir e f f ec t ivement dé termine donc u n ensemble d e po in t s . Il e s t é v i d e n t q u ' o n 

o b t i e n t ainsi des e x e m p l e s effectifs d 'ensembles d e p o i n t s très compl iqués . 

A i n s i il y a des prob lèmes de déf init ions effect ives des e n s e m b l e s d e p o i n t s qui 

ne se ramènent p a s à n o m m e r des propriétés des sui tes d e n o m b r e s naturels , m a i s 

qui se ra mènent à cel les des sui tes transfinies d e nombres o r d i n a u x . 

I l y a des cas , où il e s t poss ible , m a i s très difficile de donner u n e x e m p l e effectif 

d 'un e n s e m b l e de p o i n t s jou i s sant d 'une propriété donnée . Tel e s t p . e. l e cas d 'un 

e n s e m b l e p l a n fermé F de mesure pos i t i ve , jou i s sant d e la propriété s u i v a n t e : que l 

q u e so i t le po int p de F, il ex i s t e une droi te qui a a v e c F s e u l e m e n t le po in t p e n c o m ­

m u n . ( U n tel ensemble a é té construi t par M. O. Nilcodym.) 

Or, il y a b e a u c o u p de cas , où n o u s n e s a v o n s pas , dans l ' é ta t ac tue l d e la Sc ience , 

de d o n n e r a u c u n e x e m p l e effectif d 'un ensemble jou issant d 'une propriété d o n n é e P , 

m ê m e pour les propriétés qui s e m b l e n t être très s imples e t qui se p r é s e n t e n t t o u t 

n a t u r e l l e m e n t dans la théorie des e n s e m b l e s de p o i n t s . 

N o u s n e conna i s sons p . e. a u c u n e x e m p l e effectif d 'un e n s e m b l e n o n d é n o m b r a b l e 
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d e p o i n t s qui ne cont i enne a u c u n sous-ensemble parfait . Pare i l l ement pour u n en­

s e m b l e n o n mesurable au sens de M. Lebesgue, aussi pour u n ensemble qu i es t de 

seconde catégorie d e Baire dans t o u t interval le en m ê m e t e m p s q u e son c o m p l é m e n ­

taire . On n e c o n n a î t a u c u n ensemble p l a n particulier qui soit coupé par t o u t e droite 

d u p l a n e n d e u x po in t s . N o u s n e connaisonss n o n p l u s a u c u n e x e m p l e effectif d'un 

e n s e m b l e n o n dénombrab le de points , d o n t l ' interval le n e serait pas une i m a g e con­

t inue . Pare i l l ement pour u n ensemble linéaire n o n dénombrable en m ê m e t e m p s 

que son complémenta i re qui cont ient t o u t e sa trans lat ion , abstract ion fa i te d'un 

e n s e m b l e d e pui s sance inférieure à cel le d u cont inu . L 'ex i s tence de t o u s ces en­

semble s p e u t être c e p e n d a n t d é m o n t r é e à l'aide d e l 'ax iome d u choix . 

On n e sai t p a s aussi définir e f f ec t ivement un e n s e m b l e de p o i n t s de puissance Xi, 

p r o b l è m e qui es t a v e c raison regardé par M. Lusin c o m m e u n e forme affaiblie d u 

p r o b l è m e d u c o n t i n u e t aussi lo in d'être résolu. 

Moins encore q u e les ensembles de p o i n t s sont é tud iées les famil les d 'ensembles 

de p o i n t s que n o u s s a v o n s définir e f fec t ivement . R e m a r q u o n s ici seu lement que nous 

s a v o n s définir e f f ec t ivement u n e famil le formée de S i ensembles d is t incts mesurables 

B. I l e n résulte q u e nous s a v o n s n o m m e r Ki fonct ions représentables ana ly t ique-

m e n t ; or, n o u s n e s a v o n s p a s n o m m e r Ki fonct ions d i s t inc tes d'une m ê m e classe de 

Baire. N o u s s a v o n s aussi définir e f fec t ivement u n e famil le formée de 2*i ensembles 

d e p o i n t s . 

I l e s t à remarquer encore que n o u s s a v o n s n o m m e r K2 famil les d i s t inctes d'en­

semble s de po in t s , m a i s n o u s n e savons p a s n o m m e r ^2 ensembles de po ints différents. 



S u r l e s l i a i s o n s e n t r e l e s g r a n d e u r s a l é a t o i r e s 

Par S. Bernstein, Kharkow 

1 0 U n des tra i t s caractér is t iques les p lus frappants d e la sc ience m o d e r n e es t le 

rôle i m p o r t a n t qu'el le e s t obl igée d e réserver a u x s c h é m a s d e la théor ie des proba­

bi l i tés . A première v u e c e t t e transformat ion d e la m é t h o d e de cons truc t ion sc ien­

t i f ique parait inconci l iable a v e c le principe dé termin i s te d e la sc ience c lass ique, 

d 'après lequel , t o u t p h é n o m è n e part icul ier e s t é q u i v a l e n t à u n certa in n o m b r e d e 

grandeurs l iées par des re lat ions différentiel les , fonct ionnel les ou autres , te l les 

q u e l ' influence d u reste d e l 'univers sur le p h é n o m è n e considéré cons i s te uni­

q u e m e n t à f ixer u n n o m b r e suff isant d e ces grandeurs pour fournir les condi t ions 

ini t ia les o u a u x l imi tes qui d é t e r m i n e n t c o m p l è t e m e n t t o u t e s l es autres . Or, c e t t e 

formule dé termin i s te n'est q u ' u n e déc larat ion invérif iable , puisqu'el le e x c l u t la 

poss ibi l i té de répéter u n e expér ience d a n s les m ê m e s condi t ions , e t la sc ience pos i t ive 

a p r a t i q u e m e n t appl iqué , e n général , u n e formule causa l i s te u n p e u différente qui 

e l l e - m ê m e n'est q u ' a p p r o x i m a t i v e m e n t compat ib le a v e c la précédente . On remplace 

le p h é n o m è n e réel par u n s c h é m a abstra i t caractérisé par les m ê m e s grandeurs , e t 

o n a d m e t que les d o n n é e s a u x l imi tes qu i dé terminent le p h é n o m è n e p e u v e n t être 

f ixées p lus ou m o i n s arbi trairement i n d é p e n d e m m e n t de l 'é tat d u reste d e l 'univers . 

11 es t é v i d e n t que le principe dé termin i s te remplacé ainsi par le principe de cau­

sal i té , seul p r a t i q u e m e n t ut i l i sable , n e saurait ê tre r igoureusement e t universe l l ement 

appl icable sans t o m b e r e n contradic t ion a v e c la formule dé termin i s te c o m p l è t e 

d o n n é e p lus h a u t ; d e p lus , e n constru i sant des s c h é m a s abs tra i t s qu i d é c o m p o s e n t 

la réal i té e n part ies i n d é p e n d a n t e s d'une s tabi l i té parfaite , le principe de causal i té 

i m p o s e de l u i - m ê m e la nécess i té d 'une nouve l l e cons truc t ion log ique qui réunirait 

d a n s u n s y s t è m e de nature différente l ' ensemble des p h é n o m è n e s qu'i l déclare in ­

d é p e n d a n t s . 

Ains i , par e x e m p l e , le fa i t q u e le sens d u d é p l a c e m e n t d 'un po in t mobi le sur u n 

a x e d o n n é es t i n d é p e n d a n t d u cho ix d e la direct ion pos i t i ve sur cet a x e , s 'exprime 

par l 'aff irmation q u e les d e u x s ignes du d é p l a c e m e n t sont é g a l e m e n t probables . D e 

m ê m e , l ' équivalence des bi l lets d'une loterie donnée e t l ' indépendance phys ique de 

leurs possesseurs d u t irage d e la loterie a d m e t c o m m e express ion m a t h é m a t i q u e le 

fait q u e c h a c u n d 'eux a u n e probabi l i té de gagner e n t i è r e m e n t dé terminée par le 

n o m b r e d e bi l lets qu'i l possède . Cette i n d e p e n d e n c e e s t el le abso lue ? Certa inement , 

n o n . Mais les s c h é m a s abstra i t s ainsi constru i t s q u e l 'on appel le s tochas t iques peu­

v e n t aussi bien correspondre à la réal i té que n' importe que l s c h é m a causa l i s te d e 
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la sc ience c lass ique qui suppose é g a l e m e n t son independence d e t o u s l es autres 

p h é n o m è n e s . 

D'ai l leurs , la théor ie m a t h é m a t i q u e des probabi l i tés fondée sur u n e base ax io -

m a t i q u e s imple , e x e m p t e de contradict ions , condui t , p o u r v u q u e le n o m b r e d'ob­

servat ions so i t assez grand, à des prévis ions pra t iquement n o n m o i n s certaines que 

cel les qui résu l tent des s c h é m a s déterminis tes , e t fournit ainsi u n e var iété infinie d e 

procédés pour vérifier e x p é r i m e n t a l e m e n t la concordance des s chémas s tochast iques 

a v e c les p h é n o m è n e s réels qu'i ls do ivent représenter. J e n'ai pas l ' in tent ion d e vous 

entretenir aujourd'hui de c e t t e a x i o m a t i q u e caractérisée par l 'aff irmation formelle 

d e l ' imposs ibi l i té d 'une réduct ion parfai te d e la réal i té à des s c h é m a s généraux quels 

qu'i ls so ient q u e j 'ai proposée il y a 15 ans . J e remarquerai seu lement q u e m o n point 

de v u e qu i se dégagera p lus n e t t e m e n t d e l 'exposé qui v a suivre , diffère considérable­

m e n t d e la c o n c e p t i o n empir is te ident i f iant la probabi l i té à une fréquence, admise 

t a c i t e m e n t par la p lupart des prat ic iens e t déve loppée s y s t é m a t i q u e m e n t dans un 

l ivre i m p o r t a n t de M. v o n Mises . Mais, d'autre part , j e t i ens à souligner dès à présent 

q u e pour les a p p h c a t i o n s ef fect ives de la théorie des probabi l i tés , il est indispensable , 

à m o n av i s , d e pos tu ler l 'équivalence log ique de t o u s les é v é n e m e n t s a y a n t la m ê m e 

probabi l i té m a t h é m a t i q u e , c e qui é q u i v a u t à a d m e t t r e que la probabil i té „un" n e 

do i t représenter q u e l a cert i tude absolue . 

D a n s ces condi t ions , lorsque nous obtenons c o m m e résultat de calcul dans les 

énoncés d e s t h é o r è m e s les p l u s i m p o r t a n t s pour les apphcat ions , connus sous le n o m 

d e lois des grands nombres , q u e la probabi l i té d'un é v é n e m e n t A dans u n e expérience 

donnée es t très pe t i t e , inférieure à - ^ r , où N est u n n o m b r e entier très grand, cet te 

af f irmation signifie s i m p l e m e n t qu'il e x i s t e au m o i n s N é v é n e m e n t s incompat ib les 

o b j e c t i v e m e n t équ iva lent s à A (dont la d is t inct ion d e A n e p e u t être fa i te que 

m o y e n n a n t u n e c o n v e n t i o n i n d é p e n d a n t e d e la marche de l 'expérience) parmi les­

quels il n 'y e n a qu 'un seul qui se t r o u v e réalisé. 

2° Après ces prél iminaires u n peu longs nous p o u v o n s définir le s chéma s tochas­

t ique é lémenta ire , c o m m e u n e expér ience idéalisée, où sous des condi t ions bien 

dé terminées a, l 'apparit ion d'un é v é n e m e n t A n'est n i nécessaire, ni imposs ib le e t 

c e p e n d a n t le l ien objectif entre les condi t ions a e t l ' événement aléatoire A e s t 

caractérisé d'une façon complè te et u n i v o q u e par u n e grandeur scalaire p, n o m m é e 

probabi l i té m a t h é m a t i q u e de A. 

E x a m i n o n s de plus près ce schéma s imple . S o u v e n t , o n suppose l 'expérience con­

sidérée n o n s e u l e m e n t indépendante de t o u t e s les autres c irconstances extérieures , 

mais on a d m e t de plus que les expériences qui se su ivent dans les m ê m e s condi t ions a 

s o n t m u t u e l l e m e n t indépendantes . Cette h y p o t h è s e fondamenta le de Bernoull i , n'est 

c e p e n d a n t pas la seule log iquement admissible , e t il importe de se rendre c o m p t e 
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d a n s ce c a s s i m p l e d e t o u t e la var ié té des l ia isons e f f e c t i v e m e n t poss ib les entre les 

p h é n o m è n e s représentés par u n m ê m e s c h é m a s t o c h a s t i q u e s tat ionnaire , c 'est-à-dire 

t e l q u e l 'appari t ion d e l ' é v é n e m e n t A d a n s c h a q u e expér i ence a d m e t la m ê m e proba­

bi l i té t a n t que les résu l ta t s des autres expér iences re s tent indéterminés . 

Si n o u s s u p p o s o n s d'abord q u e la Maison m u t u e l l e entre t o u s les p h é n o m è n e s cor­

re spondant a u s c h é m a s tat ionnaire e s t symétrique, c 'est-à-dire i n d é p e n d a n t e d e s 

n u m é r o s d'ordre d e n o s expér iences , c e t t e l ia ison pourra ê tre c o m p l è t e m e n t carac­

térisée par la fonc t ion F (n) qui e x p r i m e la p r o b a b i h t é q u e l ' é v é n e m e n t A s e repro­

duira invar iab lement dans n expér iences q u e l c o n q u e s chois ies arbi tra irement . D a n s 

l e c a s d e l ' indépendance complè te , o n aurai t F (n) = pn, t a n d i s q u e d a n s le cas 

déterminis te , où le résul tat d'une seule expér ience prédé termine t o u s les autres , o n 

a F (11) = p, que l q u e so i t n. O n p e u t démontrer q u e d a n s t o u s les autres cas , o n a 

p > F (n) > pn, e t , d e p lus , q u e la f o n c t i o n F (n) e s t assuje t t i e , e n général , à la seule 

cond i t ion q u e (—1)* AhF (n) ;> 0, qu i rev ient à dire q u e la fonc t ion F (n) e s t c o m ­

p l è t e m e n t m o n o t o n e , o u encore , qu' i l e x i s t e t o u j o u r s u n e f o n c t i o n n o n décroissante 

y> (t), t e l le que l 'on a 

i 
F(n) = J tn dy> (t) (1) 

o 
i i 

a v e c les condi t ions 1 — J d ip (t), p = j tdy (t). 
o o 

I l e n résulte q u e le cas d ' indépendance d e Bernoul l i e s t ac tue l l ement l e seul , où 
tïh 

la loi d e s grands nombres es t appl icable , c'est-à-dire le seul , où la fréquence — a d ­

m e t p pour l imi te s tochas t ique , car, e n v e r t u de l 'égal i té ( 1 ), la probabihté d e l ' inégal i té 
m 

p 0 < ~ < P l 

a p o u r l imi te xp — y> (p0), lorsque n ->• oo. 

J e s ignalerai , c o m m e e x e m p l e , le cas , où 

i-o\A +%p I 

A é t a n t une c o n s t a n t e pos i t ive , cons idéré dans u n ordre d' idées u n p e u différent 

par Markoff e t p l u s tard par M. P ó l y a , qui es t in téressant , parce qu'i l c o n d u i t pour 

fìt 
la fréquence x = — à la loi d e d i s tr ibut ion l imi te 

n 

C a ^ - i (1 —x)*-\ ouB = A llZJL 
P 
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qui , par u n e transformat ion linéaire de x, condui t a u x t y p e s les p lus i m p o r t a n t s des 

courbes s ta t i s t iques b i e n connues de M. Pearson . 

3° L e s c irconstances sont encore b e a u c o u p plus var iées , si l 'on rejeté l 'hypothèse 

d e la symétr ie , e n a d m e t t a n t que les l ia isons entre l es expériences dépendent , en 

général , d e leurs numéros d'ordre. 

D a n s ces condi t ions la loi des grands nombres sera respectée dans des cas très 

é t endus ; il e s t aisé de montrer , par e x e m p l e , que pour qu'i l e n soi t ainsi, c'est-à-dire 

pour q u e la fréquence — ai t la probabil i té p, c o m m e h m i t e s tochast ique , il suffit que le 

coefficient de corrélat ion entre d e u x expériences d o n t les numéros d'ordre s o n t assez 

é lo ignés t e n d e un i formément vers 0. Cet te condi t ion e t d'autres analogues qui ne 

font intervenir q u e les l iaisons entre les expériences considérées d e u x à d e u x sont 

c e p e n d a n t insuff isantes pour assurer la va l id i té d u t h é o r è m e de Laplace . Mais il e s t 

d igne d' intérêt que , m ê m e e n a d m e t t a n t une certa ine périodicité des ha i sons qui 

entra îne u n e régularité très considérable dans la success ion effect ive des apparit ions 

d e l ' é v é n e m e n t A, te l le par exemple , q u e dans chaque sui te de 5 expériences , l 'événe­

m e n t A, a y a n t la probabi l i té se produise , au m o i n s u n e e t au p lus quatre fois, on 

TÏH 
puisse cons ta ter n é a n m o i n s q u e la fréquence —- sat is fai t à la loi h m i t e de Laplace 

avec la m ê m e dispersion d i t e normale qu i caractérise le cas classique de Bernoull i , 

de sorte qu 'aucune ana lyse s ta t i s t ique macroscopique n e permettra i t de dist inguer 

ces d e u x cas , e t il serait nécessaire d'isoler de pe t i t s groupes d'expériences pour 

déceler la presque périodicité microscopique indiquée d e la suite considérée. 

L e s e x e m p l e s analogues que nous rencontrerons p lus loin, où l'on ne trouve 

aucune trace des part iculari tés des l ia isons é lémenta ires dans les effets macroscopi­

ques , o n t c o m m e base essentie l le des propos i t ions de la nature su ivante : 

P o u r que la loi d e Laplace -Gauss ([R] dés igne la probabil i té pour que les 

re lat ions R a ient h e u , e t le s y m b o l e l im v e u t dire : l imi te pour n infini) 

h m j^iof-ß» < m—np < i, ]¡Ba j = ^ J J e 2 dt 

«i 
soit apphcab le à u n e sui te d ' é v é n e m e n t s Ah de probabi l i té cons tante p, où la disper-

2 
s ion E (m—np)2= Bn> Mnl(l>-~), il suffit que des l iaisons intenses quelconques ne 

so ient possibles qu'entre des expériences vois ines , te l les que la différence i entre 

leurs numéros d'ordre n e dépasse pas u n nombre R (i :£ R), n o m m é rayon d'act iv i té , 

R2 

où - g - 0, pourvu qu 'en dehors d u r a y o n d 'act iv i té (pour i > R), les expériences 
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s o i e n t presque i n d é p e n d a n t e s : c 'est-à-dire q u e la var ia t ion d e la probabi l i té d e Ah 

e n puisse dépasser — y , que l sque so ient les résu l ta t s d'un n o m b r e q u e l c o n q u e d 'ex-

pér iences ex tér ieures a u r a y o n d 'ac t iv i t é d e l ' é v é n e m e n t Ah. Cet te c irconstance se 

présente , e n particul ier, d a n s le cas d e s chaînes d e Markoff, d o n t n o u s parlerons p lus 

lo in . L a propriété que -—- - > 0 e s t essent ie l le , car il e s t a isé d e construire des e x e m ­
p l i 

pies , où le t h é o r è m e t o m b e r a i t e n dé faut , dès q u e le r a y o n d 'act iv i té d e v i e n t p lus 
E2 

grand (si l im —— > K > 0) . 

J e n'ai p a s b e s o i n d'insister q u e l 'hypothèse d e l a presqu' indépendance in trodui te 

ici es t , malgré sa grande générahté , b ien p lus restr ic t ive q u e cel le des coeff ic ients d e 

corrélat ion t e n d a n t un i formément vers 0 qui , c o m m e n o u s l ' avons v u , suffit pour 

la va l id i té d e l a loi d e s grands n o m b r e s . 

O n a des résu l ta t s ana logues , si le s c h é m a d e c h a q u e expér ience e s t p lus c o m p h q u é 

e t c o n t i e n t u n n o m b r e que lconque d e grandeurs , d o n t l e s va leurs d é p e n d e n t des 

différentes i s sues poss ibles de l 'expérience . Ains i , par e x e m p l e u n s c h é m a s tochas ­

t i q u e parfait c o n t e n a n t n q u a n t i t é s aléatoires cont inues xu x2, . . . , xn sera c o m ­

p l è t e m e n t caractérisé par la surface d e d i s tr ibut ion des probabi l i tés o u d e corrélat ion 

F (xu x2, . . . , xn) à n d imens ions qui , des condi t ions extér ieures dé terminées a é t a n t 

réal isées , pos sède la m ê m e real i té objec t ive , c o m m e si les condi t ions a l ' ava ient con­

s trui te matér ie l l ement . L a s ignif icat ion la p lus s imple d e c e t t e surface, cons is te , 

d'après la loi d e s grands nombres , e n ce qu'el le représente a p p r o x i m a t i v e m e n t les 

fréquences correspondantes des e n s e m b l e s de va leurs (x^x^, . . . , xn), s i l 'expérience 

é t a i t suscept ib le d'un n o m b r e suf f i samment grand de répét i t ions . Cependant , sauf 

d e s cas de s y m é t r i e o u i sotropie semblables à c e u x qui o n t é t é indiqués a u d é b u t , 

les s c h é m a s s tochas t iques parfai ts n 'apparaissent le p lus s o u v e n t q u e c o m m e l imi tes 

d e su i tes très n o m b r e u s e s d'expériences représentées par des s c h é m a s s tochas t iques , 

e n général , imparfa i t s ou i n c o m p l è t e m e n t c o n n u s , so i t s ta t ionnaires , so i t d y n a m i ­

q u e m e n t var iables , s u i v a n t u n e loi su f f i samment dé terminée . 

4° C'est l ' é tude d e la format ion d e ces s c h é m a s l imi tes parfa i ts qui v a n o u s occuper 

à présent . 

Ains i , s u p p o s o n s d'abord que l 'on considère u n e success ion de q u a n t i t é s aléatoires 

Xf, a y a n t la m ê m e probabi l i té d 'être pos i t ives ou négat ives , de sorte q u e E xt = 0, 

e t qui a d m e t t e n t t o u t e s la m ê m e dispersion b2 qui d'ailleurs p e u t n o u s être inconnue . 

L a loi des probabi l i tés d e x e s t é g a l e m e n t inconnue e t , p e u t être, m ê m e n ' y a-t-il p a s 

d e sens d'en parler, c o m m e d'un fait p h y s i q u e dé terminé; s u p p o s o n s s e u l e m e n t qu'i l 

so i t suf f i samment improbable q u e x dev i enne t rop grand par compara i son à s o n 

é c a r t é ta lon b, o u pour préciser, in troduisons u n e h y p o t h è s e d é t e r m i n é e : q u e 
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E I x I 3 

— p _ L res te borné, que l 'on pourrait élargir de bien des façons. Ces c irconstances se 

présentent , par exemple , pour le dép lacement horizontal x p e n d a n t u n interval le de 

t e m p s A t d 'une part icule e n m o u v e m e n t brownien. Si l 'on a d m e t de p lus q u e ces 

d é p l a c e m e n t s xt s o n t indépendants , on a, e t c'est là u n cas particulier t y p i q u e d u 

théorème d e Liapounoff , que , N croissant indéf in iment , la probabihté d e l ' inégal i té 

S 0 < L i < S 1 

i 
a pour l imite 

, » ™lNds. 

»ü 
t 

r i e 2 b ¡ 1 

E n posant = N, o n t r o u v e donc pour le dép lacement horizontal to ta l S (t) d e la 

part icule p e n d a n t u n t e m p s t, la loi de probabihté l imi te 

At 1 . ^ l2 

2»6« í ~]fc¿Dt ' 2 At' 

O n obt i ent a ins i la formule connue d u m o u v e m e n t brownien c o m m e conséquence 

du théorème de Liapounoff , e t la c o n s t a n t e de diffusion D p o u v a n t être déterminée 

e x p é r i m e n t a l e m e n t , o n en d é d u i t la va leur de b2. 

Seu lement il faut observer que c e t t e formule ne saurait être r igoureusement 

e x a c t e , puis qu'i l n'est pas permis de faire tendre A t vers zéro. E n effet, la v i tesse 

m o y e n n e p e n d a n t le t e m p s A t d e la part icule es t f inie < c, où c e s t la v i tesse 

2D 
de la lumière; donc b2 < c 2 A t2, e t , par conséquent , o n doit avoir A t > — 5 - . 

c 
D'ai l leurs , l 'hypothèse de l ' indépendance des d é p l a c e m e n t s vois ins xt para î t 

a priori inadmiss ib le pour des interval les A t su f f i samment pe t i t s , e t il est naturel d e 

se demander , si o n n e pourrait pas donner u n e interprétat ion microscopique plus 

sat i s fa isante de la loi macroscopique d e diffusion e n ut i l i sant les général isat ions d u 

théorème de Liapounoff, ana logues à celle que nous a v o n s indiquée p lus h a u t pour 

le t h é o r è m e de Laplace . 

I l serait t rop long d e détai l ler ici ces général isat ions , appl icables à u n n o m b r e 

que lconque de variables aléatoires qui servent , e n particulier, de f o n d e m e n t à la 

théorie de la corrélat ion normale ; l'idée essent ie l le de ces résul tats se dégagner assez 

c la irement , j e l 'espère, de l 'énoncé su ivant . 

So ient d e u x sui tes , pour f ixer les idées , de grandeurs aléatoires : x1; x2, . . . , xn, 
• • • , y i , y%, • • - , y n - Soit 
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a pour l imite 
i 

W h 

2 ? r | / l — R 2 ff 

TO T0 

_ P + m-ILTNTT' 
e 2 ( i d t d t ' , 

pour M - » oo. 

N o u s v o y o n s ainsi q u e dans des cas très é t e n d u s , l ' i térat ion d 'expér iences 

m u t u e l l e m e n t l iées , représentées par des s c h é m a s s t o c h a s t i q u e s e x t r ê m e m e n t variés , 

qu i p e u v e n t être imparfa i t s , p o u r v u qu'el les d e v i e n n e n t presqu ' indépendantes , 

à l 'extérieur d 'un d o m a i n e d 'act iv i té suf f i samment pe t i t , condu i t à des s c h é m a s 

s t o c h a s t i q u e s parfai ts b ien dé terminés dans lesquels la corrélat ion n o r m a l e e t la loi 

d e Gauss , e n particulier, apparaissent c o m m e des lois de la na ture d'un caractère auss i 

universe l q u e le principe d e l' inertie e n mécan ique . 

C'est donc u n mér i te incontes tab le de Ga l ton e t de M. P e a r s o n d'avoir fondé 

e t d é v e l o p p é l ' é tude de l a corrélat ion normale e t d'avoir prévu leur i m p o r t a n c e 

p o u r les a p p h c a t i o n s ; m a i s ce n'est q u e grâce à des propos i t ions ana logues à cel le 

qui v i e n t d'être énoncée q u e ce t t e prévis ion reçoit u n e just i f icat ion m a t h é m a t i q u e 

sat i s fa i sante e t q u e nous p o u v o n s n o u s rendre c o m p t e , par e x e m p l e , de la raison 

profonde de l ' ex i s tence a p p r o x i m a t i v e d e la corrélat ion normale entre les grandeurs 

d e d ivers organes chez les êtres v i v a n t s , ainsi que de l 'appl icabi l i té approchée a u x 

propriétés qui d é p e n d e n t de plusieurs g ê n e s de la loi de régression héréditaire d e 

Gal ton . D'ai l leurs , c e t t e loi d'hérédité de Gal ton qui suppose que le coeff icient d e 

corrélat ion entre les générat ions success ives d iminue e n progress ion géométr ique , 

fournit le premier e x e m p l e de chaînes s tochas t iques d o n t l ' é tude m a t h é m a t i q u e a 

é t é fondée par Markoff sur une base t o u t e différente. 
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E ixt = E Zyt = 0, E {%x}^ = AJ, E | r y ,J» = C, 

E^Zx^Zy^ = RnAnCn. 

E n a d m e t t a n t que xt, xK, yf, yK n e p e u v e n t être l iées d 'une façon sensible q u e 
l { L I ¡ ¿ ¿ I 

t a n t q u e J — ^ — ' ~ L - + 0 , — ~ — L M 0, où L e t M s o n t l es m a x i m a respect i fs d e 
AH LiH 

I x i I e* I Vi I» e * qu 'en dehors d e ce vo i s inage l es q u a n t i t é s x et y d e v i e n n e n t pres­

q u ' i n d é p e n d a n t e s d a n s u n sens ana logue à celui , q u e n o u s a v o n s défini antér ieure­

m e n t , la probabi l i té des inégal i tés s imul tanées 

n 

' o < E Xf <. tt An 

1 

t0'On < Z y i <t1'Gn 
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E n r e v e n a n t a u m o u v e m e n t brownien nous pourrions déduire d e la proposi t ion 

c i tée app l iquée à u n e seule grandeur u n e variété infinie de s c h é m a s microscopiques 

qui conduira i t à la m ê m e formule d e diffusion. L e s expériences macroscopiques 

ordinaires n e permet tra ient p a s de faire l e choix entre ces différentes interprétat ions , 

ma i s , s'il é ta i t poss ible d'effectuer une sorte de f i l trat ion des dép lacements micros­

cop iques , correspondant à des durées d e t e m p s assez courtes pour que la loi de 

diffusion soi t encore inappl icable , o n serait a m e n é probablement à remplacer 

l ' h y p o t h è s e de l ' indépendance complè te par une autre p lus conforme à la réalité. 

Ains i , par e x e m p l e , pour faire une h y p o t h è s e m a t h é m a t i q u e précise aussi s imple 

que poss ib le , o n pourrai t supposer que 

ar,- + 1 = ^l — ^ x ¿ + a < + 1 , (2) 

où a { + 1 e s t u n e quant i t é aléatoire indépendante de x{ avec E a É = 0, E a , 2 = ß2, 

E I a ; i
 3 

—-p3~— borné, 4 S I é t a n t u n e cons tante que nous supposerons ensuite très grande, 

pour ten ir c o m p t e d e l'inertie de la part icule p e n d a n t des interval les de t e m p s très 
N t 

pet i t s . U n calcul facile m o n t r e alors q u e SN= Z xt sat is fai t pour N = très grand 

A2 B2 

à la formule d e diffusion a v e c D = — r — ~ - , et , si o n a d m e t de plus que A A t-> 0, 
2 At 

la différence SN —Ss (où Nt > N0) satisfera é g a l e m e n t à la loi de Gauss avec la 
A2 S2 

dispersion — . ~ ~ (Nx -Ng) = 2 D (ij — i 0 ), c o m m e dans le cas de l ' indépendance 
ZI t 

c o m p l è t e des d é p l a c e m e n t s a;,; donc , t o u t e s les conséquences macroscopiques seront 

les m ê m e s . L ' a u g m e n t a t i o n de A permet de diminuer la dispersion é lémentaire 

A ß2 D 
b2 — ~ cv — A t d u dép lacement xt, e t par conséquent , d'envisager des inter-

1 A 
val les d e t e m p s A t p lus pe t i t s sans introduire des v i tesses inadmiss ibles; mais la 

cond i t ion A A 0 (nécessaire pour la concordance des effets macroscopiques) ex ­

clut la poss ibi l i té de faire b2 de l'ordre de At2; le passage r igoureux à la l imite 

At-+0 res te donc toujours m é c a n i q u e m e n t i l légit ime, a m e n a n t des v i tesses infinies. 

J 'a i ins is té u n p e u l onguement sur la discussion d e ce cas t y p i q u e s imple pour 

m e t t r e e n év idence que l 'emploi des re lat ions différentiel les dont nous parlerons t o u t 

à l 'heure, in trodui t par les phys ic iens MM. Eins te in , Sm o l ucho w s ky , Fokker e t 

P l a n c k pour l 'étude des l iaisons s tochast iques qui joue un rôle important dans la 

théorie moderne des probabi l i tés , do i t être considéré surtout , c o m m e une puissante 

m é t h o d e t echnique , qui ne devrai t pas nous laisser perdre de v u e le caractère essen-
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fánDt 

e n jouissant , c o n f o r m é m e n t a u x résu l ta t s précédents , de la propriété q u e les va leurs 

d e 8 (t) à des m o m e n t s différents t0 e t tt > f0 se t r o u v e n t e n correlat ion normale , 

a y a n t pour coeff icient d e corrélat ion R (t0, <j) == \ ~-, c e q u i signifie q u e 80 — 

8 (te) é t a n t f ixé , la loi condi t ione l le des probabi l i tés de 8 (tj) o u loi d e passage es t 

1 («i-«o)a 

]/án Diti—í0) 

quel les q u e so ient les va leurs de S (t) a u x m o m e n t s t < t0. Lorsque c e t t e dernière 

c irconstance se présente , c'est-à-dire, si la probabi l i té d u passage de S0 (t0) à Si ( i t ) 

e s t i n d é p e n d a n t e des é t a t s d e S it) antérieurs à t0, dès que la va leur S0 ( i 0 ) e s t f ixée , 

o n d i t q u e les va leurs d e S it) f orment u n e chaîne . Lorsque, e n plus , c o m m e ici, 

la corrélat ion e s t normale nous dirons q u e la chaîne es t normale . D a n s ce dernier 

cas , o n a B (<0, i,) = ^ , où cp (i) e s t une fonct ion arbitraire croissante . 
V C i ) 

Si l 'espérance m a t h é m a t i q u e E S (t) — f (i) e s t u n e fonc t ion cont inue ainsi q u e 

M (<0, t) e t que d e p lus R (£, t) = 1, c o m m e cela a h e u ac tue l l ement , nous dirons q u e 

la var iable aléatoire S it) e s t u n e fonc t ion quasi continue o u s t o c h a s t i q u e m e n t con­

t inue de t. J e crois qu'i l e s t préférable de n e p a s employer ici le t e r m e ordinaire d e con­

t inu i t é . E n effet, i l e s t facile de montrer , par e x e m p l e , dans l e cas ac tue l q u e la 
i _ 

probabi l i té des inégahtés s imul tanées \S — S01 < | x— x 0 1 2 " p o u r t o u t e s les va leurs 

d e t0 < T, t e n d vers 1, q u e l q u e soi t a > 0, lorsque t - t0 t e n d vers 0; mais , d'autre 

part , i l e s t aisé d e vo ir q u e , si la var iable aléatoire S it) e s t l iée e n chaîne , il n'est 

p a s poss ible de f ixer u n m o d u l e de cont inu i t é co (/I t) te l que l ' inégahté 

A S < w (A t) 

soi t certa ine . 

L a turbulence de la variable aléatoire d é p e n d e s sent i e l l ement d u coeff icient de 

corrélat ion R (<0, ¿x); si l 'on v e u t , par e x e m p l e , q u e la variable quas i c o n t i n u e S it) 

p o s s è d e u n e dér ivée s tochas t ique (ce qui , dans le cas d'une cha îne , n e saurai t se 
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t i e l l ement d i scont inu d u m é c a n i s m e microscopique de la f o r m a t i o n des s c h é m a s 

s t o c h a s t i q u e s qui échappe à la représentat ion différentiel le. 

5° Ains i , sous les réserves indiquées a u sujet d e sa s igni f icat ion m é c a n i q u e , on 

p e u t définir a priori u n e var iable a léatoire S (<) = l im S d é p e n d a n t d e t qui 
n M oo y «ani 

sat isfera r igoureusement à la loi h m i t e 

1 
4 2 H 
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présenter qu 'en des po ints isolés) , il faut q u e l 'on a i t 
9 •«(<„,<) 

dt 
A „ 

= 0. Ainsi , si 

d a n s l ' équat ion (2) n o u s rejetons la condi t ion A A t — >• 0, e n s u p p o s a n t a u con-

traire, - i - = 0, d e sorte qu'el le prend la forme 

o n v o i t que , n croissant indéf iniment , les valeurs d e S (t) a u x différents m o m e n t s sont 

encore e n corrélat ion normale , mais la variable S (t) n e forme plus une chaîne , le 

coefficient d e corrélat ion a y a n t pour va leur 

o n p e u t montrer que , t2—10 é t a n t pris suf f i samment pe t i t , la probabihté de l ' inégalité 

où s e s t u n n o m b r e positif d o n n é e t < „ < < ! < t2, d e v i e n t aussi vo i s ine d e 1 qu'on 

le v e u t . 

Sans insister sur les propriétés des variables aléatoires , quasi cont inues analogues 

à celle là, j 'observerai que , S (t0) e t S (ij) é t a n t f ixées , la loi des probabihtés d e 

S (t2) dépendra ac tue l l ement des valeurs d e S (t) antérieures à t0, ma i s c e t t e dépen­

dance sera d 'autant p lus faible que <1 ; sera vo is in de t0; l ' introduct ion d'une variable 

auxi l iaire S' (t) (dont l 'observat ion s imul tanée a v e c S (t) pourrait n e pas être réali­

sable) permet tra i t d e former u n e chaîne double . E n t o u t cas la loi d e S (th) n e saurait 

j amai s être i n d é p e n d a n t e des valeurs d e S (t) pour t < t0, lorsque S (t0), Sfa) . . . 

S ( t A _j) s o n t données en des po in t s arbitraires t0 <t1 < . . . < th^1 < th, s a n s que 

ce t t e loi soit c o m p l è t e m e n t déterminée par la va leur un ique S (<A-j), c'est-à-dire 

sans représenter u n e chaîne , d'après la déf ini t ion précédente . 

U n des problèmes t y p i q u e s les p lus i m p o r t a n t s qui se présentent a u sujet des 

variables aléatoires s t o c h a s t i q u e m e n t cont inues est , par e x e m p l e , celui d e la déter­

m i n a t i o n de la probabi l i té Pa b que a < S (tt) < b, si, outre la condi t ion S (0) = 0 

o n ex ige que S (t) sat isfasse a u x inégahtés Ft (t) < S (t) < F2 (t) pour t o u t e valeur 

pos i t ive de t < tly où Ft (t), F2 (t) sont d e u x fonct ions données de t. 

L'étude directe d e ces problèmes par les anc iennes m é t h o d e s de la théorie des 

probabihtés es t , e n général , assez pénib le , se r a m e n a n t à la recherche de la l imite 

de certaines intégrales mul t ip les d'ordre inf in iment croissants qui s 'expr iment e x -

•̂ 2 — a<+l> 
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p l i c i t e m e n t a u m o y e n d e la surface d e corrélat ion, connue , par h y p o t h è s e , entré les 

va l eurs success ives de la var iable a léatoire considérée . 

A u contraire , l 'ut i l i sat ion des é q u a t i o n s l inéaires a u x dér ivées part ie l les s'est 

m o n t r é e très f éconde pour la résolut ion des problèmes de ce genre qui se rencontrent 

s o u v e n t e n phys ique . 

J e résumerai , à t i tre d 'exemple , la so lut ion d u problème ind iqué pour le cas fon­

d a m e n t a l , correspondant à la loi d e diffusion, d'après M. Kolmogoroff , qu i a le p lus 

contr ibué a u d é v e l o p p e m e n t m a t h é m a t i q u e d e la m é t h o d e . 

I l e s t b ien c o n n u e t faci le de vérifier q u e la probabihté d e passage w (a 0 , i 0 , st, tt) 

d o n n é e par la formule (3) sat isfai t , c o m m e fonct ion d e s x e t tx à l ' équat ion 

d2w _ dw 

" a « ? _ T ^ ' 

e t considérée , c o m m e fonct ion du l ieu « 0 e t d u m o m e n t i 0 de départ , elle sat is fai t à 

l ' équat ion conjuguée 
d2w dw 

»w^-i^ (4) 

I l e s t à p e u près é v i d e n t que , si l 'on pose Pa b = Pa é (0, 0), la probabihté 

Pa b (s0, t0) considérée c o m m e fonct ion de (a 0 , i 0 ) , satisfera é g a l e m e n t à la dernière 

é q u a t i o n pour t o u t e s les va leurs d e (s„, t0) d e la région w l imi tée par les droi tes 

t = 0 e t t = t v e t par les courbes s — Fx (t) e t s = F2 (t). L a fonc t ion Pa b («„, t0) 

pourra ainsi ê tre déterminée , c o m m e la so lut ion d e l ' équat ion (4) sat is fa isant a u x 

condi t ions a u x h m i t e s Pa h (s, ¿j) = 1, si a < s < 6, e t Pa b («, t¡) — 0, si « < a ou 

si s > b, ainsi q u e Pa> b [Ft (f), t] = Pa> b [F2 (t), t] = 0. 

T o u t e s les fois , où la loi de probabihtés de passage de la chaîne satisfera à u n e 

é q u a t i o n ana logue d u t y p e parabol ique , la m ê m e m é t h o d e sera appl icable . Mais le 

cas le p lus s imple e t aussi , sans doute , le p lus important e s t celui , où la loi d e passage 

es t u n e loi de Gauss ; il se r a m è n e alors formel lement par u n c h a n g e m e n t de variables 

é v i d e n t a u cas qu i v i e n t d 'être e x a m i n é . 

O n reconnaî t , de p lus , fac i l ement que si la dispersion d e c e t t e loi e s t u n e fonct ion 

de —1 0 s eu lement , el le es t nécessa irement d e la forme 

1 _ [ " i - » o - / ( Q + ffl))]-
2 D ((,-<„) 

J4jr Z»^—1„) 

e t correspond ainsi a u cas , où la variable S es t , c o m m e p r é c é d e m m e n t , la l imite 

d 'une s o m m e SN de q u a n t i t é s A de dispersion cons tante , p o u v a n t , e n outre , 

posséder des espérances m a t h é m a t i q u e s d é p e n d a n t d e t. 

U n autre cas intéressant es t celui , où c'est le coeff icient d e corrélat ion Jï ( í 0 , ij) 

qui e s t fonct ion de tx - i 0 s e u l e m e n t . P u i s q u e dans le cas d 'une cha îne normale o n a 
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(p (to) 
toujours , c o m m e n o u s l 'avons v u , R (t0, <j) = —-—-, il est aisé d e montrer q u e l 'on 

f (h) 
doi t avoir ac tue l l ement R (t0, t¡) = o a - t 0 ; le coefficient d e corrélat ion décroî tra ainsi 

e n progress ion géométr ique a v e c le t e m p s . 

D'ai l leurs , la variable aléatoire S (t) l iée en chaîne normale la p lus générale peut 

ê tre o b t e n u e c o m m e l imite d e la s o m m e SN d e q u a n t i t é s aléatoires dépendantes 

A S( = 8i+1—S(; définies par les re lat ions 

ASi = c i S i á t + a,, (5) 

où Cf e s t u n e fonc t ion d o n n é e d e i (ou de t), e t af des q u a n t i t é s i n d é p e n d a n t e s AeSt tel les 

E I a I 3 

q u e E et¿ cv) <!< ¿1 í, -E a ¡ 2 co b¡ A t, —!—îJ— -* 0, a{ e t bt é t a n t des fonct ions finies de t. 
At-l 

Lorsque ct• = c 4 = 0 e t b{ = b sont des cons tantes , o n t r o u v e j u s t e m e n t le coefficient 

d e corrélat ion R (t0, tx) = = e l c ( í i " W I , t and i s q u e pour c - » 0 on r e t o m b e dans 

le c a s précédent correspondant a u m o u v e m e n t brownien . 

L a cons idérat ion d 'équat ions ana logues l inéaires a u x différences f inies à plu-

s ieures var iables condu i t pare i l l ement à des chaînes mul t ip le s d o n t la loi l imite e s t 

encore la corrélat ion normale . D a n s ce cas i m p o r t a n t , le passage à la l imite p e u t être 

fa i t r igoureusement e t exp l i c i t ement par les m é t h o d e s c lass iques . I l n'en sera p lus 

d e m ê m e , si l ' équat ion (5) e s t remplacée par une é q u a t i o n non-l inéaire . 

Cet te fois, la loi h m i t e des probabi l i tés ne sera p lus une loi d e Gauss , e t on n'a 

m ê m e pas encore donné , a u t a n t que je sache , d e d é m o n s t r a t i o n rigoureuse suff isam­

m e n t générale d e s o n ex i s tence . P o u r obtenir la loi l imi te des probabi l i tés p (s, t) 

o n a d m e t , a u contraire, a priori que c e t t e loi ex i s te , e t , d e p lus , qu'el le es t représentée 

par u n e fonc t ion p o s s é d a n t des dér ivées jusqu'à u n certa in ordre; dans ces condit ions , 

o n d é m o n t r e q u e celle-ci sat i s fa i t à une certa ine é q u a t i o n a u x dérivées partiel les 

l ' équat ion de F o k k e r e t P lanck . 

V u l ' importance de ce t t e m é t h o d e , je résumerai b r i è v e m e n t la déduct ion générale 

d e l ' équat ion de F o k k e r - P l a n c k que je présenterai sous u n e forme u n p e u différente 

d e celle qu 'on lui d o n n e hab i tue l l ement , e n introduisant , c o m m e fonct ion inconnue , 

la probabi l i té intégrale P (s1; tj) = [ s < s1 ] au m o m e n t tx au l ieu de la dens i té des 
probabi l i tés p (sly tj) = °- ^J'Sl'-— ce qui permet de n e pas supposer ce t t e dernière 

o Si > 

d e u x fois der ivable . 

L a s igne E, (u) dés ignant l 'espérance m a t h é m a t i q u e de u, lorsque S e s t donné , 

a d m e t t o n s s e u l e m e n t que 
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e is ; 

donc , le caractère arbitraire d e F' (s) a m è n e , c o m m e conséquence nécessaire , à 

l ' ident i té 

dt 

L'équat ion d e F o k k e r - P l a n c k se dédu i t de celle là par dif ferent iat ion par rapport 
3 / 3 2 B 

à s, si l 'on a d m e t , e n p lus , l ' ex i s tence e t la cont inu i té d e -^J— e t . „ : 
3 s 3 s 2 

L a probabi l i té d e passage p ( s 0 , t0, s, t) de la va l eur s 0 a u m o m e n t i 0 à la valeur s 

au m o m e n t t sat is fai t à c e t t e é q u a t i o n ; considérée , c o m m e fonct ion s 0 , t0, e l le sat i s ­

fait à u n e é q u a t i o n ana logue conjuguée d e la précédente . L e cas de plusieurs v a ­

riables se tra i te d'une façon semblable . 

Observons , d'ail leurs, que , d'après la déf init ion m ê m e de la chaîne , la fonc t ion 

P (5o> t0, s, t) sat i s fa i t à la re lat ion intégrale 

p (S 0 ) t0, S2, t2) = f p («„, t0, Sj, tj) p (sv t v s2, t2) ds, (t0 < t 1 < t2) 
Xi 

in trodui te par M. C h a p m a n et considérée antér ieurement par S m o l u c h o w s k y d a n s 

3 0 0 

3 B 
où les fonctions f et B sont continues, ainsi que - = — ; supposons, en outre, que 

d 8 

P (a, t) est continue et bornée avec ses dérivées des deux premiers ordres. Intro­

duisons ensuite une fonction arbitraire F (a) trois fois derivable, s'annullant à 

l'infini avec ses dérivées et telle que les espérances mathématiques correspondantes 

aient un sens. Dans ces conditions, on a 

,. _| F(a + As) — -F(«)l „ r B ( , . As , I , , , . , ¿ a 2 ! 

Or, le premier membre est égal à 

— 00 — 00 

e t le s e c o n d m e m b r e e s t 
CD 

J[F' (S) f (s, t) + \F" ( S ) W (s, <)] da = 
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l e cas part icul ier , où la probabi l i té d e passage e s t d e la forme p (s0, s, t -t0). D a n s 

u n m é m o i r e t o u t récent que je n'ai p a s e u le t e m p s d 'examiner e n déta i l , M. H o ­

s t i n s k y é t u d i e d irec tement ce t t e é q u a t i o n intégrale sans introduire les h y p o t h è s e s 

spéc ia les qu i précèdent , e t la so lut ion sous forme de série qu'i l e n donne , n e sat is fai t 

p a s nécessa irement à l ' équat ion a u x dér ivées part ie l les de Fokker -P lanck; i l serait 

in t ére s sant , c o m m e l ' indique M. H o s t i n s k y , d e discuter d'une façon c o m p l è t e les 

c o n d i t i o n s nécessaires e t suff isantes pour que p (s0, t0, s, t) sat isfasse à l ' équat ion 

d e P l a n c k . 

6° L 'équat ion d e M. C h a p m a n pour le cas , où t0 < t± <t2 s o n t d e s m o m e n t s 

success i fs entre les -quels o n ne p e u t interposer , t o u t a u plus , qu 'un n o m b r e l imi té d e 

termes , représente la déf ini t ion des cha înes discrètes , d o n t les propriétés essent ie l les 

o n t é t é découver te s par Markoff d a n s u n e série de t r a v a u x remarquables (antérieurs 

a u x recherches d e s phys ic iens n o m m é s p l u s h a u t ) consacrés au cas , où la variable 

a léatoire S (t() = xt n e prend q u ' u n n o m b r e l imi té de v a l e u r s : Oj, a 2 , . . . , ah. 

Grace a u x d é v e l o p p e m e n t s qu 'ont reçu les idées d e Markoff d a n s l es t r a v a u x 

récents d e MM. R o m a n o w s k y , H o s t i n s k y , Fréche t e t v . Mises , la théorie des chaînes 

d iscrètes d e Markoff e s t d e v e n u u n des chapitres les p lus parfaits d u calcul c lass ique 

des probabi l i tés , suscept ib le d e n o m b r e u s e s apphcat ions e t d e diverses général isat ions . 

D 'après Markoff, u n e su i te d e q u a n t i t é s xt forme u n e chaîne s imple , si o n a une 

success ion d'expériences s tochas t iques E{ a d m e t t a n t h i s sues poss ibles , correspon­

d a n t , r e spec t ivement , a u x h éga l i tés x( = a t

( i ) {k = 1, 2, . . . , h), e t te l les que les 

probabi l i tés p,, e

( i + 1 ) des égal i tés x i + 1 = a / ' + 1 ) s o n t b ien déterminées , quels q u e soient 

les résu l ta t s des expér iences antérieures , dès qu'i l e s t é t a b h que l 'expérience E¡ a 

a m e n é l ' égahté xt = ak

(l\ d e sorte que le s c h é m a d e l 'expérience Ei+1, d e v i e n t par­

fai t , lorsque le résu l ta t de l 'expérience E¡ e s t f ixé . D a n s le cas des su i tes que lconques 

la probab ih té de l 'égahté x i + 1 = a}i+1) pourrait dépendre des expér iences an­

térieures; o n p e u t donc définir a v e c Markoff, c o m m e première générahsat ion de 

la chaîne s imple , u n e chaîne d u second ordre par la propriété q u e la probabihté 

de l ' égahté x i + 1 = a / * + 1 > n e dépend , e n p lus , q u e d u résu l ta t de l 'expérience E{^v 

L ' é t u d e des cha înes d'ordre supérieur ainsi q u e des cha înes mul t ip l e s c o n t e n a n t 

plusieures var iables p e u t être ramenée formel l ement à cel le des cha înes s imples par 

l ' introduct ion, pour le cas d u second ordre, p a s e x e m p l e , de la nouve l l e var iable 

zt — A Xf -f- u x^, où A e t u s o n t d e u x paramètres arbitraires, qui prend A 2 va leurs 

A ak

M + ¡X A ins i dans l 'aperçu général qui v a suivre n o u s p o u v o n s n o u s 

borner a u x cha înes s imples s a n s n o u s arrêter sur que lques part iculari tés intéres­

s a n t e s des chaînes d'ordre supérieur. 

U n problème f o n d a m e n t a l qui se p o s e e s t la q u e s t i o n de l ' ex i s tence d'une loi 

h m i t e des probabihtés des égal i tés xn = a/"' i n d é p e n d a n t e de la loi des probabi l i tés 

des égal i tés in i t ia les xx = a e

( 1 > . S o n é t u d e re lève d e la théor ie des é q u a t i o n s l inéaires 
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a u x différences f inies , e t p o u r simplifier, n o u s al lons n o u s borner a u c a s i m p o r t a n t , 

où les probabi l i tés de passage pk , ( < + 1 ) = pk t ä 0, ainsi q u e les va l eurs ae

{,) n e 

d é p e n d e n t p a s d e i. D a n s ces condi t ions , P}n) dés ignant la probabi l i té d e l 'égal i té 

xn = aek l a w-ième expér ience , o n a m a n i f e s t e m e n t 

P e ( « + 1 > = Z P ^ p i e , (6) 
i 

A 
a v e c Zpte = 1 qu i expr ime q u e les va leurs ae s o n t les seules poss ibles . I l e n résul te 

« - i 
q u e l e s y s t è m e d e h équat ions h o m o g è n e s à h i n c o n n u e s P f 

P e = Z P o P i h (7) 

A 
a d m e t nécessa irement u n s y s t è m e d e so lut ions , différentes d e 0, te l q u e Z Pt = 1, 

i 
e t o n d é m o n t r e par des cons idérat ions é lémenta ires qu'i l y e n a toujours a u m o i n s 

u n te l q u e P , ^ 0. 

D o n c , quel les q u e so ient les probabi l i tés d e p a s s a g e p(e ^ 0, u n é t a t s ta t ionnaire 

d e la cha îne e s t toujours poss ible , e t i l sera réahsé , si P f

( 1 ) = P¡ d a n s la première 

expér ience . C'est d'ail leurs é v i d e n t d a n s le cas s imple très i m p o r t a n t , où pik = pki, 

c'est-à-dire, lorsque la probabihté d u passage d e a( à a* e s t la m ê m e q u e cel le d u passage 

inverse; la so lu t ion s tat ionnaire toujours poss ible sera alors l a d i s tr ibut ion uni forme 

P = ± 
' h 

P o u r q u e le s y s t è m e d e so lut ions d e (7), correspondant à l ' é ta t s ta t ionnaire 

so i t un ique , i l e s t nécessaire e t suff isant que l 'uni té qui e s t toujours u n e racine 

de l ' équat ion caractér is t ique 

Pu— ^P%i • • Vm 
P l 2 P h i 

Phh—)-

soi t u n e racine s imple d e c e t t e équat ion . D 'après M. v . Mises , c e t t e condi t ion es t 

équ iva l en te a u fa i t que la matr ice || pik || e s t n o n decomposab le , c'est-à-dire que , 

quels q u e so ient i e t k, le passage d e a, à ak dans u n sens a u m o i n s so i t toujours poss ible 

après u n n o m b r e fini assez grand d 'expér iences : pour év i ter ce cas d 'except ion il 

suffirait donc , q u ' o n n'ait p a s s i m u l t a n é m e n t pik = 0 e t pk{ = 0. 

L e cas part icul ier i m p o r t a n t , où t o u s les pik> 0, a v a i t dé jà é t é c o m p l è t e m e n t 

é t u d i é p a r Markoff qui a m o n t r é q u e d a n s ces cond i t ions o n a n o n s e u l e m e n t u n 
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s y s t è m e s tat ionnaire un ique P „ m a i s q u e l 'on a aussi l i m P / n ) = Pt, quel le q u e so i t l a 

d i s tr ibut ion des probabi l i tés ini t ia les , de sorte que la fréquence l imi te Pt des éga l i tés 

xn = at e s t a priori c o m p l è t e m e n t dé terminée par la matr ice des probabi l i tés d e 

passage pik > 0. 

Cependant , e n général , l ' ex is tence d'un s y s t è m e s tat ionnaire un ique n ' impl ique 

pas qu'i l servira d e l imi te à t o u s les s y s t è m e s d y n a m i q u e s , ce qui e s t é v i d e n t , par 

e x e m p l e , pour la matr ice 

0 1 

1 0 

P o u r q u e t o u s l es s y s t è m e s d y n a m i q u e s t e n d e n t vers le s y s t è m e s ta t ionnaire 

un ique , i l e s t nécessaire e t suff isant q u e l ' équat ion caractér is t ique n e possède p a s 

d'autre racine q u e 1 d e m o d u l e un. D a n s le cas contraire, c'est-à-dire, lorsqu'i l 

ex i s tera u n e puissance m d e la matr i ce f o n d a m e n t a l e qu i sera decomposab le , c o m m e 

cela a l ieu, par e x e m p l e , pour la matr ice 

0 a 0 ß 

ß 0 et 0 

0 ß 0 a 

a 0 ß 0 

le s y s t è m e d y n a m i q u e a u l ieu d'avoir nécessa irement p o u r l imite l ' é tat s ta t ionnaire , 

tendra , e n général , à se reproduire pér iod iquement a v e c u n e période égale à m (qui 

es t 2 d a n s notre e x e m p l e ) . 

Cependant , m ê m e dans ce dernier cas la fréquence m o y e n n e des égal i tés xn = ae 

dans l ' ensemble d e s expér iences tendra , quel les que so ient les condi t ions init ia les , 

vers la m ê m e l imi te Pe qui correspond à l ' é ta t s ta t ionnaire . S e u l e m e n t l e t h é o r è m e 
n 

l imite général isé d e Liapounoff n e sera p lus , e n général , appl icable à la s o m m e Ex{. 
i 

J e n'insisterai p a s ici sur les condi t ions suff isantes p l u s o u m o i n s larges p o u r la 

val id i té d e ce dernier théorème , e n m e b o r n a n t à observer q u e dans l 'hypothèse de 

Markoff pt¿
n) > a > 0 e t , m ê m e , lorsque l es n o m b r e s p i k

{ n ) t e n d e n t vers 0 assez 

l en tement , i l e s t u n e conséquence de la propos i t ion générale m e n t i o n n é e antéri ­

eurement . 

7° L 'é tude du cas , oh xe p e u t prendre u n e inf inité d e valeur, se tra i te par un 

passage à la l imite , la théorie d e s é q u a t i o n s intégrales d e F r e d h o l m fournissant u n 

appareil m a t h é m a t i q u e parfa i tement a d a p t é à c e t t e é t u d e dans le cas o u m o i n s , où 

l 'ensemble des valeurs poss ibles e s t c o n t i n u e t borné . E n s u p p o s a n t , pour f ixer l es 

idées , q u e l 'on a a <. xe < b, l ' équat ion (6) s e t r o u v e remplacée par 
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j f (y, x) d x < a + Q y2, où g < 1; 

a u contraire , si g S 1 c e t t e l imi te pourra n e p a s ex i s ter . 

U n e x e m p l e instruct i f à c e t égard e s t fourni par la loi de p a s s a g e 

j 

= J Pn (*«) / (*» . d X„, 
a 

où l a probabi l i té / (xn, x n + 1 ) S 0 d e passage de xn à x n + 1 e s t a s suje t t i e à la condi t ion 
» 

J* / ( * „ , ar„+i) d x n + í — 1; la d i s tr ibut ion s tat ionnaire e s t dé terminée par l ' équat ion 
a 

b b 
P ( * ) = j P{y) f(y,x)dy, [fP(x)dx=ï\ 

a a 

e t o n d é m o n t r e fac i l ement q u e d a n s les condi t ions d e Markoff : / (y, x) > 0, el le e s t 

un ique , e t d e p lus , que Pn (x) -*-P (x), quel le q u e so i t la d i s tr ibut ion in i t ia le P j (xj. 

E n particul ier, i l e s t é v i d e n t q u e l 'on aura P(x) —, sif(y,x) e s t s y m é t r i q u e . 

Ce résu l ta t général , s 'appl iquant à u n d o m a i n e fini à u n n o m b r e que lconque de 

d imens ions , just i f ie d a n s d e s cas très é t e n d u s l 'hypothèse d e l a d i s tr ibut ion uni forme 

des probabihtés . 

L e cas , où les l imi tes (a, 6) d e v i e n n e n t infinies présente u n e e x c e p t i o n qui méri te 

d 'être s ignalée . 

H e s t aisé d e montrer , e n effet , q u e l a fonc t ion pos i t i ve e t cont inue / (y, x) é t a n t 

symétr ique , o n a, quel les q u e so ient les va leurs d o n n é e s a e t ß e t que lque pe t i t 

q u e so i t e 
S 

P „ (x) d x < e, 

p o u r v u que n so i t assez grand. Ains i , la var iable aléatoire f inirait par disparaître de 

t o u t d o m a i n e fini donné , que l le q u e so i t sa d i s tr ibut ion ini t ia le . 

D 'après c e t t e remarque , si l 'on a d m e t q u e l a var iable a léatoire reste indéf in iment 

observable , i l f a u t o u b ien qu'el le so i t bornée a priori, o u b i e n q u e la loi d e passage 

n e so i t p a s s y m é t r i q u e : i l e s t nécessaire alors q u e la loi d e passage présente u n e 

d i s symétr i e te l le , q u e la d i m i n u t i o n d e l a grandeur cons idérée d e v i e n n e p l u s probable 

q u e s o n a u g m e n t a t i o n , d è s qu'el le reçoi t d e s va leurs su f f i samment grandes . Ainsi 

il suffirait , pour q u e P „ (x) t e n d e vers u n e l imi te dé terminée , q u e l 'on a i t 

a\2n 

304 

i / - . _ \ --¿—=— 



S. Bernstein: Sur les liaisons entre les grandeurs aléatoires 

20 Mathematiker-Kongress 305 

qui , pour Q < 1, c o n d u i t à la dis tr ibut ion l imi te 

tand i s que pour Q i> 1 o n o b t i e n t u n e raréfication infinie. 

E n r e v e n a n t a u cas , où le d o m a i n e d e la variable e s t borné n o u s d e v o n s nous 

arrêter s p é c i a l e m e n t sur l 'appl icat ion q u ' o n a fa i te d e la théorie des chaînes d e Mar­

koff pour suppléer à l 'hypothèse ergodique dans la théor ie c inét ique des gaz . L 'é ta t 

A d 'une agg lomérat ion de molécu le s p o s s é d a n t une q u a n t i t é donnée d'énergie, ren­

fermées d a n s u n e ence inte , e s t représenté hab i tue l l ement , c o m m e o n sait , par la 

pos i t ion A d 'un p o i n t assujet t i à rester d a n s u n e part ie dé terminée de v o l u m e v0 de 

l 'espace à 6 w d imens ions , où n e s t l e n o m b r e de molécu les . A d m e t t o n s q u e la proba­

bil i té d e passage pih d 'un é t a t At a u m o m e n t t à l 'état Ak au m o m e n t t -f- At so i t 

la m ê m e q u e celle d u passage d e Ak à A( (pik — pki > 0), p o u r v u que l ' interval le 

de t e m p s A t n e soi t p a s t rop pe t i t . On p e u t alors affirmer, d'après ce qui précède, 

sans faire aucune h y p o t h è s e sur le m é c a n i s m e d u p h é n o m è n e que , que l q u e soit 

l ' é tat ini t ia l , a u b o u t d'un t e m p s t assez grand par rapport à l ' interval le A t, t o u s 

les é t a t s At t e n d e n t à devenir é g a l e m e n t probables , o u , ce qui rev ient a u m ê m e , la 

probabi l i té de rencontrer le po in t représentat i f A d a n s une région donnée d e v o -

l u m e v t e n d vers le rapport des v o l u m e s — . D e plus , e n v e r t u d e la loi des grands 

nombres qui es t appl icable a u x chaînes d e Markoff, si le s y s t è m e es t a b a n d o n n é à 

l u i - m ê m e p e n d a n t u n t e m p s T0 suf f i samment grand, la probabi l i té d u séjour du 
v 

point A dans u n v o l u m e v p e n d a n t u n e durée d e t e m p s T = — T0 différera d e 1 

aussi p e u qu 'on v e u t . 0 

Ce t h é o r è m e ergodique, f o n d a m e n t a l pour la théorie c inét ique des gaz qui , 

c o m m e on l e vo i t , e s t une conséquence i m m é d i a t e de l ' interprétat ion s tochas t ique , 

si p lausible , donnée p lus h a u t , n'a p u être dédui t p e n d a n t l o n g t e m p s de l 'é tude 

directe d u s y s t è m e d 'équat ions différentiel les qui dé terminent la trajectoire d u 

point représentatif , e t il é ta i t permis de douter d e sa compat ib i l i t é avec l 'ancienne 

représentat ion m é c a n i q u e d u m o u v e m e n t des molécu les . Ce n'est q u e r é c e m m e n t 

q u e M. Birkhoff e s t p a r v e n u à démontrer u n t h é o r è m e é q u i v a l e n t e n fa i sant des 

h y p o t h è s e s d'une nature très générale sur les équat ions différentielles considérées . 

Cet te concordance remarquable semble prouver, d'une part , que les s c h é m a s 

causal is tes ordinaires de la mécan ique c lass ique res tent suff isants pour exp l iquer les 

lois macroscop iques de la théorie des gaz e t , d'autre part , que les in terprétat ions 

s tochas t ique e t déterminis te d'un p h é n o m è n e p e u v e n t conduire à des conséquences 

h m i t e s équ iva lantes . Ac tue l l ement , la différence entre les d e u x in terprétat ions con­

siste e s sent i e l l ement e n ce que la m é c a n i q u e opère a v e c des interval les d e t e m p s 
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in f in iment p e t i t s , t a n d i s q u e l 'emploi d e s cha înes d e Markoff e x c l u t la poss ib i l i té d e 

faire t endre A t v e r s 0; si c e passage à l a l imi te é ta i t l ég i t ime , l e rég ime s ta t ionnaire 

se t rouvera i t réal isé m o m e n t a n é m e n t . 

Mais i l y a l i eu d e no ter u n e autre propriété f o n d a m e n t a l e d e s cha înes n o n s t a -

t ionnaires qui l es d i s t ingue d e s trajectoires d y n a m i q u e s : c 'est leur irréversibi l i té . 

E n effet , l 'égal i té pik — pki e x p r i m e s e u l e m e n t q u e la probab ih té d'aller d e At 

à Ak e s t la m ê m e q u e cel le d'aller d e Ak à At a u passage d e l ' é ta t antér ieur à l ' é ta t 

ul tér ieur; d o n c , si p'ik dés igne l a probabi l i té q u e l e p o i n t arrivé à Ah so i t par t i d e Af, 

o n a les éga l i tés 

P a r conséquent , t a n t q u e l e rég ime s tat ionnaire n'est p a s é tabl i , o n n'aura pas , 

e n général , p'tk = p'ki = pik, e t , d e p lus , t a n d i s q u e p(k d a n s u n e cha îne e s t , par 

déf ini t ion, f ixé d 'avance , i n d é p e n d e m m e n t d e l ' é ta t init ial , l es probabihtés p'ik sont , 

a u contraire , a priori indéterminées . D'ai l leurs , le fa i t q u e l a différence entre les 

e x t r e m a d e P e

( n + l > e s t toujours p l u s p e t i t e que l a différence correspondante des 

P e

( n ) p r o u v e assez c la irement que d a n s u n e chaîne d e Markoff la t e n d a n c e vers la 

d i s tr ibut ion uni forme des probabihtés n e saurai t avoir h e u d a n s les d e u x sens . 

8° Ains i , t a n d i s q u e les équat ions d e la m é c a n i q u e c lass ique d é t e r m i n e n t d 'une 

façon analogue l 'avenir e t l e passé , il n 'en es t p a s de m ê m e pour les chaînes . P a r 

c o n s é q u e n t , si l 'on v e u t reconst i tuer c e t t e s y m é t r i e entre le passé e t l e futur (ce 

d o n t , personne l l ement , je n e vo i s p a s la nécess i té) i l f a u t renoncer à l 'emploi des 

cha înes d u t y p e d e Markoff e t les remplacer par des s c h é m a s d'une nature différente. 

A c e t effet, cons idérons u n e success ion de grandeurs aléatoires xt, te l les q u e la loi 

des probab ih tés x¿ n e so i t dé terminée , / (xt-h, x i + k , x{), que lorsqu'on conna î t u n e 

va leur antérieure x^h e t u n e va leur postérieure x i + k , de sorte q u e la conna i s sance 

supplémenta ire d e s va leurs d' indice inférieur à i — h ou supérieur à i -f- k, n e modif ie 

p a s la loi des probabihtés d e x(. D a n s ces condi t ions , si l 'on se d o n n e arbi tra irement 

les va leurs ini t ia le e t f inale de x0 e t xn, par e x e m p l e , t o u t e s l e s grandeurs inter­

média ires Xf (i= 1 ,2 , . . . , n — 1) d e v i e n d r o n t s t o c h a s t i q u e m e n t parfa i tes — n o u s 

dirons alors q u e ces grandeurs f o r m e n t u n e chaîne réc iproque. ( D a n s u n e chaîne 

ordinaire les grandeurs xf d e v i e n n e n t s t o c h a s t i q u e m e n t parfai tes dès q u e x0 e s t 

d o n n é e , d e sorte q u e la loi d e xn n e p e u t p lus alors être chois ie arbi trairement . ) 

S u p p o s o n s , pour traiter u n cas précis assez général , q u ' o n a nécessa irement 

XI_H < xt <. x t + k , e t q u e la fonc t ion / e s t de la forme 

r k P ih — r i Pik' r i Pki — tk k Pki-

où Ch¡ k e s t u n e c o n s t a n t e qui se dé terminera par la cond i t ion d e normal i t é 
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kx¡_h-\-hxi + k 

k + h 

e t la dispers ion 

aix \ h i c ( z, + k—x,-h\* 
'' ~ X(h + k) + l \ h + k r 

Si X e s t f ixe e t n très grand , les courbes de P e a r s o n t e n d r o n t vers des courbes 

normales a v e c des dispersions t e n d a n t v e r s 0, e t p o u r n — oo, les p o i n t s xt se d is ­

poseraient r igoureusement e n l igne dro i tes . Si X t e n d vers 0 d e te l le sorte , q u e 

Xn — a reste cons tant , la chaîne réc iproque l imi te définira u n e variable a léatoire 

m o n o t o n e quas i -cont inue , pour laquel le fhh (z) se m e t t r a sous la forme 

h,A^) = ^ t ~ k ) - 1 ( i — z ) " * - " - 1 , 

où o n p o s e t, = t0, * ̂  ^ = ce qui n o u s d o n n e u n s chém a général d u 

m é c a n i s m e s tochas t ique d e la f o r m a t i o n e t de la transformat ion c o n t i n u e des 

courbes de M. P e a r s o n . 

O n do i t à M. Schrödinger u n procédé i m p o r t a n t de format ion de cha înes réci­

proques qu'i l a proposé dans s o n Mémoire „ Ü b e r die U m k e h r u n g der N a t u r g e s e t z e " . 

A d m e t t o n s q u e d e u x grandeurs x0 e t xx so ient e n corrélat ion imparfai te , te l le que 

l 'on sache s e u l e m e n t q u e la dens i t é des probabi l i tés d e x± e s t / (x0, xx), lorsque e s t 

donné . P o u r f ixer les idées , posons a v e c M. Schrödinger 

1 _ (si-?,)) 3 

e n rappe lant s eu lement , c o m m e n o u s l ' avons v u , qu'i l es t , e n t o u t cas , imposs ib le 

q u e la probabihté de x0, pour xx donné , so i t représentée par la m ê m e f o n c t i o n . L a 

surface d e corrélat ion la plus générale , correspondant à ce t t e loi de passage sera 

F {x0, x,) = P (x0) f (x0, xr), 

où P (x0) e s t la d is tr ibut ion des probab ih tés de x0 qui p e u t être donnée arbitrairement; 

la loi de dis tr ibut ion de xx sera alors dé terminée par la formule 
GO 

Px (xx) = JP (x0) f (x0, xx) d x0 (9) 
— GO 

2 0 . 307 

i 

C*,* J/*,* (z)dz= 1. 

ô 
On d é m o n t r e alors que la loi des probabihtés do i t ê tre de la forme 

/... (z) = zi*-i(l-z)i*-\ 
où X e s t u n paramètre positif arbitraire, e t se réduit a ins i à u n e courbe d e M. Pearson . 

On a é v i d e m m e n t 
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w (x) == j /0 (x0, x) y> (x0) d x0 j /x {x, xx) cp (Xj) dxx — W (x). O (x), (11) 

et, puisqu'elle ne sera déterminée que, si w0 (x0) et wt (xj sont données toutes les 
deux, la chaîne primitive se trouvera transformée en une chaîne réciproque. 

Dans le cas considéré par M. Schrödinger /„ (x0, x) = e *" V k ) 

]/4nD(t—t0) 

f1(x,x1) = 
yáTíDfa—t) ' 

de sorte que W (x) et 5> (x) satisfont respectivement aux équations conjuguées 

3 0 8 

Ainsi sans contradiction avec la loi de passage / (x0, a )̂ on ne potfrra pas, en 
effectuant un grand nombre d'observations, obtenir des fréquences w0 (x0) et wx (xt) 
sensiblement éloignées de la relation (9) . Mais rien n'empêche de collectionner avec 
assez de patience des paires de valeurs (x0, x¡) très improbables et de tirer de la 
distribution primitive un tableau de corrélation arbitraire entièrement nouveau. 
Cependant, si ce n'est pas la coïncidence de (#„, a )̂ dans une même paire ou chez un 
même individu qui nous intéresse, mais seulement les fréquences w0 (x0) et wx (xx) 
de x0 et xx considérées isolément, une telle sélection sera relativement bien plus 
facile à réaliser, et on a un problème mathématique parfaitement déterminé, si l'on 
demande quel est le tableau de corrélation, correspondant aux fréquences choisies 
w0(x¿f,w1(x1), le plus probable que l'on formera ainsi.En supposant que le nombre 
de paires collectionnées soit très grand, on trouve, d'après M. Schrödinger, que 
la nouvelle surface de corrélation aura pour limite 

F (*o, «h) = / (*o> * i ) V (*o) 9 (XI) 

oh l'on a, pour déterminer rp (x0) et <p {x¡), les équations intégrales 
oo 

Wo (*o) = V («o) / / (*o. xi) <P (xi) à x1 

~l (10> 

w1 {xt) = cp (x,) f f (x0, xt) y> (x0) d x0. 
— 00 

On peut démontrer que dans le cas, où / (x0, xx) a la forme (8) considérée par 
M. Schrödinger, le système (10) admet une solution, quelles que soient les fonctions 
continues w0 (x) et w x (a;). 

Cela étant, si x0, x, xx formaient primitivement une chaîne simple déterminée 
par les lois de passage f0 (x0, x), /x (x, x x ) , la loi des probabihtés de x deviendra 
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dx* ~ T T ' dx2 dt ' 

e t se réduisent r e s p e c t i v e m e n t à rp (x0) pour t = t0 e t à cp (x¡) pour t = tx. 

Si l 'on assujet t i les d i s tr ibut ions in i t ia les e t f inales w0 (x0) e t wx (xx) à certa ines con-
CD 

di t ions supplémenta ires qu'i l f a u t introduire pour q u e les d e u x intégrales j y{x0)dx0 

0 0 6—4Ä2 

e t / cp (xt) d x, a i ent u n sens [ainsi, p a r e x e m p l e , e n s u p p o s a n t w0 (x0) = T==> 

__xi_ 2h]/n 
w i (xi) — T 7 = > Ü faudrai t que A , 2 — A 2 < D (tx— i 0 ) ] , l a chaîne réc iproque 

de M. Schrödinger e s t suscept ib le de l ' interprétat ion s imple su ivante . Considérons 

d e u x var iables a léatoires i n d é p e n d a n t e s a;' e t x" que n o u s appel lerons conjuguées , 

formant d e u x cha înes ordinaires d e sens inverse , dé terminées , r e s p e c t i v e m e n t , par les 

lois de passage /„ (x0, x), fx (xx, x), e t a d m e t t o n s q u e la grandeur x que n o u s obser­

v o n s n e soi t définie que lorsqu'on a s i m u l t a n é m e n t x' = a, x" = a e t qu'el le reçoive 

alors la m ê m e va l eur a. D a n s ces condi t ions , i l résulte i m m é d i a t e m e n t d u t h é o r è m e 

de la mul t ip l i ca t ion des probabi l i tés , q u e w0 (x0) e t wx (xx) seront représentées à u n 

facteur c o n s t a n t près par les intégrales (10), rp(x0') e t cp{xx") é t a n t les probabi l i tés 

ini t ia les des variables conjuguées x' e t x", e t la probabi l i té cherchée w (x) (au m ê m e 

facteur près) sera donnée par la formule (11). 

R e m a r q u o n s q u e les cha înes réciproques , quel q u e so i t leur m o d e de format ion , 

é t a n t s t o c h a s t i q u e m e n t dé terminées par les é t a t s init ia l e t final, sont n a t u r e l l e m e n t 

incapables de fournir des s c h é m a s s tochas t iques parfai ts des é t a t s antérieurs à l 'é tat 

init ial e t postér ieurs à l 'é tat final; ainsi , el les s o n t ass imi lables a u x trajectoires 

d y n a m i q u e s considérées au p o i n t de v u e des principes var iat ionnels , m a i s tand i s 

qu 'une trajectoire m é c a n i q u e ainsi déf inie , p e u t , e n général , ê tre prolongée d'une 

façon dé terminée dans les d e u x sens , l es chaînes réciproques ne jouissent pas de 

ce t t e propr ié té : pour leur va l id i té universe l le il serait donc nécessaire q u e le t e m p s 

soi t fini. Quoiqu' i l e n soit , la forme, sous laquel le n o u s a v o n s présenté ici l es chaînes 

réciproques qui e s t sens ib lement différente d e la concept ion de M. Schrödinger , 

e s t l o g i q u e m e n t i n d é p e n d a n t e d u t e m p s , e t par c o n s é q u e n t , p e u t é g a l e m e n t être 

apphquée , e n particulier, à des prob lèmes s ta t iques de nature s tochas t ique analogue . 

J e suis lo in d'avoir épuisé l 'étude générale des l iaisons entre les q u a n t i t é s aléa­

toires; m a i s v o u s v o y e z par ce qui précède l ' immense var ié té des m o y e n s d o n t dis­

pose la théorie des probabihtés pour l ' interprétat ion m a t h é m a t i q u e des phéno­

m è n e s d e la nature , e t v o u s m'excuserez , je l'espère, si je n'ai p a s réussi à v o u s e x ­

poser d'une façon suf f i samment c o m p l è t e t o u t e s les principales idées modernes 

re lat ives à ce d o m a i n e si v a s t e . 
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Neuere Methoden und Probleme der Geometrie 

Von Karl Menger, Wien 

A l s mir die A u s z e i c h n u n g zute i l wurde , v o n d i e sem K o n g r e s s e z u e i n e m Vortrag 
aus m e i n e m Arbe i t sgeb ie te aufgefordert zu werden , war es z u n ä c h s t m e i n e A b s i c h t , 
über e inige neuere M e t h o d e n u n d P r o b l e m e der Geometr ie i m a l lgemeinen zu spre­
chen , w o b e i i ch , u m auf tragsgemäss m e i n Arbe i t sgeb ie t darzuste l len , vor a l lem 
die m e n g e n theoret i sche R i c h t u n g der Geometr ie ins A u g e fass te . S o vie l s ich n u n 
jedoch über M e t h o d e n u n d P r o b l e m e der mengentheo re t i s chen Geometr ie in 
D i m e n s i o n s - u n d Masstheorie , in Topo log ie u n d Metrik sagen hesse — u n d zwar 
n i c h t n u r über diese Wis senszwe ige a n s ich, sondern insbesondere auch über ihre 
Verknüpfung m i t G e g e n s t ä n d e n der k lass i schen Geometr ie , — einen E i n d r u c k w ü r d e 
I h n e n ohne B e s c h r ä n k u n g des so ausserordent l ich um fa s s enden Gebietes e in solcher 
Vortrag in A n b e t r a c h t der K ü r z e der verfügbaren Zeit k a u m v e r m i t t e l n k ö n n e n , 
näml i ch d e n der Abgesch lossenhe i t , die wir a n den klass ischen Theor ien so schätzen . 
Mehrere e inze lne K a p i t e l der mengentheore t i s chen Geometr ie aber erfreuen s ich 
bereits einer w e i t g e h e n d e n A b r u n d u n g . I c h h a b e deshalb in der l e t z t e n Zeit b e ­
schlossen , vorwiegend doch bloss e in e inziges K a p i t e l der mengentheore t i s chen 
Geometr ie darzuste l len , zumal s ich dabei ja mehrfach Gelegenhei t ergeben wird , 
a l lgemeine m e t h o d i s c h e F r a g e n z u streifen. Meine W a h l fiel auf die Kurven­
theorie, da dieses n e u e s t e K a p i t e l der R a u m l e h r e a n sys temat i scher Abgesch lossen­
hei t w o h l k a u m e inem anderen Tei le der Geometr ie nachs teh t u n d dabei v ie l le icht 
auch d e m Ferners tehenden e inen b e q u e m e n Zugang zu d e n in R e d e s t ehenden 
G e g e n s t ä n d e n b ie te t . 

D i e äl teren Versuche v o n K u r v e n t h e o r i e n brauche ich w o h l nur kurz z u erwähnen , 
d e n n sie s ind a l lgemein b e k a n n t . Dre i v o n i h n e n s u c h t e n s ich auf d e n A b b i l d u n g s ­
begriff zu s t ü t z e n . Man hie l t die K u r v e n n a t u r für eine quantitative E igenschaf t , 
d. h. m a n m e i n t e , K u r v e n en th i e l t en weniger P u n k t e als F l ä c h e n u n d Körper u n d 
m e h r als diskont inuier l iche (verstreut l iegende) Gebilde. D i e s führte erstens auf 
die eineindeutigen Abbildungen. E i n e i n d e u t i g abbi ldbar aber i s t n a c h Georg Cantor 
die Strecke auch auf Quadrat u n d Würfe l e inerseits u n d auf vers treute Gebi lde 
anderse i ts , so dass auf e ine indeut ige A b b i l d u n g e n e in Kurvenbegri f f n i cht gegründet 
werden k a n n . M a n hie l t die K u r v e n m i t J o r d a n für jene Gebi lde, w e l c h e s t e t i g 
durchlauf bar s ind, d. h . als W e g e ines sich s t e t i g b e w e g e n d e n P u n k t e s dargeste l l t 
w e r d e n können . D i e s führte zweitens auf die stetigen Abbildungen. Aber a u c h s te t ig 
i s t d ie Strecke n a c h P e a n o auf die Quadratf läche abbi ldbar, s o dass a u c h auf d e n 
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Begriff der s t e t i g e n A b b i l d u n g e n e in brauchbarer Kurvenbegri f f n i cht gegründet 
w e r d e n k a n n , w e n n g l e i c h n a c h H a h n u n d Mazurkiewicz d ie s te t ig durchlauf baren 
Gebi lde a u c h durch eine w ich t ige g e s t a l t h c h e E igenschaf t g e k e n n z e i c h n e t werden 
k ö n n e n , die als Zusammenhang im Kleinen oder als lokaler Z u s a m m e n h a n g beze ich­
n e t wird . M a n untersuchte drittens j ene Gebi lde, d ie durch e ine zugle ich e inein­
deut ige u n d s te t ige A b b i l d u n g oder, w i e m a n auch sagt , durch e ine topologische 
Abbildung aus e iner Strecke erhal ten w e r d e n k ö n n e n u n d k a m so m i t L e n n e s z u 
jenen K o n t i n u a , d ie l inear ordenbar s ind, b z w . die zwei P u n k t e e n t h a l t e n , so dass 
s ie n a c h T i l g u n g jedes v o n i h n e n versch iedenen P u n k t e s zerfal len. D i e s e Gebilde 
pf legt m a n h e u t e a ls Bogen z u beze i chnen . O b w o h l Quadrat u n d Würfe l n a c h 
e i n e m S a t z v o n Lüroth , der e in Spezial fal l e ines a l lgemeinen Satzes v o n Brouwer 
is t , n i c h t z u d e n B o g e n gehören , k a n n m a n e inen a l lgemeinen Kurvenbegri f f auch 
auf topo log i sche A b b i l d u n g e n n icht s t ü t z e n , d e n n schon d ie Kreis l inie u n d die 
L e m n i s k a t e las sen s ich ja n i c h t durch topo log i sche A b b i l d u n g aus einer Strecke 
erzeugen, gehören also n icht z u d e n B o g e n . 

E i n vierter Versuch b e s t a n d in einer K o m b i n a t i o n des Begrif fes der topo log i schen 
A b b i l d u n g e n m i t e i n e m Zusammensetzungsverfahren. Man n a n n t e B o g e n k o m p l e x 
oder gewöhnliche Kurve e in K o n t i n u u m , we lches S u m m e v o n endl ich v i e l en B o g e n 
ist , d ie paarweise h ö c h s t e n s E n d p u n k t e g e m e i n h a b e n . U n t e r d e n Begriff der g e ­
w ö h n l i c h e n K u r v e n fal len Kre i s u n d L e m n i s k a t e offenbar, aber d e n n o c h i s t er 
für e inen a l lgemeinen Kurvenbegri f f v ie l z u eng , d a j a z. B . das sogenannte Sinusoid 

d. h. der Graph der F u n k t i o n y = s in — , 0 < x ^ 1 ergänzt durch die Strecke 

— 1 g y g l , x = 0 n icht z u d e n gewöhnl i chen K u r v e n gehört . U n d einfache 
Beispie le ze igen, dass es Gebi lde g ibt , d ie m a n als K u r v e n beze ichnet u n d die n icht 
e inmal a ls S u m m e v o n abzahlbar v i e l en B o g e n darstel lbar s ind, z . B . jene K u r v e , 
die e n t s t e h t , w e n n m a n das Cantorsche D i s k o n t i n u u m aus e i n e m P u n k t projiziert. 

Liesse m a n d a g e g e n S u m m e n v o n unabzahlbar v ie len B o g e n zu , so erhielte m a n e inen 
viel zu w e i t e n Kurvenbegriff , denn als S u m m e v o n unabzählbar v ie len S trecken s ind 
ja auch Quadrat u n d Würfel darstel lbar. 
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A u c h der Versuch Zoret t i s , d ie K u r v e n durch e ine ges ta l t l i che E igenschaf t z u 
charakteris ieren, näml i ch dadurch , d a s s sie zwar K o n t i n u a s ind, d. h . abgeschlos ­
sene , z u s a m m e n h ä n g e n d e M e n g e n (Mengen, d i e n i c h t i n zwei ge trennte T e i l m e n g e n 
spa l tbar s ind) , dass sie aber sogenannte zwi schen zwei P u n k t e n irreduzible Kontinua 
s ind (d. h . K o n t i n u a , d ie ke ine die be iden P u n k t e e n t h a l t e n d e ech te Te i lkont inua 
bes i t zen) , führte n icht z u m Ziel, d a n a c h Jan i szewsk i irreduzible K o n t i n u a ex is t ie ­
ren , d ie Quadratf lächen als Tei l e n t h a l t e n . 

E i n le tz ter Versuch , i n der E b e n e die K u r v e n als die nirgends dichten Kontinua 
z u erklären, oder , w a s auf dasse lbe h inaus läuft , a l s die K o n t i n u a , die ke ine Quadrat­
f läche e n t h a l t e n , l ieferte e i n e n anschaul i chen u n d brauchbaren Kurvenbegrif f , der 
aber w e s e n t h c h auf die E b e n e beschränkt i s t , d a schon i m dre id imens ionalen R a u m 
a u c h die F l ä c h e n n irgends d ichte K o n t i n u a s ind. 

D i e def in i t ive L ö s u n g des P r o b l e m s durch die moderne K u r v e n t h e o r i e erfolgt 
auf g a n z anderem W e g e . I c h will , u m d ie fo lgenden Aus führungen n icht for twährend 
unterbrechen z u m ü s s e n , a n dieser S t e h e e ine Z u s a m m e n s t e l l u n g jener A u t o r e n 
g e b e n , d ie a m A u f b a u der K u r v e n t h e o r i e t e i l g e n o m m e n h a b e n , u n d gerade v o r 
e i n e m internat ionalen Kongresse erscheint mir diese Ar t der Dars te l lung a m Pla tze , 
d a durch sie besonders in E v i d e n z ge se t z t wird, wie die K u r v e n t h e o r i e ihre rasche 
E n t w i c k l u n g in d e n verf lossenen J a h r e n internationaler wissenschaftlicher Koopera­
tion v e r d a n k t . F ü r alle De ta i l s sei auf d a s B u c h „ K u r v e n t h e o r i e " verwiesen , das der 
Vortragende unter Mitarbei t v o n N ö b e l i n g herausgegeben h a t u n d das i m Oktober 
1932 erscheint . 

Mitberücks icht ig t s ind dort vor a l l em die R e s u l t a t e der grossen Arbe i t U r y s o h n s 
über d e n Gegens tand . D i e wei tere E n t w i c k l u n g gruppiert s ich u m einige Zentren: 
V o n Mitarbei tern in Polen s ind vor a l l em K n a s t e r , Kuratowsk i , Mazurkiewicz , Sier-
pinski . Zarankiewicz z u n e n n e n . I n A m e r i k a beschäft igt s ich e ine Gruppe v o n 
Forschern v o r w i e g e n d m i t der U n t e r s u c h u n g v o n K o n t i n u a , w o b e i e inige Ergebnisse 
auch kurventheoret i sche B e d e u t u n g h a b e n . E s s ind vor a l l em z u n e n n e n A y r e s , 
G e h m a n n , Kl ine , R . L Moore, der Gründer der Schule , Wi lder u n d G . T . W h y b u r n , 
v o n d e n e n besonders der l e t z t g e n a n n t e überaus scharfsinnige B e i t r ä g e zur K u r v e n ­
theor ie gel iefert h a t . I n Russland h a t AlexandrofF einige kurventheore t i s che Sätze m i t 
M e t h o d e n bewiesen , die er als kombinator i sch beze ichnet . End l i ch s ind die l e t z t en 
E n d e s auf A n r e g u n g m e i n e s Lehrers H a h n zurückgehenden Be i träge aus Wien 
z u n e n n e n , v o n denen ich vor a l l em die w i c h t i g e n R e s u l t a t e v o n N ö b e l i n g u n d 
R e s c h o v s k y erwähne , w o z u noch einige wei tere Ergebnisse m e i n e s Wi ener m a t h e ­
m a t i s c h e n K o l l o q u i u m s tre ten . 

U m die K u r v e n unter d e n K o n t i n u a zu kennze ichnen , verg le icht m a n e ine K u r v e 
m i t e iner F l ä c h e u n d e inem Körper . D e n k e n Sie u m e inen P u n k t e ines Körpers 
eine k le ine U m g e b u n g (e twa eine K u g e l , e in El l ipso id oder dgl . ) ge legt , so sehen Sie , 
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dass d ie B e g r e n z u n g (die Oberfläche) der U m g e b u n g v o m Kö rper i n g a n z e n Flächen-
s t ü c k e n durchdrungen wird. L e g e n wir u m e inen P u n k t e iner Fläche e ine kle ine 
U m g e b u n g , s o wird ihre B e g r e n z u n g v o n der F l ä c h e in Linienstücken durchschni t ten . 
U m e inen P u n k t einer Kurve k ö n n e n wir behebig kle ine U m g e b u n g e n l egen , deren 
B e g r e n z u n g e n v o n der K u r v e in verstreut liegenden Punkten durchs tochen werden . 
S o erhal ten wir d i e fo lgende Def in i t ion : Ein Kontinuum K heisst Kurve, wenn jeder 
Punkt von K in beliebig kleinen Umgebungen enthalten ist, deren Begrenzungen mit K 
nur verstreut liegende Punkte, d. h. kein Kontinuum gemein haben. Z. B . ist der Kre i s 
e ine K u r v e , d e n n jeder P u n k t des Kre i ses i s t in behebig k le inen K u g e l n e n t h a l t e n , 
deren B e g r e n z u n g e n v o n der Kreis l inie i n g e n a u zwei P u n k t e n durchs tochen werden . 
E b e n s o i s t das e r w ä h n t e S inuso id e ine K u r v e u n d a l lgemein k a n n m a n ze igen, dass 
in der E b e n e die K u r v e n m i t d e n nirgends d i c h t e n (d.h. m i t d e n ke ine Quadrat­
f läche en tha l t enden) K o n t i n u a ident i sch s ind. A b e r die a l lgemeine Kurvendef in i t ion 
ist n i cht auf die E b e n e beschränkt , sondern auf K u r v e n in beheb igen eukl id i schen, 
ja n o c h i n v ie l aUgemeineren R ä u m e n anwendbar . 

Dasse lbe Def in i t ionsprinzip , das z u m Kurvenbegri f f führt — es ist insbesondere 
infolge se ines l oka len Charakters e ines der fruchtbarsten der mengentheore t i s chen 
Geometr ie — , g e s t a t t e t n u n e ine ausserordent l ich feine Beschre ibung der e inze lnen 
K u r v e n p u n k t e . J e d e r P u n k t e ines Kre i ses i s t in behebig k le inen U m g e b u n g e n 
entha l t en , deren B e g r e n z u n g e n v o m Kre i se i n g e n a u zwei P u n k t e n durchs tochen 
werden, w ä h r e n d u m e inen K r e i s p u n k t n i c h t beheb ig kle ine U m g e b u n g e n ge legt 
werden k ö n n e n , deren B e g r e n z u n g e n m i t d e m Kre i s bloss e inen P u n k t g e m e i n haben . 
Wir n e n n e n daher die K r e i s p u n k t e P u n k t e zwei ter Ordnung u n d in demse lben S inne 
den D u r e h s e t z u n g s p u n k t einer L e m n i s k a t e e inen P u n k t vierter Ordnung. A l lgemein 
heiss t e in P u n k t der K u r v e K von n-ter Ordnung, w e n n er in behebig k le inen U m ­
g e b u n g e n hegt , deren B e g r e n z u n g e n n P u n k t e m i t K g e m e i n haben , w ä h r e n d p 
nicht in behebig kle inen U m g e b u n g e n e n t h a l t e n i s t , deren B e g r e n z u n g e n m i t K 
weniger a ls n P u n k t e g e m e i n h a b e n . E i n P u n k t v o n K he i ss t regulär, w e n n er in 
behebig k le inen U m g e b u n g e n e n t h a l t e n ist , deren B e g r e n z u n g e n m i t K endliche 
Durchschn i t t e g e m e i n h a b e n ; er heiss t rational, w e n n er in beheb ig k le inen U m ­
g e b u n g e n e n t h a l t e n is t , deren B e g r e n z u n g e n m i t K abzählbare D u r c h s c h n i t t e h a b e n . 
D i e P u n k t e der Tei l s trecke des S inusoides s ind rational , aber n i c h t regulär. K u r v e n , 
die nur reguläre P u n k t e e n t h a l t e n , he issen reguläre Kurven ; K u r v e n , die nur ratio­
nale P u n k t e e n t h a l t e n , w e r d e n rationale Kurven g e n a n n t . E i n Beisp ie l e iner irratio­
na len K u r v e hefert z . B . die zwe i te F igur . 

D a s n ä c h s t h e g e n d e P r o b l e m über d ie Struktur der K u r v e n b e s t e h t n u n in der 
Frage nach der Verte i lung der P u n k t e verschiedener Ordnung in einer g e g e b e n e n 

i 
K u r v e . F ü r jede K u r v e K i s t die Menge K aller P u n k t e erster Ordnung (aller E n d -
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p u n k t e ) diskont inuier l ich, o b w o h l d i e E n d p u n k t e , nebenbe i b e m e r k t , i n der K u r v e 
n 

d i c h t h e g e n k ö n n e n . A u c h für j ede natür l i che Zahl TO > 2 i s t d ie M e n g e K al ler 

P u n k t e w-ter Ordnung v o n K d i skont inuier l ich . D i e Zahl 2 i s t a l so ausgeze ichnet , 

d e n n a u s P u n k t e n zwei ter Ordnung k ö n n e n offenbar Te i lkont inua e iner K u r v e 

b e s t e h e n . Man m e i n t auf d e n ers ten Bl ick , diese Ro l l e der Zahl 2 sei s e lbs tvers tänd­

l ich . D e n n w e n n m a n e ine gewöhnl i che K u r v e be trachte t , so s ieht m a n , dass fas t 

a l le ihre P u n k t e v o n der Ordnung 2 s ind u n d nur endl ich v ie l e E n d - u n d Verzwei ­

g u n g s p u n k t e in ihr auftreten . I n d e s s e n i s t i m a l lgemeinen die Sachlage e ine vö l l ig 

andere . D i e Zahl 2 i s t aUerdings i n beheb igen K u r v e n ausgeze ichnet , aber g l e i chsam 

n u r potent ie l l . 2 i s t die e inz ige Zahl , d ie als Ordnung aller P u n k t e e ines Te i lkont i -

n u u m s einer K u r v e auf tre ten kann, aber es g i b t K u r v e n , d ie ü b e r h a u p t ke ine P u n k t e 

der Ordnung 2 e n t h a l t e n . D a s e infachste Beispie l e iner so lchen K u r v e , deren s ä m t h c h e 

P u n k t e Verzwe igungspunkte s ind, i s t fo lgende Dreieckskurve, w e l c h e e n t s t e h t , i n d e m 

m a n e in Dre ieck in vier k o n g r u e n t e Dre iecke te i l t , d a s Innere des mi t t l eren Teildrei­

e c k e s t i lgt , dieselbe K o n s t r u k t i o n in j e d e m der drei verb le ibenden Tei ldreiecke durch­

führt u n d so a d inf in i tum fortfährt . 

D a m i t ist zugle ich Anlas s z u einer m e t h o d i s c h e n B e m e r k u n g gegeben . W i r h a b e n 

hier e ine jener w e i t b e k a n n t e n u n d a u c h oft g e s c h m ä h t e n mengentheoretischen Singu­

laritäten vor uns , die n a c h Auf fassung m a n c h e r n i c h t mengentheore t i s eh orientierter 

G e o m e t e r d e n H a u p t g e g e n s t a n d der mengentheore t i s chen Geometr ie b i lden . I n der 

T a t f indet es der Mengentheoret iker interessant , dass er e in Be isp ie l e iner K u r v e 

erbr ingen k a n n , d ie nur V e r z w e i g u n g s p u n k t e bes i tz t . A b e r b e a c h t e n Sie , dass 

a b g e s e h e n d a v o n diese Be i sp ie le v o n S ingular i tä ten in einer g a n z anderen Hins i ch t 

v o n W i c h t i g k e i t s ind! W e n n Sie s ich näml ich vor A u g e n ha l t en , dass K u r v e n 

ex i s t i eren , die nur P u n k t e einer Ordnung 4= 2 en tha l t en , so wird I h n e n der Sa tz , 
n 

d a s s für jedes natür l i che n die Menge K aller P u n k t e w-ter Ordnung einer K u r v e K 

diskont inuier l ich is t , w o h l in e inem anderen L i c h t erscheinen. Die Singularität 

bildet also einen Hintergrund, vor dem die Merkwürdigkeit allgemeiner Regelmässig­

keiten erst ins rechte Licht tritt, w i e d e n n überhaupt mengentheore t i s che Singulari­

t ä t e n durchaus n icht nur u m ihrer se lbs t wi l len v o n Interesse s ind, sondern v o r 

a l l e m desha lb , wei l sie e r k e n n e n lassen , uñe unermesslich umfassend und merkwürdig 
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der Bereich von Gegenständen ist, in dem die mengentheoretische Geometrie Ordnung 
schafft und allgemein giltige Gesetze formuliert. 

I m obigen Fa l l e k a n n m a n übrigens v i e l we i ter gehen . E s g i b t geradezu zah len­
theoret i sche F u n k t i o n e n , we lche fest legen, w e l c h e Ordnungen mi te inander k o m ­
biniert auf treten k ö n n e n u n d we lche n i cht . K u r v e n , we lche nur P u n k t e der Ord­
n u n g e n 4 u n d 5 e n t h a l t e n , k ö n n e n n icht ex is t ieren , w ä h r e n d die Ordnungen n u n d 
2 n—2 k o m p a t i b e l s ind u n d die F u n k t i o n 2 n—2 in gewis sem Sinne e ine K o m p a ­
t ib i l i tätsgrenze ang ib t . 

Wieder e ine m e t h o d i s c h e B e m e r k u n g : I c h we i s s n icht , w i e m a n diese h ins ichthch 
behebiger M e n g e n g i l t igen S ä t z e se lbst für m a n c h e jener Gebi lde, w e l c h e auch 
n icht -mengentheore t i scher Def in i t ionen fähig s ind, m i t anderen als mengentheore ­
t i schen Mit te ln bewe i sen k ö n n t e . Al lerdings wird m a n v o n gewissen sogenann-

n 

t e n kombinator i schen S t a n d p u n k t e n a u s v ie l le icht e inwenden , dass die M e n g e n K 
i m a l lgemeinen n i c h t abgeschlossen s ind u n d daher gar n icht innerhalb des Kre ises 
der auf d iesen S t a n d p u n k t e n b e t r a c h t e t e n Objekte l iegen. Aber i ch k a n n n icht 
sehen, w e l c h e n Vorte i l e s für eine Theor ie h a t , gi l t ige Sätze n i c h t formulieren zu 
k ö n n e n , n o c h d a z u in sehr v i e l en F ä l l e n Sä tze , die auch für Gebi lde ge l ten , d ie in der 
Theorie b e t r a c h t e t werden . W i r w e r d e n also so unerwarte te e infache a l lgemeine 
Sätze natür l ich ke ineswegs fallen lassen. Durch Ausschaltung angeblich 'pathologischer 
Gegenstände verzichtet man auf sicher gesunde Gesetze. E s wäre , a ls wo l l t e m a n aus der 
Zahlentheorie d i e t ranszendenten M e t h o d e n verbannen . D a b e i ist z u bedenken , 
dass wir ja dank d e n grundlegenden E n t d e c k u n g e n v o n Herrn Godei in W i e n wissen , 
dass s icher ar i thmet i sche S ä t z e ex is t ieren, die nur mi t t ranszendenten M e t h o d e n 
beweisbar s ind, u n d ebenso , dass sicher Sätze über kombinatorisch eingeführte Gebilde 
existieren, die nur mit mengentheoretischen Methoden bewiesen werden können. 

D a s P r o b l e m der Verte i lung der P u n k t e verschiedener Ordnung in e iner K u r v e 
ist nach al len R i c h t u n g e n durchforscht u n d rest los ge löst . Lassen Sie m i c h aus der 
Fül le weiterer S ä t z e über die Struktur der K u r v e n nur erwähnen , dass die irre­
gulären u n d a u c h die irrat ionalen P u n k t e einer K u r v e nie i sohert auf treten k ö n n e n , 
sondern, so w i e m a n i m Beisp ie l des S inuso ides verif izieren k a n n , s t e t s in kont i ­
nuierl ichen B ä h u n g e n ; ferner, dass die M e n g e aller irrat ionalen P u n k t e einer K u r v e 
se lbst in k e i n e m ihrer P u n k t e regulär, dagegen in j e d e m ihrer P u n k t e rat ional 
sein k a n n . 

U m in der S y s t e m a t i k der K u r v e n t h e o r i e fortzufahren, w e n d e i ch m i c h den 
Zerlegungsproblemen zu. J e d e K u r v e , w ie a l lgemein u n d w i e absonderl ich sie auch 
sein m a g , te i l t m i t den gewöhnl i chen K u r v e n d o c h jedenfal ls d ie Eigenschaf t , dass 
s ie in endl ichvie le bel iebig kle ine abgeschlossene M e n g e n zer legt werden k a n n , die 
zu je zwei e inen diskont inuier l ichen D u r c h s c h n i t t be s i t zen u n d die zu je drei über-
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h a u p t ke ine P u n k t e g e m e i n h a b e n . U n d diese E igenschaf t i s t für die K u r v e n unter 
d e n K o n t i n u a (den K o n t i n u a i m a l lgemeins ten S inne d e s Wortes ) charakter is t i sch . 
W e n n S ie e in K o n t i n u u m , d a s ke ine K u r v e is t , a lso e in mehrd imens iona les K o n t i n u u m , 
in h inre ichend k le ine abgeschlossene M e n g e n zerlegen, t r e t e n i m m e r S u m m a n d e n ­
paare auf, die g a n z e K o n t i n u a m i t e inander g e m e i n h a b e n u n d S u m m a n d e n t r i p e l , 
d i e P u n k t e g e m e i n h a b e n , so w i e be i e iner Zerlegung der Erdoberf läche in k le ine 
Geb ie te kont inuier l iche Grenzen u n d Dre i länderecken v o r k o m m e n . I c h e r w ä h n e 
n o c h , dass a u s dieser G e m e i n s a m k e i t behebiger K u r v e n m i t g e w ö h n l i c h e n K u r v e n 
auch fo lgt , dass m a n jede K u r v e in e ine g e w ö h n h c h e K u r v e durch beheb ig k le ine 
Verrückungen der P u n k t e s te t ig deformieren k a n n , u n d dass a u c h diese E i g e n ­
schaft für d i e K u r v e n unter d e n a l lgemeinen K o n t i n u a charakter is t i sch i s t . 

E i n anderer Fragenkre i s beschäf t ig t s ich m i t der Summe von Kurven. Vere in igt 
m a n zwei K u r v e n , so e n t s t e h t , w e n n die S u m m e e in K o n t i n u u m ist , wieder e ine 
K u r v e . J a , es i s t se lbst d ie S u m m e v o n abzählbarv ie len K u r v e n n iemals e ine 
F l ä c h e . E b e n s o ist die S u m m e v o n abzählbarv ie len rat iona len K u r v e n e ine rat ionale 
K u r v e . D i e S u m m e v o n abzählbarv ie l en regulären K u r v e n i s t natür l i ch , w i e m a n 
a m Beisp ie l des S inuso ides l e icht erkennt , n icht n o t w e n d i g regulär. W a s aber i s t 
näherhegend als die V e r m u t u n g , dass w e n i g s t e n s die S u m m e endl ichvie ler regulärer 
K u r v e n regulär is t? U n d doch i s t d e m n i c h t so . S c h o n die S u m m e zweier regulärer 
K u r v e n k a n n irregulär se in . Sie w e r d e n n u n wieder e in recht absonderl iches Gegen­
beispie l für d ieses merkwürdige V o r k o m m n i s erwarten . H i e r i s t e i n e s : F ü g t m a n 
die be iden fo lgenden K u r v e n , 

w o b e i m a n die K o n s t r u k t i o n der Halbkre ise natürl ich a d inf in i tum fortgese tz t z u 
d e n k e n h a t u n d v o n denen m a n le icht ze igen k a n n , dass sie regulär s ind, z u s a m m e n , 
s o i s t d ie e n t s t e h e n d e K u r v e 
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irregular. I c h h a l t e es für sehr w o h l denkbar , dass m a n Wertkr i ter ien formulieren 
k ö n n t e , d e n e n zufolge a u c h diese K o n t i n u a „geometr i sch n i c h t vo l lwer t ig" s ind. 
T a t s a c h e aber i s t , dass es s ich u m Figuren hande l t , die i m K a p i t e l über Modul ­
funkt ionen d ie geometr i sche Zierde der klass ischen B ü c h e r über F u n k t i o n e n t h e o r i e 
b i lden. 

A b e r die zu l e t z t be t rachte t e S u m m e n k u r v e h a t n o c h andere merkwürdige E i g e n ­
schaf ten , — Eigenschaf t en v o n jener Ar t , w i e s ie b i swei len als „bloss m e n g e n ­
theoret i sche V o r k o m m n i s s e " e t w a s ger ingschätz ig b e h a n d e l t werden . Man würde 
doch z. B . k a u m für m ö g h c h h a l t e n , d a s s e in K o n t i n u u m K zwe i P u n k t e p u n d q 
enthä l t , die für j ede n o c h s o grosse natür l i che Zahl n innerhalb des K o n t i n u u m s K 
durch m b i s auf d i e P u n k t e p u n d q paarweise fremde B o g e n verbindbar s ind, ohne 
dass p u n d q innerha lb v o n K durch u n e n d h c h v i e l e paarweise fremde B o g e n ver­
b indbar s ind. U n d d o c h . D i e l e t z tbe trachte t e S u m m e n k u r v e , d ie m a n m i t R ü c k s i c h t 
auf ihre Def inierbarkei t durch a u t o m o r p h e F u n k t i o n e n w o h l n i c h t als al lzu p a t h o ­
logisch beze i chnen k a n n , bes i t z t diese E igenschaf t h ins icht l ich der e ingeze ichneten 
P u n k t e p u n d q. W ieder erg ibt s ich e ine m e t h o d i s c h e B e m e r k u n g , g le i chsam dual zur 
v o r i g e n : Durch Ausschaltung angeblich pathologischer Vorkommnisse verzichtet man 
auf sicher gesunde Gegenstände. 

U n t e r d e n v i e l en merkwürd igen E igenschaf ten dieser schönen K u r v e h a b e ich 
d a r u m gerade d ie e r w ä h n t e herausgegrif fen, wei l sie z u einer w i c h t i g e n Frages te l lung 
überle i tet , die w iederum durch e in a l lgemeines , n o c h d a z u auf ganze Zahlen bezüg­
l iches Gesetz b e a n t w o r t e t w ird . Jeder P u n k t p v o n w-ter Ordnung e ines beheb igen 
s te t ig durchlaufbaren K o n t i n u u m s K i s t Scheite l e ines in d i e sem K o n t i n u u m e n t ­
h a l t e n e n n -Be ines , d. h. es las sen s ich aus d e m K o n t i n u u m n i m P u n k t p endende , 
sonst paarweise fremde B o g e n herausgreifen, w ä h r e n d e in (n + 1)-Bein m i t d e m 
Schei te l p i m K o n t i n u u m K n i c h t e n t h a l t e n ist . B e a c h t e n Sie , dass diese n B o g e n 
durchaus n icht d ie g e s a m t e N a c h b a r s c h a f t v o n p i m K o n t i n u u m auszufül len brau­
chen . D a s K o n t i n u u m k a n n z. B . , w i e wir sahen, bloss a u s V e r z w e i g u n g s p u n k t e n 
bes tehen . U n d doch lässt s ich aus d e m w e n n a u c h n o c h so verwicke l t en Linien-
gewirre z u j e d e m P u n k t n-ter Ordnung s t e t s e in w-Bein, aber kein (n + 1)-Bein 
herausgreifen. 

W a s die K u r v e n t h e o r i e wei ter le i s tet , i s t eine s y s t e m a t i s c h e U n t e r s u c h u n g der 
haupt säch l i chen K u r v e n k l a s s e n , der rat ionalen K u r v e n , der regulären K u r v e n , 
speziel ler K l a s s e n regulärer K u r v e n u n d so weiter b i s zu d e n gewöhnl i chen K u r v e n , 
für die als charakter is t i sch erwiesen wird, dass sie nur endl ichvie le P u n k t e e n t h a l t e n , 
deren Ordnung =(= 2 ist . E s ist ein systematischer Weg vom Allgemeinen zum Speziellen 
m i t K e n n z e i c h n u n g jeder spezie l leren K l a s s e innerhalb der a l lgemeineren. U n d dies 
i s t e ine ganz a l lgemeine M e t h o d e der mengentheore t i s chen Geometr ie . S i e unter­
sucht auch die e infachen Gebi lde , aber s ie geht nicht von ihnen aus. Sie läss t s ich 
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durch ke ine v o n vornhere in a n g e n o m m e n e B e s c h r ä n k u n g d e n W e g z u m Al lgemeinen 
versperren, sondern sie kennzeichnet das Spezielle unter dem Allgemeinen. 

Zwei Beispie le m ö g e n dies er läutern. 
W i r h a b e n erwähnt , d a s s es K u r v e n g ibt , d ie n icht s te t ig durchlaufbar s ind 

(wie z. B . das Sinusoid) u n d dass es s t e t ig durchlaufbare K o n t i n u a g ibt , die ke ine 
K u r v e n s ind (wie z. B . die Quadratf läche) . U n t e r s u c h t m a n j edoch jene K o n t i n u a , die 
n i cht nur se lbst s te t ig durchlauf bar s ind, sondern deren s ä m t h c h e Te i lkont inua s te t ig 
durchlaufbar s ind, so ze igt s ich, dass d iese „erblich durchlauf baren" K o n t i n u a durch­
w e g s K u r v e n s ind. J a , m a n k a n n we i ter ze igen, dass diese K l a s s e der erbhch durch­
laufbaren K o n t i n u a s ich zwischen die K l a s s e der regulären u n d die K l a s s e der rat io­
na len K u r v e n e inschiebt , in d e m Sinne , dass jede reguläre K u r v e erbhch durchlaufbar 
u n d jede erbhch durchlaufbare rat ional ist , während rat ionale K u r v e n exis t ieren, 
die n i c h t erbhch durchlauf bar s ind, w i e z. B . das Sinusoid , u n d erbhch durchlauf-
bare K u r v e n , we lche nicht regulär s ind. F ü r das le tztere V o r k o m m n i s l iefert übrigens 
e in Be isp ie l w iederum die vorh in e r w ä h n t e u n d abgebi ldete irreguläre K u r v e , we lche 
als S u m m e zweier m i t Hi l fe der Modul funkt ionen definierbarer regulärer K u r v e n 
darste l lbar i s t . Gekennze ichnet s ind die erbhch durchlauf baren K u r v e n u . a. durch 
die E igenschaf t , dass sie k e i n Konvergenzkontinuum als Teil en tha l t en , d. h. ke in 
T e i l k o n t i n u u m T en tha l t en , zu d e m eine F o l g e v o n paarweise und zu T f remden, 
g e g e n T k o n v e r g e n t e n Te i lkont inua der K u r v e exist iert . 

D a s zwe i te Be i sp ie l knüpf t an die B e m e r k u n g , dass die S u m m e zweier regulärer 
K u r v e n n icht regulär sein m u s s . D iese Tat sache legt die B e t r a c h t u n g v o n beständig 
regulären K u r v e n nahe , d. h. v o n K u r v e n , die n icht nur regulär s ind, sondern n a c h 
H i n z u f ü g u n g einer behebigen regulären K u r v e regulär b le iben. D i e K l a s s e dieser 
bes tänd ig regulären K u r v e n schiebt s ich zwischen die Klasse der regulären K u r v e n 
u n d die K l a s s e der e ingangs e r w ä h n t e n gewöhnl i chen K u r v e n (oder B o g e n k o m p l e x e ) 
e in . Gekennze ichnet s ind die bes tändig regulären K u r v e n durch die E igenschaf t , 
dass sie ke in Häufungskontinuum e n t h a l t e n , d. h . ke in T e i l k o n t i n u u m bes i tzen , 
des sen K o m p l e m e n t in der K u r v e d icht ist . Charakterist isch i s t für sie ferner, 
dass s ie ke in T e i l k o n t i n u u m e n t h a l t e n , in w e l c h e m die V e r z w e i g u n g s p u n k t e der 
K u r v e d icht h e g e n . 

Mangel an Zeit verb ie te t mir, auch nur h ins ichthch der K u r v e n t h e o r i e auf die 
F ü l l e weiterer R e s u l t a t e e inzugehen , d ie aus d e m Prinz ip s y s t e m a t i s c h e n u n d k e n n ­
ze ichnenden Schre i tens v o m Al lgeme inen z u m Spezie l len fHessen. I c h will hier v ie l ­
mehr ledigl ich e in d ie K u r v e n t h e o r i e in g e w i s s e m Sinne abschl iessendes R e s u l t a t 
e r w ä h n e n . J e d e K u r v e , sie m a g n o c h so verwicke l t sein u n d in e i n e m n o c h so h o c h -
d imens iona len eukl id i schen R a u m oder gar i m Hi lber t schen R ä u m e l iegen, k a n n 
topo log i sch auf e ine K u r v e des dre id imens ionalen eukl id i schen R a u m e s abgebi lde t 
w e r d e n . J a es ex is t ier t sogar e ine b e s t i m m t e K u r v e im dre id imens iona len eukl i -
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diseñen R a u m , d ie z u jeder n o c h so kompl iz ier ten K u r v e e ine in sie topo log i sch 

transformierbare Te i lkurve e n t h ä l t . D i e s e umfassende K u r v e , d ie übrigens n o c h d a z u 

s t e t ig durchlaufbar i s t , erhäl t m a n s o : M a n tei l t e i n e n Würfe l in 27 k o n g r u e n t e 

Tei lwürfel u n d t i lg t d e n inners ten u n d se ine 6 Nachbarwürfe l . 

Man wiederhol t s o d a n n dieses Ti lgungsverfahren i n j e d e m der 20 verble ibenden 

Würfe l 

und iteriert d iesen Prozess , der offenbar e ine Veral lgemeinerung der K o n s t r u k t i o n 

des Cantorschen D i s k o n t i n u u m s is t , a d inf ini tum. D i e Menge aller verb le ibenden 

P u n k t e i s t die e r w ä h n t e U n i versa lkurve . 

A b e r n o c h v i e l mehr ! D i e T e n d e n z , d e n Raumbegri f f z u veral lgemeinern, so 

dass der R a u m n i c h t speziel ler i s t a ls d i e in ihm b e t r a c h t e t e n Gebilde, — diese 

Tendenz , we lche s ich in der Dif ferent ia lgeometrie so m a s s g e b e n d ausgewirkt ha t , 

h a t auch in der m e n g e n t h e o r e t i s c h e n Geometr ie F r ü c h t e getragen . I n der Differen­

t ia lgeometr ie f a n d m a n , dass der eukl id ische R a u m speziel ler ist als d ie in i h m 

b e t r a c h t e t e n Mannigfa l t igke i ten , u n d g ing deshalb zur U n t e r s u c h u n g der Mannig­

fa l t igke i ten in R i e m a n n s c h e n R ä u m e n über . I n der meng entheo re t i s chen Geometr ie 

erweis t s ich der eukl id ische R a u m n o c h i n v ie l h ö h e r e m Masse spezieller a ls die in 

i h m b e t r a c h t e t e n Te i lmengen , u n d zwar sowohl i m Grossen als auch i m K l e i n e n , 

s o w o h l in topolog ischer a ls auch in metr ischer Hins i ch t . D i e b e t r a c h t e t e n Tei l ­

m e n g e n s ind ja, u m nur e in auf der H a n d hegendes Be isp ie l z u erwähnen , durchaus 

n icht n o t w e n d i g h o m o g e n , w ä h r e n d der eukl idische R a u m h o m o g e n i s t . D i e er­

forderl ichen A b s t r a k t i o n e n v e r d a n k t m a n Fréchet , der d a m i t z u jenen a l lgemeinen 

R a u m k l a s s e n der mengentheore t i s chen Geometr ie ge langte , v o n denen se ine L i m e s ­

k lassen , seine metr i schen u n d seine ha lbmetr i schen R ä u m e (classes L, V, E), sowie 

Hausdorff 's topologische R ä u m e h e u t e berei ts z i emhch a l lgemein b e k a n n t s ind. A u c h 

bezügl ich dieser a l lgemeinen R ä u m e lassen sich m e t h o d i s c h e B e t r a c h t u n g e n an-
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s te l l en , ähnl ich j enen über die in der mengentheore t i s chen Geometr i e b e t r a c h t e t e n 
Gebi lde . A u c h unter d iesen R ä u m e n n ä m l i c h ex i s t ieren ausserordent l i ch merkwür­
d ige I n d i v i d u e n , u n d zwar merkwürdig sowohl in b e z u g auf d ie N a t u r ihrer E l e m e n t e , 
w e l c h e z . B . ihrerseits T e i l m e n g e n anderer R ä u m e oder A b b i l d u n g e n se in k ö n n e n , 
a l s a u c h hins icht l ich der zwischen d e n E l e m e n t e n b e s t e h e n d e n R e l a t i o n e n u n d der 
ges ta l t l i chen E igenschaf ten . U n d d o c h wird a u c h dieser unermess l i che Bere ich 
v o n R ä u m e n durch a l lgemeine Gese tze beherrscht . W a s d ie K u r v e n t h e o r i e betrifft , 
deren s ä m t h e h e Begriffe u n d T h e o r e m e übrigens auf diese a l lgemeinen R ä u m e über­
tragbar s ind, so k a n n m a n ze igen, dass sogar j ede Tei lkurve e ines dieser a l lgemeinen 
R ä u m e topo log i sch auf e ine Te i lkurve der e r w ä h n t e n U n i v e r s a l k u r v e abgeb i lde t 
w e r d e n kann , w a s übr igens nur e in Spezialfal l e ines a l lgemeinen d i m e n s i o n s t h e o ­
re t i schen E i n b e t t u n g s s a t z e s ist . 

D a m i t m ö c h t e i ch , w a s die s y s t e m a t i s c h e K u r v e n t h e o r i e betrifft , m e i n e w e n i g e n 
Be i sp ie le beschl iessen. D i e s e g e s a m t e K u r v e n t h e o r i e i s t nur e i n e inz iges u n d zwar 
e in e inführendes K a p i t e l der mengentheore t i s chen Geometr ie . Vor a l l em is t s ie in 
g e w i s s e m Sinne bloss der e infachste Spezialfal l der a l lgemeinen m e n g e n t h e o r e t i s c h e n 
Dimensionstheorie, w e l c h e s ich auf j e n e n Dimensionsbegri f f s t ü t z t , der i m K e i m e 
berei ts in d e n b e r ü h m t e n A n f a n g s w o r t e n E u k l i d s e n t h a l t e n i s t : „ D a s Äussers te 
e iner K u r v e s ind P u n k t e , das Äussers te e iner F l ä c h e s ind K u r v e n , d a s Äussers te 
e ines Körpers s ind F l ä c h e n " , — der s o d a n n v o n Po incaré vorbere i t e t w u r d e , d e m 
B r o u w e r u n d in den unters t en F ä l l e n Sierpinski bereits ausserordentheh n a h e ­
g e k o m m e n waren , ohne dass diese A u t o r e n al lerdings ihre Def in i t ionen z u m A u s g a n g s ­
p u n k t irgendeiner Theor ie m a c h t e n , u n d der schl iessl ich bei U r y s o h n u n d in m e i n e n 
e igenen A b h a n d l u n g e n def ini t iv formuliert u n d z u m A u s g a n g s p u n k t einer u m ­
fassenden Theorie g e m a c h t worden is t , we lche in m e i n e m B u c h e „ D i m e n s i o n s t h e o r i e " 
(1928) dargeste l l t i s t . 

I n w e l c h e m Verhäl tn i s s t ehen n u n diese a l lgemeinen p u n k t m e n g e n t h e o r e t i s c h e n 
U n t e r s u c h u n g e n zur Topologie? Mit V e r g n ü g e n hörte i ch i m ges tr igen Vortrage 
Herrn Alexander ' s , die U n t e r s u c h u n g e n v o n P u n k t m e n g e n se ien e i g e n t h e h gar n icht 
Topo log ie in d e m auf Leibniz zurückgehenden S inne der k o m b i n a t o r i s c h e n T o p o ­
logie , we lche d ie q u a l i t a t i v e n E igenschaf ten i m Grossen des R a u m e s u n d der R a u m ­
geb i lde untersucht . D i e s e Auf fassung ver tre te i ch n ä m h c h in m e i n e n P u b l i k a t i o n e n 
berei ts seit mehreren J a h r e n . I c h m ö c h t e nur v o r w e g bemerken , dass v o n d e n 
mengentheore t i s ch or ient ierten G e o m e t e r n m i t dieser Auffassung n i c h t i m ger ings ten 
i rgende in Vorwurf gegenüber d e n v o n i h n e n sehr g e s c h ä t z t e n kombinatorischen 
M e t h o d e n v e r b u n d e n wird, gegen die e ine P o l e m i k mir völ l ig fern h e g t . G e l e g e n t h c h 
w e r d e n ja kombinator i sche M e t h o d e n sogar in rein mengentheore t i s cher Geometr ie 
v e r w e n d e t , in der K u r v e n t h e o r i e z. B . z u m B e w e i s e des ra-Beinsatzes. F e r n h e g t 
mir a u c h e ine P o l e m i k g e g e n die m i t A p p r o x i m a t i o n e n u n d e -Deformat ionen 
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arbe i tenden sogenannten kombinato ir schen M e t h o d e n 1 ) . D e n zahlre ichen Proble ­
m e n , d ie bisher ausschl iess l ich mengentheore t i schen u n d n i c h t pseudokombinator i ­
schen M e t h o d e n s ich zugängl ich erwiesen h a b e n (und zwar sowohl w a s Formul i e ­
rung als auch w a s Bewe i se betrifft) , s t e h e n ja e in ige F ä h e gegenüber , die bisher 
nur grenzkombinator i sch u n d n o c h n icht mengentheore t i sch in Angriff g e n o m m e n 
worden s ind, wenngle i ch ich n icht verschweigen k a n n , dass in d e n m e i s t e n jener 
F ä h e , d ie h e u t e sowohl in sogenannter kombinator i scher a ls a u c h in m e n g e n t h e o ­
ret ischer B e h a n d l u n g vorhegen , w i e z . B . i m Fa l l e des Zusammenhangsbegr i f fes 
die mengentheore t i s che B e h a n d l u n g mir kürzer, e leganter u n d a l lgemeiner erscheint . 

U n d n u n m ö c h t e ich d ie Herrn A l e x a n d e r u n d m i r g e m e i n s a m e A n s i c h t , dass 
die mengentheore t i s che Geometr ie ke ine Topolog ie sei , ergänzen durch e ine B e ­
merkung , w a s die mengentheore t i sche R i c h t u n g in der Geometr ie d e n n meines 
E r a c h t e n s i s t : Ihr Ziel i s t die Untersuchung beliebiger Raumgebilde. M a n c h e geo ­
metr i sche E igenschaf ten erweisen s ich dabe i als invar iant gegenüber topo log i schen 
Transformat ionen, m a n c h e n icht , ohne dass doch desha lb diese l e tz teren d a r u m 
weniger w ich t ig se in m ü s s e n . A l s Beispie l einer für beheb ige metr i sche R ä u m e u n d 
ihre T e i l m e n g e n definierbaren, topo log i sch n icht i n v a r i a n t e n u n d doch recht frucht­
baren Eigenschaf t erwähne i ch hier nur die Konvexität. L iegt e in metr ischer R a u m 
vor, d. h. e ine Menge v o n (als P u n k t e beze ichneten) E l e m e n t e n , in der je zwei 
P u n k t e n p u n d q e ine (als A b s t a n d v o n p u n d q beze ichnete ) Zahl pq = qp zuge­
ordnet ist , die > 0 ist , falls p u n d q verschieden s ind, w ä h r e n d v o n sich se lbs t jeder 
P u n k t d e n A b s t a n d 0 hat , u n d wobe i je drei P u n k t e p, q, r der Dre iecksungle ichung 
pq -\- qr i g pr g e n ü g e n , — d a n n sagen wir, q l iege zwischen p u n d r, falls q v o n p 
u n d r versch ieden i s t und die B e z i e h u n g pq-\-qr = pr bes teht . U n d wir n e n n e n 
den metr i schen R a u m k o n v e x , faUs zu je zwei P u n k t e n e in P u n k t zwischen ihnen 
exis t iert . E s sche int mir n u n sehr bemerkenswert , dass auch in der vöUig u n t o p o l o -
g ischen K o n v e x i t ä t s t h e o r i e be im S t u d i u m der Verte i lung gewisser metr i sch-
singulärer P u n k t e ganz diese lben M e t h o d e n anwendbar s ind u n d ganz analoge Sätze 
ge l t en wie in der mengentheore t i s chen Kurventheor ie . D i e Sp i t zen eines metr i schen 
R a u m e s beispielsweise (d. h. j ene P u n k t e , welche zwi schen ke inen zwei P u n k t e n des 
R a u m e s hegen) g e n ü g e n ganz dense lben früher e r w ä h n t e n Verte i lungsgese tzen wie 
die E n d p u n k t e e iner K u r v e . 

U n d d a m i t k o m m e ich zu e inem besonders wicht igen , bisher noch k a u m in A n -

J ) Gesprächsweise schlug Herr Alexandroff nach dem obigen Vortrage vor, dem in demselben her­
vorgehobenen Unterschiede zwischen den kombinatorischen (mit endlichen Mengen operierenden) und 
den bisher häufig gleichfalls kombinatorisch genannten, obwohl mit dem Limesbegriff, ja mit konti­
nuierlichen Deformationen arbeitenden Methoden dadurch Rechnung zu tragen, dass man die lezteren 
als grenzkombinatorisch bezeichnet. Für eine eingehende Behandlung aller einschlägigen methodi­
schen Fragen verweise ich auf meinen 1933 erscheinenden Einleitungsband der Sammlung „Mengen­
theoretische Geometrie in Einzeldarstellungen." 
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griff g e n o m m e n e n F r a g e n k o m p l e x : nach den topologischen Eigenschaften eines 
allgemeinen Raumes, welche die Aufprägung spezieller Metriken gewährleisten, u n d 
anderse i t s nach den metrischen Eigenschaften, welche das Äquivalent gewisser topo-
logischer Eigenschaften sind. W e l c h e topo log i sche E igenschaf t e ines k o m p a k t e n 
B a u m e s gewähr le i s te t z . B . d ie E inführbarke i t e iner Metrik, derzufolge der R a u m 
k o n v e x i s t , b e z w . derzufolge je zwei P u n k t e durch e ine e inz ige geodät i sche Linie 
v e r b u n d e n s ind oder gar (in bloss vo l l s tänd igen R ä u m e n ) g e n a u e ine Gerade b e s t i m ­
m e n ? I s t s t e t ige Durchlauf barkeit für die Konvex i f i z ierbarke i t e ines R a u m e s n icht 
n u r n o t w e n d i g , sondern auch hinre ichend? U n d in w e l c h e n B e z i e h u n g e n s t eh t 
U n i z i t ä t der geodät i s chen Lin ien z u d e n B e t t i s c h e n - u n d Tors ionszahlen? D ie ser 
g a n z e Fragenkre i s s t e h t l e t z t e n E n d e s d e n t i e f s ten K e r n dessen dar, w a s m a n als 
topologische Fragen der Differentialgeometrie u n d als Differentialgeometrie im Grossen 
beze ichnet . 

Ü b e r h a u p t sche int m i r n i ch t s ungerechter , a l s w e n n m a n der m e n g e n t h e o r e t i s c h e n 
Geometr i e vorwirft , s ie h a b e ke inen A n s c h l u s s a n d ie k lass i schen P r o b l e m e der 
Geometr ie oder sei i m Begriffe , dense lben z u verberen. W e n n die K u r v e n t h e o r i e , 
v o n der ich I h n e n w e g e n ihrer A b r u n d u n g e inige Beisp ie le vorge leg t h a b e , weniger 
B e z i e h u n g e n zur ä l teren Geometr ie bes i t z t , so we i sen andere Zweige der m e n g e n ­
theore t i schen Geometr ie solche B e z i e h u n g e n in e m i n e n t e m Masse auf. E s ist über­
flüssig z u erwähnen , w i e tief d ie mengentheore t i s chen Masstheorien der Pariser 
Schule in die g e s a m t e A n a l y s i s eingegriffen h a b e n . E s m ö g e n u r daran erinnert werden , 
w i e speziel l M e t h o d e n der metrischen mengentheoretischen Geometrie in Differential ­
geometr ie , Var ia t ionsrechnung, ja in Gruppentheor ie l a n g s a m aber sicher e inzu­
dringen beg innen . D e r Einf luss der mengentheore t i s chen M e t h o d e n auf diese 
k lass i schen Gebie te i s t te i l s e in verallgemeinernder, te i l s e in präzisierender, te i l s e in 
abrundender. A n m a n c h e n Ste l len w e r d e n überflüssige B e s c h r ä n k u n g e n durch d e n 
Ü b e r g a n g z u m S t u d i u m al lgemeiner M e n g e n abgestreif t , a n m a n c h e n Ste l len a u c h 
für die bisher b e k a n n t e n Gebi lde durch H e r a n z i e h u n g al lgemeinerer Gebi lde n e u e 
S ä t z e e n t d e c k t . A l s Be i sp ie l e r w ä h n e ich nur e ine K r ü m m u n g s d e f i n i t i o n u n a b ­
h ä n g i g v o n d irekten Di f ferenz ierbarkei t svoraussetzungen für B o g e n , we lche n i c h t 
e i n m a l durch F u n k t i o n e n gegeben se in m ü s s e n , u n d e ine K e n n z e i c h n u n g der Strecke 
durch K r ü m m u n g 0 un ter d iesen B o g e n , - a lso e in dif ferent ialgeometrischer Satz ohne 
Dif ferent ia lrechnung. E r w ä h n t w e r d e n m ö g e n o c h , dass die K e n n z e i c h n u n g der 
eukl id i schen R ä u m e unter den a l lgemeinen metr i schen R ä u m e n n icht nur zur Ver­
w e n d u n g algebraischer M e t h o d e n geführt hat , sondern a u c h e inige e lementar­
geometr i sche u n d algebraische S ä t z e z u t a g e gefördert h a t . 

D a s aber, w a s mir v o n grundlegender W i c h t i g k e i t an der m e n g e n t h e o r e t i s c h e n 
Geometr ie zu se in sche int , u n d w a s i ch I h n e n z u v o r durch e in ige kurventheore t i s che 
B e m e r k u n g e n näher zu br ingen suchte , das i s t die unermessliche Erweiterung des 
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Gegenstandes geometrischer Forschung, w e l c h e die unvergäng l i che L e i s t u n g Georg 
Cantor's m i t s ich gebracht h a t , d iesen Bere ich , in d e m sie die ung laubl i chs ten 
S ingular i tä ten e n t d e c k t h a t u n d v o n d e m sie d o c h nachwe i s t , dass er durch al lge­
m e i n e Gesetze beherrscht wird . W e n n wir in der Gesch ichte der Geometr ie zurück­
bl icken, so g ibt e s h ö c h s t e n s e inen e inz igen Moment , der e ine ähnl iche Erwe i t erung 
des Forschungsbere iches z u verze i chnen h a t t e , n ä m h c h die E n t d e c k u n g der ana­
l y t i s c h e n Geometr ie . V o r ihrer E n t d e c k u n g h a t t e m a n sich m i t Geraden, K e g e l ­
s chn i t t en u n d e in igen w e n i g e n a lgebraischen u n d t r a n s z e n d e n t e n K u r v e n befasst , 
die zur L ö s u n g eher zufäl l iger P r o b l e m e , wie Würfe lverdoppe lung u n d Winke l ­
drei te i lung, d ienten . N a c h ihrer E n t d e c k u n g lag die G e s a m t h e i t aller a lgebraischen 
K u r v e n u n d w e i t m e h r e i n e m s y s t e m a t i s c h e n S t u d i u m offen. I n d i e sem neuen 
Bere iche e n t d e c k t e m a n die b i s dah in u n g l a u b h c h s t e n S ingular i tä ten u n d fand 
ihn doch v o n h a r m o n i s c h e n a l lgemeinen Gese tzen beherrscht . U n d sogar diejenigen, 
we lche h e u t e die a l lgemeinen Gebi lde der mengentheo re t i s chen U n t e r s u c h u n g e n 
aus der Geometr ie z u v e r b a n n e n suchen , h a b e n in jener E p o c h e ihre Vorläufer. 
D e n n n a c h der E n t d e c k u n g der ana ly t i s chen Geometr ie sagte m a n : „ D i e a lgebraischen 
Gebi lde s ind n u n der Geometr ie erschlossen, aber was keiner algebraischen Gleichung 
genügt, das ist nicht geometrisch vollwertig, das gehört nicht in die Geometrie." 

N u n , S ie alle wis sen , es i s t anders g e k o m m e n . U n d so mehren s ich d e n n auch 
die Ze ichen dafür, dass die n e u e Erwei terung , Cantor's mengentheore t i sche Erwe i ­
terung, n i cht nur der Wissenschaf t unver loren b le iben wird, sondern, s t a t t a ls e ine 
zur Geometr ie bez iehungs lose P u n k t m e n g e n l e h r e ihr D a s e i n z u fristen, als die 
organische Wei terb i ldung u n d Veral lgemeinerung der Geometrie anerkannt werden 
wird, w a s ich se i t e in igen J a h r e n durch d ie Einführung der B e z e i c h n u n g mengen­
theoretische Geometrie z u m A u s d r u c k z u bringen suche u n d w o v o n dieser Vortrag 
einige kle ine Beispie le I h n e n vorführen sol l te . 

Se in Ziel wäre erreicht, w e n n es mir ge lungen sein sol l te , e inem oder d e m anderen 
Ferners tehenden e ine der a n g e s c h n i t t e n e n F r a g e n dieses Gebietes näher zu bringen. 
W e n n er s ich d a n n in diese n e u e Gedankenr ichtung der Geometr ie , fast m ö c h t e ich 
sagen, in diese n e u e geometr i sche Gedankenwe l t vert ief t , wird er auch erkennen, 
dass e in kurzer Ü b e r b h c k über d iesen Gegens tand n o t w e n d i g m i t U n v o l l k o m m e n -
he i t en behaf te t i s t , u n d er wird d a n n v ie l le icht auch die U n v o l l k o m m e n h e i t e n dieses 
kurzen Ber ichtes ent schu ld igen . 
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Hermann Weyl schl iesst seine Phi losophie der M a t h e m a t h i k ( H a n d b u c h der 
Phi losophie I I A 161) m i t d e m ausdrückl ichen B e k e n n t n i s , dass se ine Zeit u n d Liebe 
d o c h vor a l lem der m a t h e m a t i s c h e n F o r s c h u n g gehöre: D i e grossen M a t h e m a t i k e r 
der k lass i schen gr iechischen Per iode h a b e n k a u m anders gedacht , u n d s ie h a b e n d ie 
phi losophische Theorie der M a t h e m a t i k sicher n i c h t für ihre e igenthche Aufgabe 
geha l t en . Z u d e m s ind u n s a u c h die prakt i schen Le i s tungen der Forscher, die als d ie 
klass i schen beze ichnet w e r d e n müssen , wie Theodoros , T h e a i t e t o s u n d E u d o x o s , n u r 
g a n z lückenhaf t b e k a n n t . W a s E u k h d u m 300 g e s a m m e l t u n d geordnet h a t , geht auf 
d iese Vorgänger zurück; in welcher F o r m , in welcher theore t i schen H a l t u n g sie se lbst 
ihre Ergebnisse ausgesprochen h a b e n , i s t nur durch vors icht ige Rücksch lüsse aus 
d e m bei E u k l i d v o r h e g e n d e n S y s t e m z u b e s t i m m e n . Hierbei spielen die B e t r a c h ­
t u n g e n der k lass i schen Ph i lo sophen e ine wicht ige Rol le . Sie ermögl ichen oft sicherer 
als die ausdrückhchen Zurückdat ierungen u n d Zurückführungen späterer Z e u g e n 
bei geduldiger Einze l forschung ganze Sachgebie te , w ie die Proport ionenlehre , t a t ­
sächl ich als die Le i s tung e ines E u d o x o s anzusehen . 

D i e k lass i schen Ph i lo sophen , die u n s die ä l tes te Theorie der M a t h e m a t i k zugäng­
l ich m a c h e n , P l a t o u n d Aris tote les , s ind hins icht l ich ihres g u t e n Wi l l ens u n d ihrer 
Fäh igke i t , über m a t h e m a t i s c h e D i n g e vol lgül t ige Zeugen zu sein, versch ieden 
beurte i l t worden . Man h a t d e m ersteren eine ak t ive produkt ive Rol le bei der Heraus ­
b i ldung der e x a k t e n m a t h e m a t i s c h e n Methodik zugeschrieben, w o g e g e n der I ns t i nk t 
der M a t h e m a t i k e r zu rebel l ieren pf legt ; m a n h a t u m g e k e h r t d e m Aris tote les sogar 
das Vers tändni s für das W e s e n des M a t h e m a t i s c h e n abgesprochen , w a s d e m moder­
n e n M a t h e m a t i k e r eher e in leuchte t . D i e F o r s c h u n g hierüber i s t i m Fluss , u n d des­
ha lb vermeide t m a n h e u t e e x t r e m e Thesen . N u r das e ine ste l l t s ich i m m e r mehr 
heraus : für be ide Ph i lo sophen ist die M a t h e m a t i k v ie l wicht iger , als m a n bisher 
a n n a h m ; in beider Lehre i s t eine v ie l innigere Durchdr ingung aller phi losophischen 
Disz ip l inen , der Metaphys ik , Erkenntnis lehre u n d Logik m i t m a t h e m a t i s c h e r T h e o ­
rie, als m a n je in neuerer Zeit g e g l a u b t ha t . M a t h e m a t i k ist noch w e i t h i n für sie 
M a t h e s i s universal i s oder liefert wen igs tens die M e t h o d e n u n d Prinz ip ien , aus denen 
s ich e ine Mathes i s universal is entwicke l t . Be i dieser ausgebre i te ten Verf lechtung der 
phi losophischen u n d m a t h e m a t i s c h e n Theor ien beider P h i l o s o phen m u s s i m folgen­
d e n v o n D i n g e n gesprochen werden , die für den m o d e r n e n M a t h e m a t i k e r n icht s m i t 
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M a t h e m a t i k z u t u n h a b e n . Aber die A n w e n d u n g s m ö g l i c h k e i t der M a t h e m a t i k i s t 

n u n e i n m a l ihr e igenes Grundproblem, u n d das S treben nach möghchs ter logischer 

R e i n h e i t erwächs t geschicht l ich erst aus der ursprüngl ich n o c h ungek lär ten S y n t h e s i s 

v o n M a t h e m a t i k u n d Wirkl ichkei tswissenschaft überhaupt . U n s e r T h e m a : „ A n ­

s c h a u u n g u n d D e n k e n " soll d ie Geschichte dieser S y n t h e s i s a n d e m P u n k t e zeigen, 

w o das Bedürfn i s n a c h einer logischen B e g r ü n d u n g der M a t h e m a t i k theoriebi ldend 

g e w o r d e n ist . 

I . 

D e r erste D ia log P i a t o n s , in d e m die M a t h e m a t i k e ine führende Rol l e spielt , i s t 

der M e n o n ; jeder M a t h e m a t i k e r weiss , d a s s in i h m die Verdoppe lung einer Quadrat­

f läche vorgeführt w ird als e in Beispie l der m ä e u t i s c h e n Fragekuns t u n d zugleich 

als B e w e i s für d e n m e t a p h y s i s c h e n S a t z : alles W i s s e n ist Wiederer innerung. Aber 

zwei weniger b e k a n n t e Ste l len i m ers ten u n d l e t z t en Tei le des Dia loges g e b e n der 

mi t t l eren erst ihre e igent l iche B e d e u t u n g . 

A n der ersten Stel le , Menon 74 d 11, w ird wie so oft in d e n p la ton i schen Dia logen 

a n e i n e m m a t h e m a t i s c h e n Beisp ie l die s trenge Def in i t ion eines a l lgemeinen Begriffes 

e ingeübt . U m die T u g e n d , d ie a l lgemeine Tücht igke i t u n d Leistungskraft wirklich 

ganz a l lgemein definieren u n d alle überflüssigen E inschränkungen des Begriffes ver­

m e i d e n z u lernen, soll das a%i\ua, die Oberfläche, so definiert werden, dass z . B . die 

G e g e n s ä t z e : G e k r ü m m t h e i t (axgoyyvlóxr¡c), ebenf lächige Begrenzung (ev&v) 74 d 7 

u n d alle anderen S c h e m a t a m i t umfass t werden . 

D i e erste Def in i t ion l a u t e t : „oxfj/ua heisse , w a s al le in v o n a l lem Se ienden immer 

der F a r b e folgt (mit Farbe gegeben i s t ) " ; diese erste Def in i t ion , die ledigl ich die 

f lächige Ausbre i tung trifft, i s t aus mancherle i Gründen m a t h e m a t i s c h unzulängl ich; 

sie g ibt , in der Sprache der späteren aris tote l i schen L o g i k ausgedrückt , ledigl ich e in 

ïôiov, e ine E i g e n h e i t des S c h e m a s an, aber nicht diejenige , die axwa
 m d e n Zusam­

m e n h a n g m a t h e m a t i s c h e r Begriffe e inordnet . D i e s e Def in i t ion wird infolgedessen 

m i t der B e g r ü n d u n g zurückgewiesen , dass Farbe erst definiert w e r d e n m ü s s e 1 ) . 

D i e n ä c h s t e Def in i t ion m u s s also Vorsorge treffen, dass keine U n d e f i n i e r t e n B e s t i m ­

m u n g e n v e r w e n d e t werden . Sokrates versichert s ich zunächs t des Begriffes der 

Begrenzung , négaç; u m i h m die beabs icht ig te Al lgemeinhe i t u n d zugle ich die nöt ige 

B e s t i m m t h e i t zu geben , s te l l t er n e b e n négaç die griechischen W o r t e xeXevxf], 

E n d e , u n d eayaxov, Äusserstes ; die zugehörigen Verben werden zur Verdeut l i chung 

herangezogen: begrenzt s e i n , mi t e t w a s aufhören; u n d d a m i t ist der Begriff néoaç 

1 ) Diese Definition ist im Kern pythagoreisch. Aristoteles .Tfpi aiadijacac xal aìa'ìrjtàv, 439 a 30. 
za yàq xoäua f¡ èv io) xégaií èariv r¡ nioaç. dio xal oí lluâayoçeioi rr¡v èxtcpdvciav xçoiàv ¿xa-
Xovv (vgl. Metaphysik Z 4 die èzicpavcia liuv.rj). I m Folgenden (Menon p. 76 d) wird mit Hilfe des in­
zwischen festgestellten Begriffs a%r¡ua der Begriff Farbe auf Grund einer physikalischen Emissions­
theorie definiert und damit ein allgemeiner Definitionstypus für die Sinnesempfindungen aufgestellt 
(76 d 8), ein weiterer Beweis dafür, dass die kunstgerechte Definition hier das ausdrückliche Thema ist. 
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b e s t i m m t . W ä h r e n d hier durch diese drei W o r t e e ine ident i sche B e d e u t u n g s e i n h e i t 

erfasst u n d für d ie Def in i t ion bere i tgeste l l t w e r d e n soll, wird e in neues B e s t i m m u n g s ­

s t ü c k a u s e i n e m Gegensatz g e w o n n e n . Sokrates fragt : „ D u n e n n s t d o c h e t w a s e b e n 

u n d e t w a s anderes körperl ich (aregeóv), s o w i e diese Begriffe in d e n Geometr i en 

(also der e b e n e n u n d körperl ichen) g e b r a u c h t w e r d e n ? " (76 a 1). A l s Sokrates d ies 

z u g e s t a n d e n wird, definiert er: „Oberf läche i s t d a s . wor in e in Körper l iches e n d e t , 

o%rjua négaç aregeov," H i e r i s t j edes W o r t aus klarster Ü b e r l e g u n g der Erforder­

n i sse einer Def in i t ion g e w ä h l t . D e r eukl id ische Terminus négaç i s t d a m i t in d ie 

mi t t e lp la ton i sche Zeit a l l ermindes tens zurückdat i er t 2 ) . 

N o c h e in W o r t über d e n bei E u k h d u n d i m M e n o n ident i schen T y p u s des Def i ­

n ierens . Be i Aris tote les l e sen wir i n e iner frühen, der A k a d e m i e n o c h n a h e s t e h e n d e n 

Schrift , der T o p i k Z 4 141 b 27, d ie vo l l s tändige R e i h e dieser Def in i t i onen: der 

P u n k t i s t die Grenze der Linie , die Linie die der F läche , die E b e n e d ie des Körpers 

(ariyur) négaç yga/ifiijc, yga/ifti) négaç ènuiéôov, ênineôov négaç aregeov), w o b e i ênineôov 

auf fähig i s t . N a c h Aris to te les w ird hier das d e m D u r c h s c h n i t t s m e n s c h e n B e k a n n t e r e , 

der s innfäl l ige K ö r p e r vorausgese tz t , aber das sch lechth in B e k a n n t e r e u n d logisch 

Frühere soUte d o c h zur Def in i t ion für d a s Abge l e i t e t e b e n u t z t werden; d a s log i sch 

Einfachere als d ie Linie se i d o c h zweife l los der P u n k t usw. , wie ja auch die Einheit 

früher Hat als die Zahl (Top . 141 b 7 ff). E u k l i d beg innt n u n ta t säch l i ch i m ers ten 

B u c h m i t e i n e m anderen T y p u s der Def in i t ion , d e n Aris tote les i n der Top ik ebenfal ls 

bere i t s k e n n t (Z 6 1 4 3 b 11 ff), u n d der j e n e m E i n w a n d n i c h t i n d e m s e l b e n Masse 

ausgese tz t i s t : 1. P u n k t is t , w a s ke ine Tei le h a t . 2. Linie i s t L ä n g e ohne Bre i te . 

3. F l ä c h e is t , w a s nur L ä n g e u n d B r e i t e h a t ; offenbar e ine p o s i t i v e W e n d u n g für 

„ w a s ke ine Tiefe h a t " ; d e n n i m e l f ten B u c h wird K ö r p e r definiert als das , w a s L ä n g e , 

Bre i t e u n d Tiefe h a t . D a z w i s c h e n gese t z t s ind n u n die négaç-Definitionen, die 

u m g e k e h r t d ie B e z i e h u n g zwi schen bereits def inierten T e r m e n durch d e n n e u e n d e s 

négaç darste l len; h inter 1 u n d 2 s t e h t als dr i t te die D e f i n i t i o n : der L in ie Grenzen 

s ind P u n k t e , so dass n u n négaç z u m def in iendum wird. Wahrsche in l i ch vere in igt 

E u k h d auch hier die Ergebnisse verschiedener D i skuss ionen innerha lb der A k a d e m i e . 

I h m k o m m t e s auf den i m p h z i t e n Z u s a m m e n h a n g der Termin i m e h r a n als auf d ie 

ngwra, die wirkl ich ersten Prinz ip ien , aus d e n e n m a n das fo lgende ab le i ten k a n n . 

Hierauf aber grade g ing in erster L in ie d ie A b s i c h t P i a t o s , w i e wir n o c h sehen werden . 

D i e Monas , d ie E inhe i t , a ls Pr inz ip der Zahl e r w ä h n t Aris tote les als das P r o t o t y p 

des e c h t e n ngmxov a n der bere i t s z i t ier ten Ste l le; die a tomis t i s che P u n k t d e f i n i t i o n 

E u k l i d s verrät n o c h d e n Einf luss p latonischer Theor ien . 

2 ) I m einzelnen weicht Euklid ab; AYJJTIA (I. def. 14) wird definiert: rè V.TÓ RTVOÇ F¡ RIVCÚV ¿QÍÜV 

xcciíy.ÓFTEVOV (vorher opoç als FFIOAÇ Ttvd;). OTSÇIOÙ XÉPAÇ ist bei ihm ÙXI(PÓ.VIIA - ein Wort, das 
Piaton nicht gebraucht. Es ist möglich, dass Piaton im Menon mit Absicht auch gegen den Sprach­
gebrauch die Termini durch einander bestimmt, etwa OTQOYYVKOV und T ÒDI als ÈVAVRIA als gleichartig fest­
setzt, obwohl das erstere zunächst für zweidimensionale, ev3v für eindimensionale Gebilde gebraucht wird. 
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W i r h a b e n u n s bei d i e sem Beispie l länger aufgehal ten , grade wei l e s weniger 

bekannt i s t u n d seine prob lemgesch ich thchen Hintergründe n i c h t z u t a g e h e g e n . 

D a s s h inter P i a t o s m a t h e m a t i s c h e n Ste l l en of t v ie l mehr s t e h t als der erste B h c k 

verrät , w ird sofort die zwe i t e b e r ü h m t e S t e h e lehren. Wir g e h e n zu ihr über, i n d e m 

wir d ie v o n Aris to te les aufgeworfene F r a g e n a c h d e m Verhäl tn i s gewisser m a t h e ­

mat i scher Def in i t ionen zur s innl ichen A n s c h a u u n g fes tha l ten . 

W i r k ö n n e n d e n szen i schen Appara t dieser b e r ü h m t e n S t e h e hier beise i te lassen. 

E s h a n d e l t s ich u m die Verdoppe lung einer Quadratf läche v o n zwei F u s s Se i tenlänge . 

E i n notor ischer La ie f indet n a c h zwei v e r u n g l ü c k t e n Versuchen unter Sokrates 

mäeut i scher L e i t u n g , dass n i c h t das Quadrat über der vier F u s s langen Se i te , auch 

n i c h t d a s über der drei F u s s langen, sondern das über der Diagona le errichtete 

Quadrat d e n doppe l t en F lächen inha l t h a t . D e r m e t a p h y s i s c h e pädagogische Glanz, 

in d e m P i a t o n diesen A k t der Wiederer innerung l e u c h t e n lässt , darf darüber n icht 

h i n w e g t ä u s c h e n , dass die Aufgabe , so w i e s ie g e s t e h t ist , e in j e n e m Laien verborgenes 

schwierigeres P r o b l e m s ichtbar m a c h e n sol l : die Inkommensurab i l i tä t der Se i te u n d 

D i a g o n a l e des Quadrates . W a r doch so gefragt w o r d e n : w i e gross ist d ie Se i te , die 

zwi schen der g e g e b e n e n v o n zwe i F u s s u n d der als z u gross e r k a n n t e n v o n drei F u s s 

l iegt? Zahlen w e r d e n a n g e g e b e n , n a c h e iner Zahl wird gefragt! W a s se lbst der Laie 

geometr i sch konstru ierend s o le icht f indet , d a s b ie te t d e m Mathemat iker , der d e n 

L o g o s zwi schen Sei te u n d Diagona le ar i thmet i sch b e s t i m m e n will , e ine unüber­

windl iche •Schwierigkeit . D a s s P i a t o n dauernd dieses P r o b l e m i m A u g e hat , beweis t 

e ine terminolog i sche F inesse , die O t t o Toepl i tz e n t d e c k t h a t ; i m m e r näml ich , w o 

es s ich u m die Grösse dieser Se i te hande l t , wird n icht n a c h der noaórnc, sondern 

n a c h der nr¡hxóxr]c gefragt; also s chon d a m a l s b e s t a n d der m a t h e m a t i s c h e Sprach­

gebrauch, die k o m m e n s u r a b l e n u n d i n k o m m e n s u r a b l e n Grössenverhältnisse m i t 

d e m umfassenderen A u s d r u c k nrjfaxóxrjc z u beze ichnen u n d die noooxrjç den in 

g a n z e n Zahlen ausdrückbaren Verhäl tn i ssen vorzubeha l t en . So beschreibt E u k l i d 

V 3 den Logos , das Verhäl tn i s zweier Grössen Xayoç êarl ôvo fieyeewv ófioyevcov r) 

xaxà Jir/hxórr/xá nota axéaiç3). S o i s t d iese Ste l le unter zwei Ges icht spunkten z u 

be trachten . E i n m a l ist die geometr i sche F igur das schöns te Be isp ie l für das p la to ­

n ische E i d o s überhaupt ; e in Anschaul i ches we is t über s ich h i n a u s auf e inen in i h m 

symbol i s i er ten begriff l ichen Sachverha l t ; andrerseits zeigt es das geschicht l ich so 

wicht ige Ineinandergrei fen u n d doch wieder Ause inanderstreben geometr i scher u n d 

ar i thmet i scher Methode . H i e r l iegt , w i e 0 . N e u g e b a u e r 4 ) aus bester K e n n t n i s vor­

griechischer u n d griechischer M a t h e m a t i k es ausgesprochen h a t , die en t sche idende 

W e n d u n g der spezif isch gr iechischen E n t w i c k l u n g . D i e vorgriechische M a t h e m a t i k 

8 ) Dazu das Scholion, bes. V. 286, 8 Heiberg. 
4 ) Grundlagen der ägyptischen Bruchrechnung, 1926, 17. Quellen und Studien I. 302. Problem­

kreise d. Math. i. hist. Entw. (Verh. d. Phys.-med. Ges. Würzburg, 1927, 60 ff.) 
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w a r v o r w i e g e n d ar i thmet i sch-a lgebraisch u n d insbesondere die ä g y p t i s c h e vor ­
w i e g e n d a d d i t i v . Geometr i e w a r z u n ä c h s t „nur e ines unter v i e l en A n w e n d u n g s ­
g e b i e t e n einer se lbs tändig e n t w i c k e l t e n R e c h e n t e c h n i k " 5 ) . D e m g e g e n ü b e r i s t es 
„e ine der e inschne idends ten E n t d e c k u n g e n . . ., dass m a n erkannte , dass auch in 
geometr i s chen K o n s t r u k t i o n e n arithmetische B e z i e h u n g e n z u m Ausdruck k o m m e n . 
D a m i t verl iert d ie Geometr ie den Charakter, e in behebiges prakt i sches A n w e n d u n g s ­
g e b i e t der M a t h e m a t i k z u sein, u n d erhält d ie prinzipiel le B e d e u t u n g , allgemeine 
m a t h e m a t i s c h e Gesetz l ichkei t z u m A u s d r u c k br ingen z u k ö n n e n : die geometr i sche 
K o n s t r u k t i o n spie l t v o n d a a n die Ro l l e der „ F o r m e l " 6 ) . D a e ine F i g u r n i c h t mehr 
e in G e g e n s t a n d der empir i schen A u s s e n we i t i s t , sondern e in „ idea les E l e m e n t der 
M a t h e m a t i k " 7 ) , s o ist j e tz t „d ie Mögl ichkei t des B e w e i s e s a l lgemeiner S ä t z e g e g e b e n ; 
erst a n der geometr i schen Gesta l t e n t w i c k e l t s ich d ie E i n s i c h t in die Hierarchie der 
Lehrsä tze u n d Sch lüs se" 8 ) . D i e s i s t der S inn der „ E r i n n e r u n g " i m Menon; sie 
b e d e u t e t wirkl iche „ E i n s i c h t in d e n G r u n d " , Àoyiouoç alriaç, M e n o n 9 8 a ; d ie 
empir i sch erprobte R e g e l , d a s „ a n z u w e n d e n d e R e z e p t " 9 ) e n t w i c k e l t s ich z u m bewei s ­
baren , s i c h e r e n - P i a t o n sagt : f e s t g e b u n d e n e n — fes tges te l l t en Satze . S o s tark P i a t o n 
durch die m e t a p h y s i s c h e B e g r ü n d u n g der m a t h e m a t i s c h e n E r k e n n t n i s d ie über­
empir ische , a l so logische Ge l tung des an der a n s c h a u h c h e n F i g u r erkannten Satzes 
unterstre icht , so v ie l b le ibt i h m i m engeren m e t h o d i s c h e n Bere iche der M a t h e m a t i k 
darüber n o c h z u sagen übrig; er h o l t es i m V I . B u c h e der Po l i t e ia n a c h . Hier i m 
M e n o n deute t d a s dr i t te m a t h e m a t i s c h e Beisp ie l an , w i e w e i t die m a t h e m a t i s c h e 
M e t h o d e dieser Zeit über das F a s s u n g s v e r m ö g e n des la ienhaf ten B u r s c h e n h inaus ­
g e w a c h s e n war. I m e n g s t e n Z u s a m m e n h a n g m i t d e m T h e m a des D i a l o g e s - der 
Lehrbarkei t der B i ldung , der Are té - ber ichtet P i a t o n v o n der h y p o t h e t i s c h e n 
Ana lys i s in der M a t h e m a t i k u n d exempl i f iz iert sie a n e iner M a x i m u m a u f g a b e , 
deren genaue W o r t i n t e r p r e t a t i o n lange g a n z rätse lhaft war , in der aber H e a t h in sei-
n e m M a n u a l of Greek M a t h e m a t i c s , Oxford 1931 , offenbar e in S t ü c k w e i t e r g e k o m m e n 
ist , ohne freilich e ine genaue Wortüberse tzung des möghcherwe i se verderbten T e x t e s 
z u g e b e n . D e r m e t h o d i s c h e S inn des Beispie les i s t klar : die Frage , o b es m ö g h c h is t , 
e inen g e g e b e n e n F l ä c h e n i n h a l t a ls Dre ieck in e inen g e g e b e n e n Kre i s e inzuze ichnen , 
w ird durch die H y p o t h e s e in Angriff g e n o m m e n : w e n n es m ö g h c h ist , in einer be­
s t i m m t e n W e i s e d e n F l ä c h e n r a u m jenes Dre iecks als R e c h t e c k a n den Durchmesser 
anzulegen , so i s t die A u f g a b e lösbar; sie führt auf d e n S c h n i t t des g e g e b e n e n Kreises 
m i t e iner g le ichse i t igen Hyperbe l . W i e w e i t P i a t o n zur Zeit , als er den M e n o n schrieb, 
w u s s t e , dass das h y p o t h e t i s c h e Verfahren auch bei der B e w ä l t i g u n g der Aporie v o n 
] / 2 e ine Rol l e spie l te , ble ibe dahingeste l l t . 

5) Neugebauer, Quellen und Studien. 302. 
6) Neugebauer, Problemkreise 61. 7 ) ibid. 8 ) ibid. 
9) Neugebauer, 1. c. 
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D e r Terminus der H y p o t h e s i s , offenbar der M a t h e m a t i k unmit te lbar ent l ehnt , 

b le ibt n u n e in Grundbegriff der p la tonisch-ar i s to tehschen Logik; m i t i h m k o m m t das 

an t ike D e n k e n der freien V o r a u s s e t z u n g und der log i schen A n a l y s i s des durch s ie 

imphz ier ten Z u s a m m e n h a n g e s a m nächs ten . W i e P i a t o n die H y p o t h e s i s zunächs t 

i m Bere ich des M a t h e m a t i s c h e n gefasst h a t , ze igt die ausführhchste u n d wicht igs te 

Grundlagenerörterung i m V I . B u c h e der Pol i te ia . A m H ö h e p u n k t e dieses ganzen 

Werkes , bei der Schi lderung der Idee d e s Guten , die m i t überschwänghchen W o r t e n 

als der Mi t te lpunkt alles Se ins u n d aller Erkenntn i s en twicke l t wird, schi ldert P i a t o n 

die Hierarchie aller Seinsbereiche durch eine s treng durchgeführte m a t h e m a t i s c h e 

Analog ie , e ine Propor t ion : N i m m eine Linie , te i le s ie in ungle iche Tei le u n d teile 

j e d e n der be iden Tei le wieder in d e m s e l b e n Verhäl tn i s . So wie diese Tei le sich zu 

e inander verha l ten , so v e r h a l t e n s ich h ins ichthch der Deut l i chke i t u n d d a m i t der 

wissenschaft l ichen Erfassbarkei t die Bereiche der Erkenntn i sgegens tände , die auf 

jenes Propor t ionssys t em abgebi ldet werden . U n d zwar entspr icht d e m e inen der 

be iden H a u p t t e i l e das s ichtbar Anschaul i che (ra qxuvó/xeva) bzw. die Meinung 

( D o x a ) , d e m andern das Inte l l ig ible (ràvoovueva) b z w . der Geist (vovç); der erste 

Bere ich wird in d e n u n t e r s t e n der „Abbi lder", der S c h a t t e n u n d Spiegelbi lder, u n d 

den nächs thöheren der in dieser u n t e r s t e n Stufe abgeb i lde ten Gegens tände gete i l t ; 

die en t sprechenden Erkenntn i svorgänge heissen Abbi ldungskraft , slxaaia, u n d 

maxiç, Glaube, also s chhchte H i n n a h m e des Gegebenen . D i e be iden ent sprechenden 

A b s c h n i t t e des inte lhg ib len Tei les w e r d e n erst a l lmähl ich ausgefül l t . E s wird zu ­

nächs t die s trenge E n t s p r e c h u n g des ganzen inte lhgiblen u n d des anschaul i chen 

A b s c h n i t t e s be tont ; der n ä c h s t e Schri t t führt uns bereits zu d e n „ m a t h e m a t i s c h e n " 

Gegens tänden; sie werden als vnoêêaeiç u n d als I d e e n u n d als Bere ich der dri t ten 

Stufe beze ichnet , sofern anschaul iche F iguren u n d Modehe b e n u t z t werden . Insofern 

diese m a t h e m a t i s c h e n Gegens tände j e d o c h nach d e m Prinz ip {aqxr]) h i n orientiert 

s ind u n d auf die Hi l fe der anschaul i chen F iguren u n d Modelle verz ichte t wird, also 

nur durch die Ideen , eïôn, se lbst der G a n g des Bewe i sens , die Methodos erfolgt, tr i t t 

die h ö c h s t e Stufe in F u n k t i o n ( 5 1 0 b , 4 f f ) . 

Jeder , der d iese noch u n b e s t i m m t e n A n g a b e n hört , wird unwil lkürl ich versuchen , 

die B e z i e h u n g e n der e inze lnen Stufen zueinander, d ie Proport ion der Bere iche , zur 

K l ä r u n g jeder e inze lnen Stufe zu benutzen; d. h. er wird g e n a u i m S inne P i a t o n s 

die durch den Z u s a m m e n h a n g impl iz ierte B e d e u t u n g der e inze lnen T e r m e zu er­

fassen suchen . W i r wol len uns für später merken, dass das Werkzeug dieser rela-

t ionsmäss igen B e s t i m m u n g die Proport ion , u n d z w a r die Verb indung v o n Logoi , 

Verhäl tn issen , zur Verhältnisg le ichhei t , Analogia , i s t . P l a t o erklärt s ich bei w e i t e m 

a m ausführl ichsten über d e n dr i t ten , d e n m a t h e m a t i s c h e n Bere ich; v o n i h m aus 

erwartet er also die Aufhe l lung der anderen Bere iche , vor al lem die des höchs ten . 
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D a s , w a s hierbei herausspr ingen m u s s , i s t e ine Differenzierung der anschaul i chen 

u n d g e d a n k l i c h e n E v i d e n z m ö g h c h k e i t e n . 

P l a t o läss t s e inen Sokrates fo lgendes e n t w i c k e l n : Die jen igen , die s ich m i t d e n 

Geometr i en — wieder der Plural w i e i m M e n o n — m i t der Rechen lehre u n d derart igem 

beschäf t igen , m a c h e n gewisse Vorausse tzungen , „ H y p o t h e s e n " : das Grade u n d 

U n g r a d e , die versch iedenen F iguren , a%r¡uara (hier w o h l a l lgemeiner als i m M e n o n 

gebraucht ) , d ie drei A r t e n v o n W i n k e l n u n d anderes derart iges g e m ä s s jeder e inze lnen 

M e t h o d o s . Hierüber R e c h e n s c h a f t zu geben , h a l t e n sie n i c h t für nö t ig (âÇiovatv; e s 

i s t d a s W o r t , v o n d e m „ A x i o m " abge le i te t i s t ) , sondern h i ervon ausgehend k o m m e n 

sie folgericht ig (ôuoAoyovuévcoç; e igent l i ch „ m i t s ich übere ins t immend" , a lso wider­

spruchsfrei) z u m Ergebni s ihrer jewei l igen e inze lnen U n t e r s u c h u n g . Hierbei ge ­

brauchen sie nebenbe i (ngooxgcdvrai) d ie gesehenen Ges ta l t en u n d sprechen v o n 

ihnen , m e i n e n aber n ie die e inze lne F igur , sondern die „ D i a g o n a l e se lbst" , das Vier­

eck se lbs t usw. D a s he i ss t , s ie b e t r a c h t e n ihre Model le , v o n d e n e n e s wieder Spiegel­

bi lder, Schat tenr isse , Pro jekt ionen , a ls Abbi lder (unterste Stufe! ) g ib t , se lbst als 

Abb i ldungen , N a c h a h m u n g e n einer h ö h e r e n idee l len Wirkl ichke i t , der d ie e igent­

l iche m a t h e m a t i s c h e E r k e n n t n i s , die öiavoia, z u g e w a n d t ist . A u s dieser Schi lderung 

ergibt s ich klar, w a s m i t d e n H y p o t h e s e i s hier i m S t a a t e g e m e i n t i s t . E s s ind die 

e inze lnen ôgoi, Sä tze , die e t w a a u s s a g e n : es g i b t drei A r t e n v o n W i n k e l n , gg als 

90 Grad; jede Zahl i s t en tweder grade oder ungrade . D a b e i i s t auf die unmi t te lbare 

„anschau l i che" E ins i ch t igke i t dieser A u s s a g e n g e b a u t ; sie s t e h e n nebene inander , 

w i e d ie „ F i g u r e n " d e s Dre iecks , d e s Vierecks u n d die in i h n e n beschlossenen A u s ­

sagen . D i e Q u a d r a t a n o r d n u n g des M e n o n : 16 Quadrate , s y m m e t r i s c h angeordnet , 

d ie D i a g o n a l e in e i n e m der v ier F u s s grossen Quadrate pas send gezogen , ist e in Satz , 

e ine F o r m e l g e n a u so w i e d a s Dreieck, durch dessen Spi tze e ine Paral le le zur gegen­

ü b e r h e g e n d e n Se i t e g e z o g e n is t , d e n Satz der W i n k e l s u m m e darste l l t , w ie die 

Gnomonf igur sofort ze ig t : (a + b ) 2 = a 2 + 2 ab + b 2 u n d m i t geringer Modif ika­

t i o n (a - f b) (a—b) = a 2 — b 2 . D i e Schwier igkei t , B e s t i m m u n g e n wie die ersten über 

Zahlen u n d W i n k e l , ögoi, u n d die in F iguren symbol i s i er ten F o r m e l n u n d S ä t z e 

unter e inen H u t z u bringen, h a t die Ausleger unserer Ste l le v ie l beschäft igt . Sie 

be l euchte t aber grade die S i tua t ion , d ie P l a t o vor fand u n d die er oder die M a t h e m a ­

t iker seiner A k a d e m i e aufzuheben t r a c h t e t e n . D a s Nebeneinander v o n m a t h e m a t i s c h e n 

ogoi u n d A u s s a g e n soll ja gerade übergeführt werden in e ine Hierarchie , in der 

Oberes, A l lgeme ines v o r a n s t e h t , u n d Besonderes aus i h m abgele i te t wird. Auf e ine 

Vere inhe i t l i chung u n d Gruppierung der e inze lnen H y p o t h e s e i s , d ie e ine Sonderung 

der versch iedenen T y p e n n o t w e n d i g m i t sich bringt , läuft n u n zweife l los al les h inaus , 

w a s P l a t o über die v ierte S tufe sagt . P l a t o ver langt , diese e inze lnen H y p o t h e s e i s 

wirkl ich zu H y p o - T h e s e i s , U n t e r s t e l l u n g e n zu m a c h e n , z u m Auslauf , zur Opera­

t ionsbas i s , zur E t a p p e (enißaaic u n d ógur¡) auf d e m Marsch zur Einheit des Ganzen, 

3 3 0 
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der áQ%r) rov navxóc, d e m àwTió&exov. V o n dieser E i n h e i t aus k a n n rückläufig, o h n e 
s ich des Anschau l i chen zu bedienen, der Logos se lbs t alle die früheren S t u f e n e in ­
s icht ig , inte lhgibel m a c h e n . E s k o m m t a lso gar n i c h t darauf an, ob sich die A u s s a g e n 
auf Anschau l i ches bez iehen, sondern nur auf d e n log i schen Z u s a m m e n h a n g der 
A u s s a g e n u n d deren A b h ä n g i g k e i t v o n Prinzipien. D a s i s t unzwe ideut ig das P r o ­
g r a m m der Ax iomat i s i erung , wie es be i Aristote les in den zwe i t en A n a l y t i k e n m i t 
deuthcher B e z i e h u n g auf die M a t h e m a t i k 1 0 ) breiter en twicke l t u n d v o n E u k h d prak­
t i s ch ausgeführt i s t . P l a t o k o n n t e hier n icht deuthcher se in; er wil l d o c h d ie m a t h e ­
m a t i s c h e Prinzipienlehre zugle ich als a l lgemeine Mathes i s , a ls umfassende I d e e n ­
lehre darste l len, d ie für die m a t h e m a t i s c h e n Gegens tände abges tu f ten Seins- u n d 
Erkenntn i swe i sen analog für al les Wirkl iche durchführen u n d m i t der Dia lekt ik des 
Sokrates in B e z i e h u n g ha l t en . D e s h a l b m ü s s e n d ie Aus führungen über die m a t h e m a ­
t i sche Erz iehung a u s d e m fo lgenden B u c h e der P o h t e i a zur E r g ä n z u n g dienen. 
Gerade i m Hinbl i ck auf d e n Ax iomat i s i e rungsgedanken der H y p o t h e s e i s g e w i n n t der 
Vorrang der Lehre v o n d e n re inen g a n z e n Zahlen ( V I I 5 2 4 a , 525 d e) i m Aufbau der 
Wissenschafts lehre eine besondere B e d e u t u n g . D a s Ziel, jedenfal ls die Ends te l lung 
der rast los v o n P l a t o durch- u n d u m g e d a c h t e n Prinzipienlehre , zugle ich die k ü h n s t e 
Ause inanderse t zung v o n A n s c h a u u n g u n d D e n k e n überhaupt , i s t die Uberb ie tung 
des d a m a h g e n m a t h e m a t i s c h e n Zahlbegriffs durch e inen neuen , durch die Gleich­
s e t zung v o n Zah len u n d I d e e n , die Lehre v o n d e n Ideenzahlen , u n d diese Lehre 
beze ichnet zugle ich den Absch luss , d e n unsere Erörterungen z u erreichen suchen. 

I I I . 

D i e Idea lzah len h a b e n das Interesse produkt iver Mathemat iker , w i e Georg 
Cantors, g e f u n d e n 1 1 ) , weniger bisher das der His tor iker der Mathemat ik . Moritz 
Cantor sagt n icht s darüber, u n d das i s t begreifl ich; d e n n d a m a l s s t a n d die quel len-
mäss ige Erforschung n o c h i m ersten Anfange . H ö c h s t wesent l i ch war für dieses Gebiet 
der Ans tos s , den O t t o Toepl i tz ' These gegeben h a t : d ie Idea lzahlen h a b e n e t w a s m i t 
d e m Logos , d e m m a t h e m a t i s c h e n Verhäl tn is z u t u n 1 2 ) . 

D i e für die M a t h e m a t i k so folgenreiche a l lgemeine Verhältnis lehre des E u d o x o s 
h a t die g e s a m t e akademische Phi losophie beeinf lusst . D i e Ähnl ichke i t , die N a c h ­
a h m u n g (fiiurjaiç) e ines Vorbi ldes (naQUöeiyua), die Abbi ldbarke i t u n d Zuordnung 
verschiedener Seinsbereiche aufe inander war a n jener Stel le der Pol i te ia der S inn 
des vierte i l igen Schemas , das durch die gete i l te Strecke die g e s a m t e Synthes i s , die 
v o n der höchs ten Idee ausgehen soll, unter das Gesetz des Logos in j e n e m D o p p e l -

1 0 ) Vgl. Fr. Solmsen, Die Entw. d. Arist. Logik u. Rhetorik. Berlin 1929. H. Scholz, Die Axiomatik 
der Alten. Blätter für deutsche Philos. Berlin 1930. 

" ) Zeitschrift f. Philos, u. philos. Krit. N. F . 88 (1886), 227. 
1 2 ) Quellen und Studien. I. 1. 
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s inne a l s Verhä l tn i s u n d a l s rat io s t eh t , m i t d e m P l a t o v o n n u n a n ununterbrochen 

operiert , b i s in scharfs innige, nur d e m M a t h e m a t i k e r vers tändl i che Wortsp ie le 

h i n e i n 1 3 ) . D i e Proport ion , d ie V e r b i n d u n g gleicher u n d ungle icher Logoi , h a t n i cht 

nur für d ie e x a k t m a t h e m a t i s c h e Frage , w i e ganzzahl ig Unverg le i chbares , I n k o m m e n ­

surables d o c h ane inander g e m e s s e n w e r d e n k a n n , sondern darüber h i n a u s für d ie 

begriff l iehe B e s t i m m u n g möghcher Versch iedenhe i ten u n d Ähnl i chke i t en e ine 

s ch lechth in unbeschränkte B e d e u t u n g . S c h o n in der A k a d e m i e m ü s s e n gewisse 

S ä t z e der Proport ionen lehre a l lgemein , o h n e jede R ü c k s i c h t auf die Ar t der ver­

g l i chenen Gegens tände g e s u c h t u n d ge funden w o r d e n s e i n 1 4 ) . D i e U n a b h ä n g i g k e i t 

der B e z i e h u n g v o n d e n fundierenden E l e m e n t e n b e d e u t e t zugle ich ihre - w i e m a n 

in der A k a d e m i e geg laubt h a t - schrankenlose A n w e n d b a r k e i t ; der Zwiespal t der 

A n s c h a u u n g u n d des D e n k e n s sch ien durch diesen L o g o s endgül t ig geschl ichte t . 

M a n h a t i m m e r geg laubt , dass d e m a n t i k e n D e n k e n der Begriff der „ R e l a t i o n " gefehl t 

h ä t t e u n d dass dieser für d ie moderne L o g i k u n d Erkenntn i s theor ie charakter is t i sch 

sei . D i e s e T h e s e i s t n i c h t m e h r zu ha l t en . I m L o g o s u n d in der V e r b i n d u n g der Logo i 

ist der Relat ionsbegrif f a u c h für die an t ike Log ik n a c h g e w i e s e n ; ja er hi lft gerade , 

auf d ie H a u p t f r a g e der a n t i k e n Logik , d ie der Def in i t ion , e ine n e u e A n t w o r t f inden. 

W i e berei ts gesagt , i s t d ie V e r b i n d u n g der Logoi das e infachste u n d wicht igs te 

Beispie l , w i e mehrere , m i n d e s t e n s drei, Terme, g le ichvie l we lcher Art , ihre e igene 

B e s t i m m t h e i t l ed ighch durch ihren Z u s a m m e n h a n g kraft jener B e z i e h u n g erhal ten; 

daher wird die Logos lehre der w ich t ig s t e A n s t o s s u n d Le i t faden für d a s freie impl i ­

z i te Def inieren. P l a t o w a g t es , a m E n d e se ines der Sprache , a l so d e m Zeichen- u n d 

Ausdrucksproblem, g e w i d m e t e n D i a l o g e s die E r k e n n t n i s auf d ie u n a b h ä n g i g v o n 

d e n jewei l igen W o r t e n b e s t e h e n d e n gegense i t igen B e z i e h u n g e n der Wirkl ichke i ten 

z u g r ü n d e n ( v o n O t t o Toepl i tz zuerst in d iesen Z u s a m m e n h a n g ges te l l t ) . P i a t o s 

Nachfo lger , Speus ipp , h a t versucht , d ie begriff l ichen B e z i e h u n g e n als „Ähnl ich­

k e i t e n " (öuota) in e in s y s t e m a t i s c h e s Ganzes z u s a m m e n z u f a s s e n u n d h a t in kühner 

V o r w e g n a h m e Leibniz ischer G e d a n k e n die durchgängige , gegense i t ige B e d i n g t h e i t 

aller Wirk l i chke i ten b e h a u p t e t , so dass jeder Begriff nur i m p h z i t durch se ine Bez i e ­

h u n g z u al len andern s treng definiert w e r d e n k ö n n t e . Dieser Systembegr i f f n i m m t die 

F o r m einer I d e e n p y r a m i d e a n , m i t e iner Spi tze , d e m e inhe i thchen Se in , das i m m e r 

we i ter e ingete i l t wird, bis m a n z u unte i lbaren ideel len E i n h e i t e n ge langt (Diai-

res i s ) 1 5 ) . D i e Übers te igerung des Relat ionsbegri f fes lässt den gegenläuf igen Gedanken 

einer für die Begr i f f sbes t immung n o t w e n d i g e n Reduktion der Pr inz ip ien auf d e m 

engeren m a t h e m a t i s c h e n F e l d e des to kräftiger s ich entwicke ln . D u r c h d iesen Gedan-

") Staat V I I 534 a xo'O.axXáotoc Xóyoc. 534 d al.oyoi yga/iifiai. 
u ) An. post. I, 5, 74 a, 18 ff, 85 b Iff. Über die Wichtigkeit des hier hervorgehobenen ¿iaX\á¿-

Problems (Vertauschung der inneren Glieder) vgl. Stemel, Zahl und Gestalt, zweite Aufl. Index. 
15) Stemel, Studien S. 60. Zahl u. Gestalt S. 18. 
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k e n wird die durchgängige B e s t i m m t h e i t der T e r m e e ines def ini ten u n d dadurch 

definierten S y s t e m s erst w i s senschaf thch fruchtbar. E b e n dieser Gedanke l iegt der 

Gle ichse tzung v o n Idee u n d Zahl zugrunde . P l a t o h a t diese R e d u k t i o n der B e s t i m ­

m u n g s s t ü c k e s ich als deren zah lenmäss ige Begrenzung vorgeste l l t . W e n n jede höhere 

K l a s s e v o n G e g e n s t ä n d e n : F iguren , L a u t e n , m u s i k a h s c h e n Interval len , Körpern usw. , 

s ich in e ine endl iche Anzah l v o n U n t e r k l a s s e n e inte i len lässt , d iese wieder wei ter bis 

z u m ideel len A t o m o n , so s ind die d i e sem zugeordneten k o n k r e t e n I n d i v i d u e n , der 

konkre te Laut , das t ö n e n d e Interva l l u sw . , h in längl ich definiert, sobald d ie ideelle 

E inhe i t , der L a u t a, das In terva l l Quart , durch e ine Mindestzahl no twendiger B e ­

s t i m m u n g e n e indeut ig charakteris iert ist . W e d e r d ie zufäll igen Eigenschaf ten des 

k o n k r e t e n e inze lnen I n d i v i d u u m s , n o c h die E igentüml ichke i t en , die al len z u k o m m e n , 

werden i n den Wesensbegrif f a u f g e n o m m e n , w e n n sie zur e indeut igen Untersche id­

barkei t v o n andersart igen I n d i v i d u e n n i c h t n o t w e n d i g s ind. Al le diese mögl i chen 

A u s s a g e n über indiv iduel les E i d o s u n d konkretes I n d i v i d u u m werden in das Peras, 

die begrenzte Wesenhe i t , als für die F r a g e nach d e m „ w a s es i s t" , ri êariv, überflüssig, 

n i cht m i t a u f g e n o m m e n u n d i n s A p e i r o n , ins U n b e s t i m m t e , weil nur durch unendhch 

v ie le A u s s a g e n Erfassbare ent las sen (Phi lebos 16c) . Dieser m e t h o d i s c h kons trukt ive 

A b b a u der anschaul i chen F ü l l e w ird v o n Aris tote les in den z w e i t e n A n a l y t i k e n a n 

m a t h e m a t i s c h e n Be i sp ie l en e ingeübt — Sätze über g le ichsei t ige , g le ichschenkl ige 

Dre iecke , schl iesshch über d a s Dre ieck sch lechth in , Sätze über Proport ionen zwi­

schen Zahlen , Grössen u n d Zei ten , schl iess l ich a l lgemeine Proport ionssätze; zuletz t 

sch lechth in a l lgemeine log ische Grundsätze , xoivá. Aber Aristote les überträgt d e n 

hier n a c h P i a t o s A n g a b e n g e w o n n e n e n Wesensbegriff z. B . auf den Bere ich natur­

wissenschaft l icher K l a s s e n u n d k a n n so ganz s treng den Inha l t wissenschaft l icher 

A u s s a g e n über Gegens tände v o n d e m in konkreter A n s c h a u u n g gegebenen scheiden. 

W ä h r e n d so we i t Ar i s to te les m i t P l a t o durchaus übere ins t immt , k a n n er i h m 

nicht fo lgen bis zu der Lehre v o n d e n h ö c h s t e n Prinzipien, die an der Spitze der 

I d e e n p y r a m i d e al len b e s t i m m t e n I d e e n voraus l i egen u n d ihre R a n g o r d n u n g be­

s t i m m e n . D a s Eine u n d die unbestimmte Zweiheit des Grossen u n d K l e i n e n s ind diese 

I d e e n , die zur Gle ichsetzung e ines h ö h e r e n Zahlen- u n d Ideenbegriffs geführt haben . 

D i e s e Pr inz ip ien sol len reine, v o n jeder, auch der re insten A n s c h a u u n g freie D e n k ­

s e t z u n g e n sein. D a s E i n e soll so wen ig wie die Zweihei t des Grossen und Kle inen 

bereits m a t h e m a t i s c h Zahl se in; es so l len diese Pr inz ip ien auch n icht als P u n k t und 

A u s g e d e h n t e s R ä u m l i c h e s beze i chnen , es soll dies E i n e überhaupt n icht als bereits 

zur Klasse begrifflich z u s a m m e n g e f a s s t e s Peras neben der u n b e s t i m m t e n Mannig­

fal t igkeit des n o c h z u g l iedernden Ape iron s tehen, dessen „ A n f a n g " die u n b e s t i m m t e 

Zweihe i t pas send beze ichnen k ö n n t e . A b e r diese drei Mögl ichkei ten sol len in diesen 

Prinz ipien potent ie l l , òvvapiei, l iegen, sie sol len das M i n i m u m an denkbarer B e s t i m m t ­

hei t sein u n d deshalb wirkl iche A n f ä n g e (âgxai), Pr inz ipien v o n definierter U n b e -
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s t i m m t h e i t (âoQiaxid), n o t w e n d i g e B e d i n g u n g e n für al les D e n k e n , se lbs t n i cht auf­

g e h o b e n b e i m W e g d e n k e n jeder anderen B e s t i m m t h e i t , aber al les andere aufhebend , 

w e n n m a n sie se lbs t w e g d ä c h t e , d a s Model l e iner e in fachs ten B e z i e h u n g v o n F o r m 

u n d I n h a l t . 

A u s der V e r b i n d u n g dieser be iden Pr inz ip ien läss t n u n P l a t o z u n ä c h s t d ie Zahlen 

e n t s t e h e n . D i e A n s i c h t e n v o n d e m al lgemeineren, über d ie natür l i chen g a n z e n Zahlen 

h inausre ichenden Zahlbegriff, h a b e n s ich in fo lgenden S t u f e n gebi ldet . I n d e m B u c h e 

„Zahl u n d G e s t a l t " b e m ü h t e i ch m i c h , n a c h d e m Vorgange v o n L é o n R o b i n , d e n 

gr iechischen Zahlbegriff überhaupt m i t den A n s i c h t e n des s p ä t e m P i a t o n in n e u e 

B e z i e h u n g z u se tzen , vor a l l em die gef l i s senthche V e r m e i d u n g der B r ü c h e bei d e n 

Griechen - i m Gegensatz zur ä g y p t i s c h e n Bruchrechnung - auszuwer ten . E t w a i m 

S i n n e der S t e h e des S t a a t e s V I I 5 2 5 d : Zahlen, d ie „Leiber" h a b e n (benannte Zahlen) , 

1 B r o t , 1 Bierrat ion , natür l ich a u c h e in S t ü c k A c k e r usw. , k a n n m a n te i l en; d a g e g e n 

n i c h t die E inhe i t , die re ine E i n s ; w e n n der La ie d a s t u t , l a c h e n die M a t h e m a t i k e r 

u n d a n t w o r t e n sofort m i t e iner Vervie l fä l t igung, d ie die Te i lung aufhebt . D a s E r g e b ­

nis i s t d a n n e in L o g o s , e in Verhäl tn i s . 

O. T o e p h t z h a t s ich d iese n e u e Zahl z u n ä c h s t als d a s Verhäl tn i s , z. B . y2, ge­

d a c h t , das a h e m ö g h c h e n E i n k l e i d u n g e n b e k o m m e n k a n n : 4 / 2 , 6 / 3 ,
 8 / 4 ; aber a u c h 

Strecken , Ze i ten oder F l ä c h e n w i e das Quadrat über der D i a g o n a l e u n d das Grund­

quadrat . 

A . E . Tay lor h a t in einer R e z e n s i o n m e i n e s B u c h e s ( G n o m o n 1926) e inen k ü h n e n 

Schr i t t we i ter g e t a n . E r h a t n i cht das auf d e m U m w e g über die Geometr ie fassbare 

Verhä l tn i s der D iagona le u n d Sei te - so Toepl i tz - sondern die Ausrechnung für 

d e n S inn u n d das Ziel der n e u e n Zahlbegriffe angesehen : die u n b e s t i m m t e Zweihe i t 

der Gross -Kle inen m e i n t d iejenigen Zahlen V e r h ä l t n i s s e , die s ich a n das irrationale 

Verhäl tn i s zweier inkommensurab ler Grössen i m m e r näher v o n zwei Se i t en her­

andrängen , i m m e r zu gross oder z u k le in b le ibend. 

Auf Grund e ines Ar i s to te l e s -Kapi te l s , M e t a p h . A 15, k o n n t e i ch (Quel len u n d 

S tud ien , I , 50) durch e ine K o m b i n a t i o n v o n T o e p h t z u n d Tay lor dessen T h e s e 

his tor isch genauer ausdrücken . Ar i s to te les spricht ta t säch l i ch dort v o n e inem áav¡i-

USTQOÇ áot&fióc. R o s s , der verd iens tvo l l e K o m m e n t a t o r der Metaphys ik , änderte 1923 

n o c h diese Ste l le . Auf Grund dieses K a p i t e l s g l a u b e i c h : die u n b e s t i m m t e Zwei­

he i t des Grossen u n d K l e i n e n i s t z u n ä c h s t nur ein Übersch iessendes u n d e in 

Zurückble ibendes , der u n b e s t i m m t e L o g o s zweier Grössen, àÓQiaroc, Xóyoc bei 

Aris tote les , der n o c h n i c h t zahtynmäss ig festge legt ist. I n d iesem L o g o s l iegt die 

Ke imze l l e der g a n z e n Prinzipienlehre; m i t i h m h a t i n der T a t E u d o x o s die m a t h e m a ­

t i s chen Prob leme des I n k o m m e n s u r a b l e n u n d des K o n t i n u u m s b e w ä l t i g t . W i r d der 

u n b e s t i m m t e L o g o s b e s t i m m t durch die Kraf t des andern Pr inz ips , d e s E ins , a lso 

z u diesem b e s t i m m t e n Logos , so wird d ie na türhche Zahl daraus , i n d e m nun die E i n s 
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selber Zahle inhei t wird u n d d e n Logos der Zweihe i t mis s t : E i n s spa l te t s ich auf in 

eine e c h t e Zweihe i t ; dieses Verfahren h a t Herrn. W e y l 1 4 ) a n d a s dyad i sche Zahlen­

s y s t e m erinnert. 

D i e n ä c h s t e D e d u k t i o n aus diesen Prinz ipien betrifft die Geometr ien . I n der 

A k a d e m i e wurde die 2 als die Linie se lbst bzw. als d ie Idee der Linie aufgefasst , die 

3 als F läche , die 4 als Körper . So wie der Mathemat iker se lbs tvers tändl ich v o n d e m 

s innl ich-anschaul ichen Stoff (Erz, H o l z usw. ) seiner Gegens tände abstrahiere, so 

m ü s s e er nach dieser Theorie , sag t Ar i s to te l e s 1 7 ) , sogar v o m K o n t i n u u m abstrahieren; 

für die m a t h e m a t i s c h e B e s t i m m u n g der Linie g e n ü g e die Zweihe i t u s w . D i e s e Zwei­

he i t wäre also Idee , u n d zwar Idee der Linie; es g ä b e also v o n e in igem ke ine Ideen , 

wei l e s unmi t t e lbar Idee wäre , z . B . die Zahlen . D i e s e so we i tgehende Formahs ierung 

der Begriffe ist , w i e so v ie les in der k lass i schen Theorie , entweder nur A n s a t z gebl ieben 

oder die A u s w i r k u n g e n in der M a t h e m a t i k s ind u n s verloren g e g a n g e n . 

Mit d ie sem respektablen Versuch , d e m D e n k e n auch die reine R a u m a n s c h a u u n g 

unterzuordnen, soll die B e t r a c h t u n g abgeschlossen se in . D i e klass ische Theorie h a t 

m i t grosser K ü h n h e i t der Wirkl ichkei t , den P h ä n o m e n e n , d a s lückenlose Gefüge 

des D e n k e n s gegenübergeste l l t , u n d d o c h h a t sie, sowei t i ch sehe, n ie e ine wil l ­

kürl iche F e s t s e t z u n g v o n A x i o m e n a n g e n o m m e n . D i e B e w e g u n g e n der Gestirne 

s te l l ten d ie Aufgaben , die der Logos aus seiner e igenen Kraf t z u lösen hat te ; rà 

cpcavófieva owÇeiv, die P h ä n o m e n e in e i n e m Z u s a m m e n h a n g z u begreifen u n d sie so 

bewahre nd z u h a l t e n i m S t r o m e des W e r d e n s , w a r der S inn jeder Theorie . D i e 

Griechen h a t t e n d e n g u t e n Glauben, dass der menschl iche Geist gerade da nn , w e n n 

er auf die freie Gesetz l ichkei t des Logos hört , der Wirkl ichkei t a m n ä c h s t e n ist , u n d 

sie k le ide ten d iesen Glauben, dass die Wel twirk l i chke i t w ie e ine grosse F igur den 

m a t h e m a t i s c h e n L o g o s zur A n s c h a u u n g bringt , in die schl ichte F o r m e l : ô &eoç âel 

yemueTQEÏ. 

1 6 ) Handbuch der Philosophie, I I A 50. Cf. auch O. Becker, Mathem. Existenz, 1927, 205, Anm. 1; 
Quellen und Studien, I 466. 

") Aristot. Met. Z. 11, 1036b, 10. Cf. auch H 3, 1043a 34. 


